3. AVALOSZINUSEG-ELMELET ALAPJAI

Ebben a fiiggelékben azokat a valoszinliség-elméleti alapfogalmakat fog-
laljuk 6ssze, amelyekre a mérések kiértékeléséhez sziikség van. A 3.1. alfejezet
a teriileten teljesen kezddk szamara késziilt. A késObbiek a teriiletet ismerdk
szamara is hasznos ismétlés lehet. Figyelmeztetjiik azonban az Olvasot, hogy a
rovidség kedvéért itt szamos egyszerisitésre kényszeriiliink, tehat ennek a fiig-
geléknek a tanulmanyozasa nem helyettesiti a valdsziniiség-elmélet alapos
megtanulésat. Az irodalom rendkiviil gazdag magyar nyelven is [1]. Az iroda-
lomjegyzék csak példaképpen ajanl néhany konyvet.

3.1. Alapfogalmak

Esemény és valosziniiség

A valdsziniiség definicidja

Amikor kisérletet végziink, annak kimenetele legtobbszor nem josolhatd meg
biztonsaggal, mert a véletlentdl fiigg. A valoszinliség-elmélet targya az ilyen
kisérletek elemzése. Ha csak egyetlen kisérletet végziink, annak kimenetelérdl
alig lehet valamit mondani, viszont az elmélet kijelentései egyre megbizhatobba
valnak, ahogy egyre tobbszor ismételjiik meg a kisérletet. Ugy is fogalmazha-
tunk, hogy a valosziniiség-elmélet a véletlen tomegjelenségekkel foglalkozik.

A kisérlet minden lehetséges kimenetelét elemi eseménynek nevezziik. Pél-
dak elemi eseményekre:

e két kockaval vald dobaskor a két kockan kapott szamokbol alkotott szampar:
(2,3),(5,1)stb.;

e bridge-osztaskor a négy kézben levo 13—13 lap egyiittese;

e céllovéskor a golyd becsapodasi helyének a céltabla kozéppontjatdl valo ta-
volsaga;

e lottohuzéskor a kijovoé szamotos;

¢ radioaktiv bomlaskor az 1 s alatt elbomlott atomok szdma.

Az Osszes lehetséges elemi események egyiittesét tekintsiik az £2 halmaz ele-

meinek. (2 részhalmazait eseményeknek nevezziik. Természetesen minden elemi

esemény egyben esemény is. Egylittesiiket eseménytérnek nevezzik. Példak
eseményekre:

e két kockaval valo dobaskor a két kockan kapott szam egymadssal egyenlo:
{(1, 1);(2,2); (3, 3); (4,4); (5, 5); (6, 6)};
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e bridge-osztaskor egy kézben van mind a négy asz;

e céllovéskor a 10-es kor, vagyis a golyd becsapodasi helyének a céltabla ko-
zéppontjatdl vald tavolsaga kisebb, mint a 10-es kor sugara;

e |ottohuzaskor 5 darab négytalalatos szelvény van;

e radioaktiv bomlaskor az 1 s alatt elbomlott atomok szama kisebb, mint 1000.

A definiciobol nyilvanval6, hogy az 2 esemény biztosan bekovetkezik. Ezért
ezt biztos eseménynek nevezzik. (2 valodi részhalmazai a kisérleteknek csak
egy részében kovetkeznek be. Tegylik fel, hogy n kisérletet végeztiink, és az A4
esemény k-szor kovetkezett be. A k/n hanyadost relativ gyakorisagnak nevez-
ziik. Azt tapasztaljuk, hogy erdsen ingadozik, amig » kicsi, de n ndvekedésével
stabilizal6dik, és egy hatarértékhez tart. Ezt illusztraljuk a 3.7. dbran: n = 5000-
re a relativ gyakorisadg gyakorlatilag stabilizalodik 0,7 kozelében. Ezt a hatarér-
téket nevezziik valosziniiségnek:

p(4)= lim *. (3.1)
n—eo N
Egy kiilon fejezetet igényelne a konvergencia természetének elemzése, igy ettdl
el kell tekinteniink. Mindodssze annyit jegyziink meg, hogy ezt az §ssﬁiggést a
nagy szamok torvényének nevezziik, amelynek tobb valtozata 1étezik.
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3.1. abra. A relativ gyakorisag konvergencidja a valoszintiséghez (p = 0,7)
Azt az eseményt, amelyre a valdszinliség vonatkozik, (3.1) mintdjara argu-
mentumként jeloljiik, ha sziikséges. Bonyolultan definidlhatd események
valdszinliségét a kovetkezOképpen is jelolhetjiik:

p=P{l’SR10},

" A fent emlitett egyszeriisitések egyike, hogy igy definialjuk a valosziniiséget. A modern
valosziniség-elmélet egészen masképp kozeliti meg a dolgot. Az alabbiak megértéséhez azon-
ban elégséges lesz a (3.1) képlet szerinti definicid. A konvergencia jellegét a késdbbiekben még
megvilagitjuk.
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ahol Rjp a 10-es kor és r a céltablaba furodo golyo helyének a sugara. Ezzel an-
nak az eseménynek a valdszintiségét irtuk fel, hogy a céllovonek 10-es kort si-
kertilt I6nie.

Fiiggetlen és egymast kizard eseménvek

Az eseményekkel kapcsolatban meg kell ismerkedniink néhany fogalommal.
Kimondunk tovabba néhany alapvetd tételt — de bizonyitas nélkiil. 4 és B egy-
mast kizaro események, ha kozos résziik az iires halmaz. Mas szdval egyszerre
nem kovetkezhetnek be. Ha a kockadobasban az egyes kockakon kijott szdmo-
kat i-vel és j-vel jeldljiik, akkor a kdvetkezo két esemény kizdrja egymast:

A={i+j<4} ¢é B={i+;=10}.
Nem zarja ki egymast viszont a kdvetkezd két esemény:

A={i+j<4} & B={i+j=2k}, (3.2)
ahol k egész szam. K6z0s résziik ugyanis nem iires:

AB ={(1,1); (1,3); (2,2); (3, 1)} (3.22)

Ezek utan ki tudjuk mondani a kovetkezo tételt:

3.1. TETEL. Ha 4 és B egymast kizard események,

p(A +B)= p(A) + p(B) . (3.3)
Ha nem egymast kizarok, a tétel modosul:
p(A+ B)=p(A)+ p(B)- p(4B). (3.3a)

A 3.1. TETEL altalanosithato tetszdleges szamu, egymast paronként kizard ese-
ményre. Szamuk lehet megszamlalhatéan végtelen is.

Azt az eseményt, amelyben 4 nem kovetkezik be, feliilhuzéssal jeloljiik. Mi-
vel az 4 esemény vagy bekovetkezik, vagy sem,

A+ A =10,
A 3.1. TETEL szerint ebbdl viszont az adodik, hogy
p(4) = p(2)- p(4)=1- p(4). (3.3b)

A kovetkez0 alapvetd fogalom az események fiiggetlensége:

3.1. DEFINICIO. Az A és B eseményeket akkor mondjuk fiiggetlennek, ha

p(4B) = p(4)- p(B). (3.4)

E definicid szerint tehat fliggetlen események egyiittes bekovetkezésének a
valdszintiségét megkapjuk, ha kiilon-kiilon valé bekovetkezésiik valdszintiségét
Osszeszorozzuk. Az események altaldban nem fiiggetlenek. Ezért sziikségiink
van a feltételes valosziniiség fogalmara:
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3.2. DEFINICIO. Az A eseménynek a B eseményre vonatkozo feltételes
valoszinliségét a kovetkezo képlet adja meg:

p(AB)
p(B) ) (3.5)

Az itt szerepld p(A|B) feltételes valoszinliség fogalmat egy példaval vilagitjuk

p(4B)=

meg. Tekintsiik a (3.2) szerint definialt eseményeket. Az egyiittes bekovetkezé-
siket jelentd eseményt (3.2a)-ban felirtuk. Nos, a kérdéses feltételes
valoszinliséget szintén a (3.1) hatarértékkel definialjuk, de az ott szerepld n-be
csak azokat a kisérleteket szamitjuk bele, amelyekben a B esemény bekovetke-
zett. k-ba természetesen azokat a kisérleteket szamoljuk bele, amelyekben az A
esemény is bekovetkezett. Nagyon gyakran konnyebb a feltételes
valdszinliséget kiszamitani, mint az egylittes bekovetkezését. Ezért hasznos a
(3.5) képlet. Végiil megjegyezziik, hogy fiiggetlen eseményekre vonatkozdan a
feltételes valoszintiség a feltétel nélkiili valdsziniiséggel egyezik meg. (3.4)
alapjan ugyanis irhatjuk:
AB A)- p(B
d4@=p()=p()d)=ﬂﬁ-
p(B)  p(B)

Azonos valoszinliségll elemi események

Levezetiink egy hasznos 0sszefiiggést, amely akkor érvényes, amikor az ele-
mi események szama véges €s valoszinliségiik azonos. Ha az 2 halmaz elemei-
nek a szama N, akkor az egyes elemi események p, valdsziniiségére a 3.1.
TETEL altalanositasa szerint fennall:

Npy = p(Q) =1,
amibol
1
Po = N
Ha az 4 eseményt alkotd elemi események szdma K, akkor ugyanezzel a meg-
fontolassal kapjuk:

p(A)=Kpy = % (3.6)

Szavakban:

3.2. TETEL. Ha az elemi események szdma véges, ¢€s valosziniiségiik azonos, ak-
kor barmely esemény valdsziniiségét megadja a kedvezd esemé-
nyek és az Osszes események szamanak (vagyis K, illetve N) ha-
nyadosa.
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Nézziik példaul a (3.2) szerint definidlt események valosziniiségét! Az Osszes
események szama: N =36. Az 4 eseményt a kovetkezd elemi események alkot-
jék:

A={(1,1)(1,2); (1,3); (2,1 (2,2); (3, 1)},

amelyek szama K = 6, tehat (3.6) alapjan

6 1
A)=—=—.
P =365
Konnyen megszamlalhatjuk, hogy a B esemény szamara kedvezd események
szama K = 18, tehat (3.6) alapjan
18 1
B)=—=—.
PB)=36=>

A fogalmak jobb megértése céljabol vizsgaljuk meg, hogyan teljesiil a feltételes

egylittes esemény szamadra a kedvez6 esetek szama K = 4, vagyis

AAlp)="20=2
/2 9
Ugyanezt kozvetleniil is megkaphattuk volna. Ha ugyanis £2-t leszlkitjiik B-re,
akkor ezen az 6sszes események szdma mar csak 18. Az ezen a részhalmazon az
A esemény szaméra kedvezd elemi események szama (3.2a) alapjan 4. Igy a
feltételes valoszintiség 4/18 = 2/9.

Geometriai valoszinliség

A geometriai valdsziniiség rokon az el6z6 szakaszban térgyaltaﬁkal. Legye-
nek az elemi események egy véges T teriiletli ponthalmaz pontjai.— Feltessziik,
hogy a kisérletben minden pont azonos valosziniiséggel jon ki. Ezt pontosabban
is meg kell fogalmaznunk: ha az 4 eseménynek megfeleld alakzat teriilete #A),
akkor 4 bekdvetkezésének a valosziniisége

p(A4)= @ . (3.7)
T
Ez a geometriai valosziniiség fogalma. Erre vonatkozoan a 3.2a. és 3.2b. abrak
szemléltetik az egymast kizard6 eseményeket és a feltételes geometriai
valdszintiséget. Az eldbbi abrarol leolvashatd, hogy az (4 + B) ponthalmaz te-
rilete a két teriilet 6sszege, tehat valoszinliségiik (3.7) szerint 6sszeadodik. Az
is latszik az abrardl, hogy események halmazelméleti 6sszeaddsa a “VvAGY” lo-
gikai kapcsolatnak felel meg: vagy A, vagy B kovetkezik be. A masik abrarol
viszont az latszik, hogy a halmazelméleti szorzas az “ES” logikai kapcsolatot
jelenti: mind A, mind B bekdvetkezik Az egylittes bekdvetkezés p(A4B)

? Az aldbbiak koénnyen atvihetok egy- vagy haromdimenzids alakzatokra is. A szemléletesség
kedvéért valasztottuk a sikbeli ponthalmazokat.
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valdszinlisége a két ponthalmaz kozos részének a teriiletével aranyos. A felté-
teles valoszintliséget igy a kovetkezoképpen foghatjuk fel: feltéve, hogy a kisér-
let kimenetele altal kivalasztott pont a B halmazba esik, keressiik az 4 esemény
bekovetkezésének a valoszinliségét. Ekkor (3.7)-ben T szerepét p(B), a T(A) te-
riiletét pedig p(4AB) jatssza. Ezzel adodik (3.5).

P(A+B)=p(A)+p(B)

3.2a. abra. Egymast kizaro események ge- 3.2b. abra. Feltételes geometriai
ometriai valosziniisége valoszinliség szemléltetése

Valosziniiségi valtozo, eloszlasfiiggvény

Amikor méréseket végziink, a kisérlet valamilyen fizikai mennyiség mérését
jelenti. A kisérlet kimenetétdl fiiggden a mérés eredménye mas €s mas lehet. A
mérés minden elemi eseményhez egy vagy tobb szamot rendel hozza. A méré-
sek kiértekelése szempontjabol tehat alapvetd ennek a hozzarendelésnek isme-
rete. Igy jutunk el a valdsziniiségi valtozé fogalmahoz, amelyet a mérésekben
jatszott szerepénél altalanosabban hatdrozunk meg:

3.3. DEFINICIO. A valoszinliségi valtozé az (2 eseménytéren értelmezett

mérhetd™ fliggvény.
A fogalmat két példaval vilagitjuk meg a fentiek koziil:

e Amikor két kockaval valé dobaskor az (i, j) szdmpar jon ki, ezek barmilyen
fiiggvénye valoszinliségi valtozo, példaul i +j, i/ stb.

o C¢llovés esetében az 2 eseményteret a céltabla pontjai alkotjak. A céllovo
szempontjabol a legfontosabb valoszinliségi valtozd a golyd becsapodasi
pontjanak a tabla kozéppontjatol vald r tavolsaga.

Gyakran beleesiink abba a fogalmazasi hibaba, hogy nem kiilonbdztetjiik
meg az elemi eseményeket a valoszinliségi valtozé hozzajuk rendelt értékétdl.
Meérések esetében ez gyakran megbocsathatdo pongyolasadg. Vegylik példanak a
szoba hdmérsékletének a mérését. Ha a mérést tobbszor megismételjiik, altala-
ban kiilonb6z6 eredményeket kapunk, tehat a mért hdmérséklet a véletlentdl
fligg. Hajlamosak vagyunk az elemi események (2 halmazit a kapott
hémérsékletértékekkel azonositani. Tudjuk persze, hogy nem errdl van szob.
Némi gondolkodés utdn azonban belatjuk, hogy ebben az esetben nem is olyan

* A mérhetd fiiggvény fogalmat a késébbiekben hatarozzuk meg.
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konnyti az elemi eseményeket definialni, hiszen azok szamos tényezd egyiittesét
jelentik — természetesen attol fiiggden, hogyan végeztiik a mérést: mikor mér-
tiink, nyitva voltak-e az ablakok, milyen a hémérd pontossaga, volt-e fiités, stb.
Ha ezek a tényezok mind szerepet jatszanak a mérés kiértékelésében, kell
litett pongyolasdg megbocsathato.

A valoszinliségi valtozok legfontosabb jellemzdje az eloszlasfiiggvény:

3.4. DEFINICIO. A valdszinlségi valtozd F(x) eloszlasfiiggvénye annak a
valdsziniisége, hogy a valtozo & értéke kisebb x-nél:

F(x)=P{&<x}. 3.8)

A kapcsos zarojelen beliil szerepld relacio kijeldli az £2 eseménytér egy rész-
halmazat. Ezeket a valoszinliségi valtoz6 nivohalmazainak nevezziik, amelyek
definicid szerint maguk is események. A 3.3. DEFINICIOban szerepld mérhetoség
azt jelenti, hogy a nivohalmazokhoz x minden értékénél kell tudni
valoszinliséget definialni. Nagyon nehéz matematikai feladat nemmérheté hal-
mazt konstrualni, igy a mérések kiértékelésében mindig feltessziik, hogy a
szerepld valdszintiségi valtozok mérhetd fliggvények. Ebben a jegyzetben — ke-
vés kivételtdl eltekintve — altalaban gordg betiikkel jeloljik a valdszintiségi
valtozokat, az eloszlasfiiggvény valtozojat pedig egy neki megfeleld latin
betlivel, mint ezt (3.8)-ban is tettiik.

A definiciébol kovetkezik, hogy egy eloszlasfiiggvény mindig monoton
novekvd. Ami folytonossagat illeti, ez fligg a valoszinliségi valtozo jellegétol. A
minket érdekld esetekben a valdszinliségi valtozok kétfélék lehetnek: diszkreét és
folytonos valtozok.

3.5. DEFINICIO. A & valdszinliségi valtozo diszkrét, ha értékei csak a megszam-
lalhatoan sok x; szam valamelyike lehet (k=1, 2, ...).

Ebben az esetben az eloszlasfiiggvény két szomszédos x; kdzotti intervallumban
allando, de az x = x; pontokban ugrasa van. Az ugras nagysagat p,-val jeloljik,
ami annak a valoszinliségét adja meg, hogy a &= x; esemény bekdvetkezzen:

pr =P{&=x,1}. (3.9a)

Diszkrét eloszlasok esetében tehat az eloszlasfiiggvényt a kdvetkezdképpen ir-
hatjuk fel:

F(x)=Py > pp¢- (3.9b)
kix,<x

Be lehet latni, hogy ez fiiggvény balrol folytonos.
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3.3. abra. Diszkrét eloszlas grafikonja

A folytonos valoszinliségi valtoz6 fogalmat legegyszeribb a diszkrét eloszla-
sokbol kiindulvtmeghatérozni. Ebben Gnyegyenko és Hincsin [1] gondolatme-
netét kovetjik.™ A 3.3. dabran egy diszkrét eloszladsra abrazoltuk a py
valoszinliségeket a valtozo értékkészletét alkotd x; értékek fiiggvényében. Az
abran lathat6 pontok egy folytonos gorbévé latszanak 0Osszeolvadni. Ezt a
kovetkezOképpen tudjuk matematikailag is megfogalmazni. Kijeloliink egy
[x, x+dx) intervallumot, és Osszegezzilk az ebbe esd x; értékekhez tartozo
valoszinliségeket. Legyen f(x) ezek atlagértéke:

Zpk =f(x)dx.

kx<x, <x+dx

Ha az x; értékek minden hatdron tl stirisoddnek az x-tengelyen, akkor ezzel el-
jutunk a folytonos valdsziniiségi valtozé fogalmahoz. Az f{x) fliiggvény a &
valdszinliségi valtozo suriségfiiggvénye. Ha a 3.3. abran lathatd pontokat egy
folytonos gorbével kotjiik 0ssze, akkor az F(x) eloszlasfiiggvény ennek —oo-t61
x-ig terjedd része alatt alatti teriiletet adja meg. Igy jutunk a kovetkezé definici-
6hoz:

3.6. DEFINICIO. A & valdsziniiségi valtozo folytonos, ha eloszlasfiiggvénye felir-
hato az

F(x)= [f(t)dt (3.10a)
Bl

integral alakjaban.

* Ez a gondolatmenet azoknak sz6l elsésorban, akik még nem szereztek kell$ jartassagot az in-
tegralok teriiletén.

> A valosziniiség-elméletben ennél joval altalanosabban definialjak a folytonos eloszlasokat. Az
itt adott definici6 valdjaban a totdlfolytonos valdsziniségi valtozok definicioja. Az Olvasotol
elvart matematikai el6ismeretekre vald tekintettel egyszerisitettiik a definiciot.
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Az 2 halmaz ekkor vagy egy (véges vagy végtelen) intervallum, vagy ilyenek
egyesitése. (3.10a)-bol kovetkezik, hogy az f(x) stirliségfliggvény az eloszlas-
fliggvény derivaltja:

(3.10b)

A tovabbiakban — hacsak lehet — eldszor a diszkrét valtozok alapjan fogjuk a
fogalmakat bevezetni, és csak ezutan adjuk meg ezeknek a folytonos eloszla-
sokra vonatkozd megfeleldit.

A 3.5. és 3.6. DEFINICIOkbOI kovetkezik, hogy

lim F(x)=1,

X—>+oo

hiszen F(+o0) annak a valdsziniiségét jelenti, hogy & egyaltalan felvesz valami-
lyen valos értéket, ami nyilvanvaldan a biztos eseménnyel azonos. Kordbbi 6sz-
szefliggéseink alapjan ez a kovetkezot is jelenti. Diszkrét valdsziniiségi valtozok
esetében

S o =1, (3.11a)
k=1

illetve folytonos valdszintiségi valtozok esetében

Tf(x)dx 1 (3.11b)

Varhato érték és szoras
Egy diszkrét valdszintiségi valtozo értékét n-szer megmértiik. Tegyiik fel,
hogy az x; érték /;-szor jott ki. Ha n — oo, akkor definici6 szerint

.1
Pr = lim -~
n—eo N

Vegyiik a kapott eredmények atlagat:

zlkxk
F=t—

n

Az 0sszegzés itt k minden, a mérésekben eléfordulo értékére kiterjed. Ennek a
mennyiségnek n — o« mellett vett hatarértékét nevezziik a & valdszinliségi val-
toz6 vdrhato értékének:

a=M(&)=1im &= pyx; . (3.12a)
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Folytonos valoszinliségi valtozd esetében — analog megfontolasokkal — a
kovetkezd definiciot kapjuk a varhaté értékre:

a=M(§)= Txf(x)dx : (3.12b)

—o0

Ezekben a definiciokban természetesen feltételezziik, hogy a végtelen Osszeg,
illetve integral konvergens. A varhat6 értéket gyakran egyszertien csak dtlagér-
téknek nevezziik, hiszen ennﬁk a hatarértéke. Az M(...) jeldlés is erre utal:
“mean” angolul atlagot jelent.

Mivel a valoészinliségi valtozonak az egyes kisérletekben kapott értéke az at-
lagtol eltérhet, sziikség van egy olyan jellemzdre is, amely ennek a nagysagat
jellemzi. Els6 otletként erre kézenfekvé a (- a) kiilonbség atlagat vélasztani.
Mint konnyen beldthatd, ez minden esetben zérus. Nem zérus azonban a kii-
16nbség négyzetének az atlaga, amelyet szorasnégyzetmek neveziink:

62 =D& =Y (x, —a) px » (3.13)

illetve folytonos valosziniliségi valtozok esetében

o> =D*(&) = JT(x —a) f(x)dx. (3.13b)

—o0

A “szorasnégyzet” mellett hasznalatos még a variancia vagy a diszperzio kife-
jezés is. Négyzetgyokét szordsnak nevezziik, szokasos jeldlése o. A fenti defi-
nicidkban hallgatolagosan ismét feltettiik, hogy a fellépd integralok, illetve 6sz-
szegek konvergensek. Ha (3.13)-ban a négyzetes tényezdt kifejtjiik, egyszertien
levezethetjiik a

D*(¢)=M(&)- (M) (3.14)

Osszefliggést. Mivel a szorasnégyzet mindig pozitiv, azt is kiolvashatjuk ebbdl a
képletbdl, hogy egy valdszinliségi valtozd négyzetének az atlaga nagyobb, mint
a valtozo atlaganak a négyzete.

Egyszerlien belathatjuk, hogy a varhat6 érték és a szoras ardnyosan valtozik,
ha a valdsziniiségi valtozot egy ¢ allandoval beszorozzuk:

M(cé)=cM(é)=ca és Dz(cf) =c? Dz(f) =0,

A széréas az eloszlasfliggvény hasznos jellemzdje, amelyet meghatdrozni a
mérések kiértékelésének kozponti feladata. Ebben az alfejezetben csak a

[T3LL]

% Szamos mas nyelven is “m” az els6 betii: moyenne (francia), Mittelwert (német), medio (spa-
nyol) stb.
7 Az utobbira utal a D(...) jellésben a “D” betd.
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Csebisev-egyenlotlenséget idézziik, amely azt fejezi ki, hogy a vérhat6 értéktdl a
szorashoz képest nagy eltérések nem valoszintiek:

3.3. TETEL. Ha a ¢& valoszinliségi valtozd varhatd értéke a, szordsa o, akkor
tetszOleges pozitiv A-ra fennall, hogy

P{|§—a|>/1c;}s/1i2. (3.15)

A tételt diszkrét valoszinliségi valtozora latjuk be, de érvényes folytonos
valoszinliségi valtozok esetében is. (3.13a) alapjan irhatjuk:

o? = Z(xk —a)Ppez Y (A0)p, =(A0) PlE—d|> A0)

kix,—a|>Ac
Ebbél egyszertien kovetkezik a bizonyitandé tétel. Ha A-t ugy valasztjuk meg,
hogy Ao = €legyen, akkor az egyenlé6tlenség a

2
p{|g_a|>g}sz_2. (3.152)

alakra hozhato. Gyakran ebben az alakjaban alkalmazzuk.

Magasabb momentumok

A (3.12) és (3.13) képletekkel definialt varhatéd érték, illetve szordsnégyzet
altalanositasaként  definidlhatunk  tovabbi ~ momentumokat.  Diszkrét
valdszintiségi valtoz6 n-edik momentuma

M, =M(§”)=ix;’§pk, (3.16a)
k=1

ha ez a sor konvergens. A (3.13) képletekkel definidlt szoérasnégyzet Gn. centra-
lis momentum, amelynek természetes altalanositasa a

G =M[(E-a)"]= X (5 -a)' i G.160)
k=1

n-edik centralis momentum, ha ez a sor konvergens.

crcr

nos eloszlasokra is:
+oo
M, =M(&")= [x"f(x)dx (3.16¢)
és

¢, =M|(g-a)"|= +f(x —a)" f(x)dx, (3.16d)
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ha ezek az integralok l1éteznek.

Tobbvaltozos eloszlz'lsokE

Egviittes eloszlasfuigevény

Az eddigieket altalanosithatjuk tobb valdszinliségi valtozd esetére. Jeldljiik
ezeket &, &, ..., &-vel. Az egyszerliség kedvéért mindegyikrol feltessziik, hogy
folytonosak. Nem okoz nehézséget a diszkrét valtozok esetére vald attérés.
Egyiittes eloszlasfiiggvenyiiket (3.8) mintdjara definialjuk:

3.7. DEFINICIO. A &, &, ..., &, valoszinliségi valtozok egyiittes eloszlasfliiggvé-
nyét a kovetkezod képlet adja meg:

F(XI,X2,...,)C”) = P{f] <x1,52 < X2,...,5n < xn}. (317)

Derivaltja az egyiittes stiriiségfiiggvény [vo. (3.10b)]:

B 9" F(x),%5,...,X,)

S, 0x,0x,...0x

(3.18)

A stiriségfiiggvénynek a kovetkezd értelmet lehet adni. Jeldljiink ki az n-
dimenzids térben egy dV = dx;dx;...dx, infinitezimalis térfogatelemet, és keres-
siik annak a valdsziniiségét, hogy a (&, &, ..., &,) szamok altal a térben kijelolt
pont ebbe esik. (3.18) szerint ezt elsé rendben az

f(xl,xz,...,xn)dV=f(xl,xz,...,xn)dxldxz...dxn

kifejezés adja meg, ahol x;1=¢, =&, ..., x,=&,. Amikor a geometriai
valdsziniiséget definialtuk, feltételeztiik, hogy ez a valdsziniiség fuggetlen a (&,
&, ..., &) ponttol. Ha tehat a rendelkezésre allo térfogat Vo, akkor (3.7) szerint a
geometriai valészintiség dV/Vg, ami azt jelenti, hogy ekkor az egyiittes
striségfiiggvény
1

f(xl,xz,...,xn) Vo
Ezt az eloszlast egyenletes eloszlasnak nevezziik. Nyilvanvalo, hogy csak akkor
tudjuk értelmezni, amikor £2 térfogata véges.

A definiciobdl kovetkezik, hogy az egyiittes stiriiségfliggvénynek (2-ra vett
integralja 1. Tegyiik fel, hogy ismerjiik a (&, &, ..., &) valoszinliségi valtozok
egyiittes stirliségfiiggvényét, de egyikiik (példaul &) szamunkra érdektelen. Ho-
gyan lehet ebbdl a maradék (n—1) valdszinliségi valtozd egyiittes
stiriségfiiggvényét kiszdmitani? Ha az eloszlasfiiggvényben x; helyére +eo-t
helyettesitiink, akkor a (3.17) szerint fliggetlen & értékétdl, és végeredményben

¥ Tekintve, hogy ebben a jegyzetben a tobbvaltozos eloszlasok koziil tobbnyire csak a Gauss-
eloszlasra (lasd aldbb) van sziikség, amely folytonos eloszlas, a fogalmakat folytonos
val6szinliségi valtozdkra definialjuk.
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(&, ..., &) eloszlasfiiggvényévé valik. A siirliségfiiggvény tekintetében ez az x;
valtoz6 szerint valo integralast jelent:

f(x3,000x,) = J.f(xl,xz,...,)c,,)dxl .

Az ilyen tipusu integralokat a fennmarad6 (&, ..., &) valtozok perem-siirii-
segfiiggvenyének nevezzik.

Az események fliggetlenségére vonatkozo6 definiciot egyszeriien atvihetjiik a
valoszinliségi valtozokra is:

3.8. DEFINICIO. A &, &, ..., &, valoszinliségi valtozokat fliggetlennek nevezziik,
ha egyilittes eloszlasfiiggvényiik a kdvetkezOképpen bonthatd
tényezokre:

F(xl,xz,...,xn) = ﬂ(xl)Fz(xz)...Fn(xn). (3.19a)

(3.18)-bol kovetkezik, hogy ekkor az egyiittes stiriségfliggvény is hasonlokép-
pen bonthat6 tényezdkre:

S(xxgsenx,) = fi(x) 2 (x0) - £ (x0) (3.19b)

Varhaté érték és szoras

Az egyes valdszinliségi valtozok varhatod értékét és szordsat az egyetlen
valdsziniliségi valtozo esetére hasznalt meghatdrozasok szerint definialhatjuk.
(3.12b) mintajara & varhato értéke (atlaga):

doo oo oo
a; =M(&,) = J- J- x; f(x1,%5,. ., )dxdx,...dx, (3.20a)

—00 —oo 0o

(i=1, 2, ..., n). Hasonldan definialhatjuk a szorasnégyzetet is:

O'iz = Dz(fz‘):
+oo 0o+

= I J‘____J-(xi—ai)zf(xl,xz,...,xn)dxldxz...dxn, (3.20b)

—00 —o0

(i=1,2, ..., n). Egyszerlien belathatd, hogy ez egyben & perem-eloszlasanak az
atlaga, illetve szorasnégyzete is. Ez az észrevétel azt jelenti, hogy egyetlen val-
tozo varhat6d értékének és szorasanak a meghatdrozasdhoz elegendé a minket
érdekld valtozot egyediil megtigyelni, hiszen a tobbi valtoz6 hatdsa benne van a
perem-eloszlasban.

Kovariancia

Tobbdimenzids eloszlasok esetében fellép a kovariancia, amely egyetlen
valtozo esetében — értelemszerien — nem definialhato.
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3.9. DEFINICIO. A & és & valoszinliségi valtozok kovariancigjat a

cov(fi,fj) = M[(fz _ai)(fj _aj)] -

J. I I ( J)f(xl>x2,...,xn)dx1dx2.,.dxn (3.21)

képlet adja meg.

Nyilvanvald, hogy i =; esetén a kovariancia azonos a szOrasnégyzettel. i #j
esetén viszont a kovariancia némi felvilagositast ad a két valtozo fliggetlenségé-
re vonatkozoéan. Fennall ugyanis az

3.4. TETEL. Ha a & és & valoszinliségi valtozok fliggetlenek, kovariancidjuk

eltlinik.
Helyettesitsiik (3.19b)-t (3.21)-be:
cov(f,-,fj):
J. j j (x —aj)f(xl,xz,...,x,,)dxldxz...dx,,:
= | JCa=an)ey = ap ) (o e, =
= j I(xi —al-)(xj —aj)fl-(xl-)fj(xj)dxidxj =
= I i J(xj—a;)f(x;)dr; =0

—oo

A tétel megforditasa nem érvényes: két valoszinliségi valtozo kovarianciaja Ggy
is eltinhet, hogy azok nem fliggetlenek.
A kovariancia nagysagat korlatozza az

3.5. TETEL. A & és & valosziniiségi valtozok kovariancidjanak abszolut értéke
nem lehet nagyobb, mint szérdsuk szorzata:

‘cov(f,- & j)
Legyen &=¢;—a; és n=¢&;—a;. Nyilvan ekkor M(n7)=M(£)=0. 4
tetszOleges valds szamértéke mellett fennall a
0< D*(£- An) = D?*(&)-2AM(né) + 2> D*(n),

egyenlOtlenség. Ennek a polinomnak a determinansa nyilvan nemnegativ, va-
gyis

<00, (3.22)
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[M(ng) < D(E)- D().

amint a tétel allitja. Egyenléség akkor és csak akkor allhat fent, ha van olyan A,
amelyre

& — An = Konstans.

A most bizonyitott tételt Schwarz-féle egyenlotlenségnek nevezzﬁk.EI
A kovariancia €s a szorasok

_ cov(ﬁi,fj)

0,0

r

hanyadosat korrelacios egyiitthatonak nevezziik. A 3.5. TETEL szerint » abszolit
értéke nem lehet nagyobb 1-nél.

Feltételes suruségfiigevény

(3.5) alapjan definialhatjuk a feltételes strtiségfiiggvényt. Tekintsiink két
valosziniiségi valtozot: & és n. Egyiittes slirliségfiggvényiik flx, y). 1 perem-
surisegfiiggvenye

F0)= F(ep)ar.

A 3.2. DEFINICIO alkalmazasahoz az A4 és B események legyenek a kovetkezok:
A={x<é<x+dx} ¢é B={y<n<y+dy}.
Definicié szerint
P(4B)= f(x,y)dxdy és P(B)= f(y)dy.
A (3.5) szerinti feltételes valosziniiség ezzel igy irhato:

f(x.y)dxdy _ f(x.9)
f(y)dy f(»)

P(4|B) = dr = f(xn=y)dx.

Ezen alapul az

3.10. DEFINICIO. A & valoszinliségi valtozonak az 7 valdsziniiségi valtozora vo-
natkoz¢ feltételes stirtiségfiiggvénye

f(xn=y)= (3.23)

’ A tételt sok nemzet tekinti magaénak: a franciak Cauchy-rol, az oroszok Bunyakovszkijrol
nevezték el, ami nem csoda, hiszen levezetése annyira egyszerii, hogy tobben is megkaphattak
egymastol fiiggetleniil. Igy Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-féle egyenlétlenségnek kellene
nevezniink. Az egyszertiség kedvéért a legrovidebb nevil szerzdt valasztottuk.
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A feltétel jeldlését néha egyszertisitjiik: f(x[y).

Vektori jelolésmod

A tobbdimenzids eloszlasok esetében kényelmes a vektori jelolésmod. A &,

&, ..., & valdszinliségi valtozokat a E vektor komponenseinek tekintjiik. Ha-

sonldan az x és a vektorokban egyesitjiik az (xi, xz, ..., x,,), illetve az (ai, as, ...,
a,) valtozokat. Ezekkel a jelolésekkel a (3.20a) képletek az egyszeriibb

a=M(E)= [x(x)dx (3.24)

alakban irhatok fel. Itt az integralt az f(x) fiiggvény teljes értelmezési tarto-
manyra ki kell terjeszteni. Ha az integralasi tartomany mas, akkor azt
értelemszertien jeloljiik.

A g_, vektor két komponense kozott a (3.21)-ben definialt kovarianciat min-

den lehetséges (i,j) indexparra képezziik, és a kapott kovariancidkat a B
kovarianciamatrix (i, j) elemének tekintjiik:

By =cov(£,.¢;). (3.25)

Ha sziikséges, a kovarianciamatrix B jeloléséhez indexben tiintetjiik fel, melyik
véletlen vektorhoz tartozik. A definiciobdl kovetkezik, hogy B szimmetrikus. A
vektori jelolésmod segitségével megmutatjuk, hogy ennél tobb is igaz:

3.6. TETEL. Minden kovarianciamatrix pozitiv szemidefinit, szimmetrikus, va-
gyis tetszéleges z vektorra fennall, hogy

z'Bz>0. (3.26)
(3.21) szerint & és & kovariancidja a (&; —a; )(f ;—a j) szorzat varhato értéke.

- S \T
Ez a szorzat azonban tekinthet6 a (§ - a)(E_, - a) diad (i, j) elemének is. Ebbdl
kovetkezik, hogy a (3.25) képlet vektori alakja

B = M[(g_a)(é_aﬂ, (3.27)

amire slirin hivatkozunk ebben a jegyzetben. A z' (E - a) skalarszorzat zérus

varhato értékii valdszintiségi valtozd barmilyen konstansz vektor esetében.

Négyzetének varhato értéke nem lehet negativ:

o<l (-] |=mfrr(g-a)e-a)"s) -

' Ebben az dsszefliggésben a “konstans™ azt jelenti, hogy nem valészinfiségi valtozo.
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~ o Mf(E-a)E-a)' jomaBa

Eppen ezt kellett bizonyitani.

Transzformalt valtozok varhatd értéke és kovarianciaja

Mérések kiértékelésekor a kozvetleniil mért mennyiségekbdl tovabbi
valodszinliségi valtozokat szamitunk ki, mas széval transzformaljuk Oket. Az
aldbbiakban a linearis transzforméciokat tekintjiik, vagyis meghatarozzuk a
transzformalt mennyiségek varhato értékét és kovarianciamatrixat. {rjuk a
transzformdaciot az

fi= A%
alakba. Varhat¢6 értékét (3.24)-bol kapjuk:
b=M(f) = M(AE) = [Ax/(x)dx = A [x/(x)dx = Aa. (3.28)

Hasonléan egyszer(i kiszamitani a transzformalt valtozok kovarianciamatrixat.
(3.27) alapjan irhatjuk:

B = M[A(E—a)(é—a)TAT} -
_ AM[(E _ a)(é _ a)T}AT - ABEAT. (3.29)

Ha A annak az U matrixnak a transzponaltja, amely (2.3) szerint a kovarian-
ciamatrixot diagondlisra transzformalja, akkor az | vektor komponensei kor-

relalatlanok. Mint fentebb emlitettiik, ez nem feltétleniil jelent fliggetlenséget
is.

Az A transzformacidés matrixrél nem sziikséges kikotniink, hogy négyzetes
legyen. Sz¢1s6 esetben lehet akar egy vektor is. Az imént kapott képletek alap-

jéan fontos tételeket bizonyithatunk be, ha A = @' = (1, 1,..., 1) . Ekkor a transz-
formacio egyetlen valdszintiségi valtozot eredményez:

n=6"E=3¢.

(3.28) alapjan érvényes az

3.7. TETEL. Valdszinliségi valtozok osszegének a varhatd értékét tagonként lehet
képezni:

M(;ﬁj = gM(é)- (3.30)

n szorasnégyzetét (3.29) alapjan szamithatjuk ki. Az eredményt nem irjuk fel
az altalanos esetben. Fontos tételt kapunk azonban fliggetlen valosziniiségi val-
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tozokra. Ebben az esetben ugyanis a kovarianciamatrix diagondlis. Fennall tehat
az

3.8. TETEL. Fliggetlen valdszinliségi valtozok Osszegének a szordsnégyzetét ta-
gonként lehet képezni:

Dz[fﬁ,} - YD(E). (3.31)
i=1 i=1

Fontos hangsulyozni, hogy ez a tétel csak fliggetlen (pontosabban: korrelalatlan)
valdsziniiségi valtozokra érvényes.

3.2. Nevezetes eloszlasok

Ebben az alfejezetben olyan ismert eloszlasok siiriségfiiggvényét, tovabba
varhato értékét és szordsat adjuk meg, amelyek a mérések kiértékelésében fon-
tos szerepet jatszanak. Eldszor az egydimenzids eloszlasokat tekintjiik, majd
attériink a tobbdimenzios eloszldsokra. Az utobbi kort leszikitjiikk a tobbdimen-
zi6s Gauss-eloszlasra.

Egydimenzios eloszlasok

Egvenletes eloszlas

A geometriai valdsziniiséggel kapcsolatban mar utaltunk az egyenletes el-
oszlasra. Akkor mondjuk, hogy a & valdszinliségi valtozo egyenletes eloszlash a
[0, €] intervallumban, ha stiriségfliggvénye

1
L nao<x<e,
f(x)=16 avsx (3.32)

0 ha x < 0,vagy x > 6.

Az egyenletes eloszlas gyakrabban fordul eld, mint gondolnank. Mindeneset-
re arrdl nevezetes, hogy a mérések kiértékelésére dltalaban kidolgozott modsze-
rek sorra cs6dot mondanak, amikor a mért adatok egyenletes eloszlastiak. Ennek
oka abban rejlik, hogy a valdszinliségi valtozoénak az a tartoménya, ahol a
strtiségfiiggvény 0-t6l kiilonbozik, fligg 6-tol. @ altalaban ismeretlen paraméter,
¢s a mérést gyakran azért végezziik, hogy értékérdl felvilagositast kapjunk.

Tetsz6leges & valdszinliségi valtozot lehet egyenletes eloszlasuva transzfor-
malni. Ervényes ugyanis az

3.9. TETEL. Legyen a & valdsziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye F(x). Ekkor
F(&) egyenletes eloszlasu valdsziniiségi valtozo a [0, 1] interval-
lumban.

Jeloljik F(&) eloszlasfiiggvényét @(x)-szel. Ekkor definicio szerint fennall:

o(x) = P{F(&) < x} = Pl < F ' (x)} = F] F'(v)] = x,

62



ahol a “—1” fels6 indexszel az inverz fliggvényt jeloltik. Ennek alapjan F(&)
stirliségfliggvénye azonosan 1. Mivel F(&) fels6 hatara 1, ezzel a tételt bebizo-
nyitottuk.

A (3.12) és (3.13) képletek alapjan egyszeriien kapjuk az egyenletes eloszlas
varhato értékét €s szorasnégyzetét:

0
M(é) = Jx%zg (3.33a)
0
és
@ 0 de 6
D2(5)=J(x—5j VIETE (3.33b)

Binomiéalis eloszlas

Legyen p az A esemény valoszinlisége. A kisérletet n-szer megismételjiik. i-
val jeloljiik azoknak a kisérleteknek a szamat, amelyekben A4 bekovetkezik. A k
valoszinliségi valtozé eloszlasa a binomidalis eloszldas. Egyszeriien kiszamithat-
juk annak pj; valosziniiségét, hogy 4 pontosan k-szor kovetkezik be, amihez az
is kell, hogy A4 pontosan (n — k)-szor ne kovetkezzen be. Egy ilyen kisérletsoro-
zat valdszinlisége

k n—k
pr(l-p)"".
Az elvégzett n kisérlet eredménye k darab “igen”-bdl és (n — k) darab “nem”-bdl
all aszerint, hogy az A esemény bekovetkezett-e vagy sem. Mivel a keresett p;
valdszinliség szempontjabdl kozombos ezek sorrendje, a fenti valdszinliséget
meg kell szorozni a kedvezd kisérletsorozatok szamaval:

n _
pp = (kjpk(l—p)n “ (3.34)
Egyszerlien belathatjuk, hogy & varhato értéke és szorasnégyzete
és
D*(k)=np(1- p). (3.34b)

A binomialis eloszlas alapjan meg tudjuk vilagitani a (3.1) képletben
szerepld hatarérték jellegét. Ott emlitettiik, hogy a valosziniiség-elmélet modern
megfogalmazasaban ez a hatarérték nem tobb, mint a valoszinliség meghataro-
zasara szolgdlo “mérési utasitds”. Magat a valoszintliséget ettdl fliggetleniil defi-
nidljak, de ennek levezetése meghaladnd jegyzetiink kereteit. Nos, tegyiik fel,
hogy egy ilyen definicio létezik. A 3.3. TETELben kimondott Csebisev-
egyenldtlenség (3.15a) alakja alapjan ekkor irhatjuk:
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n 82 n2 82 n82
Ebbol kovetkezik a
limP{E—p > g} =0
n—oo n

hatarérték. Ezt a fajta konvergenciat nevezzik sztochasztikus konvergencianak:
ahogy a kisérletek n szama nd, egyre valosziniitlenebbek az olyan “igen—nem”
sorozatok, amelyekben a relativ gyakorisag egy eldirt &nal jobban eltér a
valosziniiségtol.

A binomialis eloszlasnak két kozelitdé alakja érdemel emlitést: a Poisson-
elozslas és a Gauss-eloszlas.

Poisson-eloszlas

Rogzitjikk az a = np varhato értéket, mikdzben n — . Meg lehet mutatni,
hogy ekkor py hatarértéke

k
_—ad 3.35
Pk € . . ( )

Ezt nevezziik Poisson-eloszlasnak. Jellegzetessége, hogy varhato értéke és sz6-
rasnégyzete azonos:

M(k)=D?(k)=a. (3.352)

Gauss-eloszlas

A binomidlis eloszlas masik hatarértéke a Gauss- vagy normdleloszldas,
amelynek a striiségfliggvénye

2
()= —— 26Xp{(2—az)}, (3.36)

ahol
M(é)=a ¢ D*(§)=0". (3.36a)

Ez az eloszlas a mérések kiértékelésében alapvetd szerepet jatszik, ezért ebben a
jegyzetben sokszor talalkozunk vele.

Tobbdimenzios Gauss-eloszlas
A tobbdimenzios eloszlasok koziil csak a tobbdimenzids Gauss-eloszlassal
foglalkozunk. Ha a & vektor varhaté értéke, illetve kovarianciamatrixa
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M(E)=a e BE:M{(é—a)(é—a)T}, (3.37a)

a E vektor stirliségfiiggvénye

f(x)=¢ exp{—%(x—a)TBgl (x—a)}, (3.37)
ahol
12 1/2
_ [det(B_l ] [det ] (3.37b)
0~ (2n)n/2 (27_:)"/2

crer

matrix invertalhatd. E szakasz végén visszatériink a sz1ngularls kovariancia-
matrix esetére.

A 3.9. TETEL szerint fiiggetlen valdszinliségi valtozok kovariancidja eltlinik,
de ennek a megforditdsa nem feltétleniil érvényes. Nos, Gauss-eloszlas esetében
a kovariancia eltlinése fliggetlenséget jelent. Ezt a kovetkezdképpen lathatjuk
be. Ha a kovariancidk eltlinnek, akkor a B kovarianciamatrix diagonalis:

_ — diae(o? 1 _ diagl L
Bg—dlag(ai), BE —d1ag[o_.2 ,

amit (3.37)-be helyettesitve kapjuk az

f(x): 1 exp{%z X;—a; }
RN A

i=1

(xi _ai)2
= l:[ \/? eXP{—T (3.37¢)

stiriségfiiggvényt. Az itt szerepld tényezdk az egyes valoszinliségi valtozok
kiilon-kiilon vett stirliségfliiggvényei. A most bizonyitott kijelentést egy tétel
formajéaban is kimondjuk:

3.10. TETEL. Gauss-eloszlasu valdszinliségi valtozok akkor és csak akkor flig-
getlenek, ha kovarianciamatrixuk diagonalis.

Befejezésiil megbeszEljiik, mi a helyzet akkor, amikor a kovarianciamatrix
szingularis. Ez azt jelenti, hogy van olyan nemzérus z vektor, amelyre

2'Bz=0 ,
ami csak gy lehetséges, hogy
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z'& = konstans,

vagyis a valdsziniiségi valtozok nem linearisan fliggetlenek. Ha a B matrix
rangja k, az ilyen z vektorok kozott lehet (n — k) darab linearisan fiiggetlent ta-
lalni. frjuk fel ezt altalanosan is: létezik egy olyan [nx(n — k) rendii] Z,,, ; mat-
rix, amelyre

ZTE = konstans,

¢és rangja (n — k). Ez azt jelenti, hogy a g_, vektor lehetséges értékei nem toltik ki
a teljes n-dimenzios teret, hanem annak csak egy (n — k)-dimenzios alterét.

n =3 és k=2 esetén, példaul, ez azt jelenti, hogy a & vektor nem a teljes tér-
ben, hanem csak egy sikon valtozhat. Egyébként ez a sik a z vektorra
merdleges. Ha az f(x;, xp, x3) slrliségfiiggvényt ennek ellenére harom valtozé
fiiggvényének tekintjiik, vagyis haromdimenzids dV = dx;dx.dx; térfogatele-
mekre vonatkoztatjuk, akkor a stirtiségfiiggvény azonosan 0. Sikbeli alakzatokra
vonatkozo6 térbeli integralok ugyanis eltlinnek.

Levonhatjuk tehat azt a kovetkeztetést, hogy a stirtiségfliggvény nem defini-

dlhato, amikor B szingularis. Ebben az esetben a E vektor komponenseinek a
szamat csokkenteniink kell. A 2.3. DEFINICIO szerint B-nek van egy nem-
szingularis k-adrendii almatrixa. A & vektornak ehhez tartoz6 komponensei mar

linedrisan fliggetlen valosziniiségi valtozok, amelyekre értelmezheté a
stiriségfiiggvény. A fennmaradd (n—k) darab valoszinliségi valtozot az
elébbiekkel ki lehet fejezni, tehat rajuk vonatkozdéan barmilyen mennyiséget
(varhato értéket, kovarianciat, valdszintiségeket stb.) ki lehet szamitani. Ennek
részleteibe azonban nem megyiink bele.

3.3. A Gauss-eloszlasbdl szarmaztatott eloszlasok

A mérések kiértékelésekor tobb olyan valoszinliségi valtozoval van dolgunk,
amelyek a Gauss-eloszlasbol szarmaztathatok. A méréskiértékelés irodalmaban
harom eloszlas jatszik kiilondsen fontos szerepet: y*-eloszlas, Student-eloszlas
¢s Fisher-eloszlas. Egy negyedik, a @-eloszlas jelenik meg a 9. fejezetben tar-
gyalt pontelhagyasos modszer alkalmazéasakor.

x2-eloszlas

Ha (&, &, ..., &) fuggetlen Gauss-eloszlast valosziniiségi valtozok, amelyek
varhato6 értéke 0, szérasa 1, akkor definicio szerint

n a3
i=1

Ennek a valdszinliségi valtozonak a stirliségfiiggvénye
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ky(x)=———x2 e 2, (3.382)

ahol 7{x) az un. gammafiiggvény:
INx)= J-tx_le_tdt. (3.39)
0

A (3.38)-ban megjelend tagok n szamat a y’-eloszlas szabadsdgi fokanak ne-
vezzuk. ;{2 varhat¢ értéke €s szorasnégyzete:

M(;{z)zn és D2(;(2)=2n. (3.38b)

Student-eloszlas
Legyen & egy 0 varhato értékli és 1 szorasu, Gauss-eloszlasu valoszinliségi

valtozo, amely fiiggetlen ;(ﬁ -t6l. Ekkor a

2 (3.40)
n

hanyadost Student-tortek nevezziik. Sturtiségfiiggvénye

r(nJrl) i+l
1 2 [ xzj 2
I+— ,

= - N (3.40a)
Sn ()C) \/E I_,(l’l) "
2
varhato értéke és szorasa
M(t,)=0 és D*(t,)= ”2, n>2. (3.40D)
n —

A (3.40a) stiriségfiiggvény ugyan értelmezheté n = 1-re és n=2-re is, de
ezekben az esetekben nem Iétezik a szoras. n-et a Student-eloszlas esetében is a
szabadsagi fokok szaménak nevezziik.

Fisher-eloszlas
A Fisher-eloszlas két, egymastol fiiggetlen ;f—véltoz() hanyadosa:

2
F = Am / m (3.41)
mn 2 :
Zn/n
Strtiségfliiggvénye
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M
L N A
F@r@ ("mj 2

m

varhat6 értéke és szorasnégyzete

2
M(F,,)=1 és Dz(an):m+2. n _ (3.41b)

@-eloszlas
A @-hanyados emlékeztet a Fisher-hanyadosra:

Nan /m (3.42)

Own =57 >
Znln

ahol ;(,2,, és Zﬁ egymastol fiiggetlen ;(Z-Véltozék. A Fisher-hanyadoshoz képest

az egyetlen kiilonbség a szamlaloban szerepld négyzetgyok. Bonyolultsdga mi-
att nem irjuk fel a stiriségfiiggvényét, sem varhat6 értékét €s szorasat.

*3.4. Korrelacios ellipszoid

A korrelacios ellipszoid hasznos segédeszkoz véletlen vektorok dsszehason-
litdsdban.

3.11. DEFINICIO. Ha M(E) =a, a g_, véletlen vektor korrelacios ellipszoidjat
azoknak az x vektoroknak a végpontjai alkotjak, amelyek ki-

elégitik az

(x—a)TBgl(x—a) =1 (3.43)

egyenletet.

A korrelécios ellipszoid nevezetessége, hogy feliiletén a stirliségfliggvény
allandé. Ez kozvetleniil belathato a tobbdimenzids Gauss-eloszlas (3.37) szerinti
definicioja alapjan.

Legyen Q egységvektor, €s szamitsuk ki az QTF; valosziniiségi valtozo szo-
rasnégyzetét:

I e = T — —
/2 = D*(Q7E) - M(QT(g— a)(E-a) gj _6'B.6. (3.44)
3
Megmutatjuk, hogy a korrelacios ellipszoid tetszéleges x pontjdhoz lehet talalni
olyan Q vektort, hogy |x— a| =r. Megfontolasainkat a 3.4. dbrdn lehet nyo-
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mon kovetni, amely két valtozo (n = 2) esetében mutatja az ellipszoidot (az ab-
ran ellipszist). Legyen U az az unitér matrix, amely a B; matrixot fétengelyre

&

transzformalja:

diag(0”) = B; = U'B;U, B, = UB;U". (3.45)

A By diagonalis matrix az n= UT(E - a) vektor kovarianciamatrixa. A
féatloban levd

o7 =D*(n;), i=1,2,..,n
elemek a B; matrix sajatértékei. A transzformalt koordinatarendszerben tehat a

g
(3.43) szerinti feliilet egyenlete

n .2
yB;ly=>21 =1, (3.46)
i=10;
ahol y az eredeti x vektor transzformaltja: y=U" (x —a).

Az U matrix oszlopai B; sajatvektorai, tehat y komponensei az (x—a)

3
vektornak a sajatvektorokra vett vetiiletei. A 3.4 abran 6-val jeloljik az u; sa-
jatvektornak az eredeti x; koordinatatengellyel bezart szogét. Ezzel a jeloléssel
az U matrix elemei a kdvetkezok:

U~ cos@ —sinf
“|sin@  cos@ |

Ha az (x —a) vektor polarszdge ¢ (az abran nincs jeldlve), akkor

cos @
x—a=r| . ,
sin @
amivel

y=UT(x-2a)= { cos6 - sinf HCOS(/)} _ {COS(co— 9)}

—sin® cos@ | |sing sin(¢ — 6)

Az u; ¢€s u, vektorok altal kifeszitett koordinatarendszer az eredetihez képest €
szoggel van elforgatva az o6ramutatd jardsaval ellentétes irdnyban. Utobbi
képletiinkbdl latszik, hogy (x—a) és 'y ugyanazt a vektor jeloli, de komponen-
seik egymashoz képest elforgatott koordindtarendszerekben vannak kifejezve.
Ugyanez az allitas érvényes az n-dimenzios térben is.
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Xo 1

X4

A 4

3.4. abra. Korrelacios ellipszis
A (3.46) egyenlet szerint az y;/c; hanyadosok egy egységvektor kom-
ponensei. Jeldljik ezt @ -val: w; =y;/0;,i=1, 2, ..., n. Az y vektor hosszi-
saganak

crer

Legyen Q= U®, illetve @ = UTQ . A fentick analogidjara Q és @ ugyanazt a
vektort jelolik, de komponenseik egymashoz képest elfogatott koordinatarend-
szerekben vannak kifejezve. A korrelacios ellipszoid x pontjahoz rendeljiik az

Q egységvektort. (3.45) egyenlet alapjan
2 _ T CJTo_a2Tp =~ _ AT TS _o6Tr G
r*=(x-a) (x-a)=y y=0 B;0=Q UB;U Q=Q B.Q.
Ezzel igazoltuk fenti allitdsunkat: az ellipszoid x pontjdhoz vezetd sugar » hosz-

sza megegyezik az QTE_, valoszinliségi valtozo szorasaval.

® (ésigy Q) iranya — mint a 3.4. abran latszik — y-hoz képest el van for-
gatva, ha a o; sajatértékek nem mind azonosak. Kivételek a sajatvektorokkal
parhuzamos y vektorok, mert esetiikben 6)||y Most bizonyitott allitdsunk alap-

jén megérthetjiik, mit jelentenek a B; kovarianciamatrix sajatértékei: 0'1.2 az

3
ulTE valosziniiségi valtozo szorasnégyzete.
Tekintiink két azonos dimenzidju véletlen vektort, mondjuk o -t és [g-t,
amelyek varhat6 értéke azonos, és megszerkesztjiik korrelacios ellipszoidjukat.
Ha azt talaljuk, hogy o -¢ teljes egészében benne van B-éban, akkor ez azt je-
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lenti, hogy tetszdleges Q egységvektorra vonatkozoan Qa szorasa kisebb,
mint QTB -¢. Koznyelven szolva ezt ugy is kifejezhetjiik, hogy o@ mérése min-
den tekintetben pontosabb, mint B-é. Amikor a korrelacios ellipszoidok atmet-
szik egymast, kiilonb6zo Q-kra QTa és QTE szorasa kozotti relaciok egy-
mastol eltérdek lehetnek. A korrelacids elleipszoid tovabbi alkalmazasat lathat-
juk az 4.4. alfejezetben.
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