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Annotacio

Egy megismételhetetlen emberi és szakmai
kapcsolat 6rokségeként ezt a munkamat

Frey Tamas

baratom emlékének ajanlom.

Mint a Budapesti Miiszaki Egyetem tanara,
els6k kozott szorgalmazta a szamitastudomany
oktatasat.

Fé4jdalmasan korai haléla csak az els6 1épések
megtételét tette lehetévé szamara.

Ez a konyv az 6 célkitiizéseit kivanja
szolgalni.
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Eloszo

Ez a konyv a ,,Szamitastechnikai Nyelvészet” cimil egyetemi jegyzetem alapjan
késziilt. Egy tankonyvnek szant munka sohasem lehet, ha szabad egy szakmabeli
kifejezést alkalmaznom, kornyezetfliggetlen. A kornyezetet itt a tanterem, a
katedra, az egyik oldalon 4all6 oktatd, és a masik oldalon helyet foglalo egyetemi
hallgatok sokasaga jelenti.

Annak idején a jegyzetet szdndékaim szerint abban a stilusban irtam, ami
megfelelt az eléadasok hangulatanak. fgy aztin a kozvetlenebb els személyben
irodott a jegyzet. Sokak szerint egy konyv esetében a személytelenség kivantatik
meg. En nem kovettem ezt a szemléletmodot, nemcesak azért, mert igy a jegyzet
konyvesitése egyszertibbnek igérkezett, hanem mert irasban is meg akartam
tartani azt a kdzvetlenséget, amelyet az eléadasokon szandékaim szerint gyako-
rolok.

Ez a konyv hosszi évek pedagogusi tapasztalatai utan tulajdonképpen
kollektiv munka eredménye. Munkatarsaim, akik velem egyiitt oktattak ezt a tar-
gyat, megjegyzéseikkel kimondatlanul is hozzajarultak a kdnyv megsziiletésé¢hez.
Régebbi munkatarsaim koziil sokan mar mas feladatot kaptak, de a mostani mun-
katarsi gardat hadd soroljam itt fel koszonettel: Vitéz Andras, Naszodi Matyas,
Vaszil Gyorgy, Csima Judit, Varré Daniel.

Kiilon koszondm Naszodi Matyas aktiv segitségét: az 6 munkaja tobbek
kozott az abrak szamitogépes komponalasa.

Végiil — last but not least — kdszdnetet szeretnék mondani annak a joval
tobb, mint ezer egyetemi hallgatonak, akik koziil sokan nem csak passziv sze-
repldi voltak az oktatdsnak. Az O igényességiik szoritott engem ra arra, hogy
vilagosan, érthetden, az egyetemi hallgatd szamara emészthetd formaban irddjék
az egyetemi jegyzet €s ez a konyv. Bizom benne, hogy ez tobbé-kevésbé sikeriilt.
A munka megjelenésekor az ¢ érdemiik se maradjon megemlitetlentil.

Megkiilonboztetett koszonet illeti a TYPOTEX kiadot, amiért beiktatta en-
nek a konyvnek a kiadasat terveibe.






Bevezetés

Torténeti attekintés

Az emberi munka eredménye mindig valamilyen tarsadalmi igényt elégit ki. Ez a
megallapitas igaz a tudomanyos élet teriiletén is. Mig az elvont tudomanyok ese-
tében az eredmény és az azt kivalto tarsadalmi igény megfeleltetése gyakran nem
trivialis feladat, az alkalmazott tudomanyok miivel6i altalaban jol tudjak, milyen
gyakorlati céllal végzik kutatd munkajukat.

A matematikai nyelvészetre gondolva ez a megfeleltetés teljesen egyér-
telmi.

A masodik vilaghaboru alatt és az azt kovetdé években a kutatasi és
fejlesztési munkakban forradalmi valtozasok kovetkeztek be. A miszaki és ter-
mészettudomanyokban ugrasszeriien megnétt a magasan kvalifikalt szakemberek
szama, raadasul sokkal nagyobb hanyaduk kezdett a kutatas és fejlesztés teriile-
tén dolgozni, mint az azt megel6z6 idékben. Ez a valtozas természetesen az 1j
miszaki és tudomanyos eredmények, vele egyiitt pedig a tudomanyos publika-
ciok szamanak hirtelen névekedésével jart.

Korabban egy szakember viszonylag konnyen figyelemmel kisérhette azt
a mintegy 5-6 folyoiratot, ahol tartalmas cikkeket remélhetett. A problémat to-
vabb nehezitette, hogy a publikaciok egy része, elsdsorban az angolul beszélok
szamara ,,szokatlan” nyelven volt irva, mint az orosz, japan vagy akar a magyar.

Az informacidhoz valé hozzaférés igénye hirtelen megndvelte a fordi-
tando cikkek szamat olyannyira, hogy ezt a Iényegében egysiku, majdhogynem
mechanikus munkat sem forditoi kapacitassal, sem pénzzel nem lehetett gy6zni.

Ugyanakkor az egyik, éppen abban az idében, az 50-es évek elején
kiteljesedd, és az informacidérobbanashoz nem kis mértékben hozzajaruld uj
tudomany, a szamitastechnika azt allitotta, hogy célja a gépies szellemi munka
kivaltasa. Magatol értet6dd volt tehat az a torekvés, hogy a forditast, ezt a gépies
szellemi munkat egy szamitastechnikai eszkoz, a szamitogép végezze.

Minthogy azonban a szamitogép csak szabatosan megfogalmazott feladat
megoldasara képes, sziikség volt a forditds mint feladat formalis leirasara. Ez volt
tehat az a kivalto tarsadalmi igény, amely az 50-es években szinte a semmibdl
egy Uj tudomany a matematikai nyelvészet megalkotasat eredményezte. Az Uj
tudomany sziiletési évének az 1956 esztenddt tekinthetjiik. Ekkor publikalta
ugyanis a szakma atyja, és mindmaig egyik legnagyobb egyénisége Noam
Chomsky munkassaganak elsé eredményeit. A korai és latvanyos sikerek hatasara
igen nagy pénzek, dollarmilliok aramlottak a szakmaba, és ezzel egyiitt egy sereg
kittind koponya kapcsolodott be ennek a divatszakmanak a miivelésébe.



12 Bevezetés

Sajnos a kezdeti lendiilet — legalabbis ami az uj eredményeket illeti —
késobb alabbhagyott, jollehet az anyagi és személyi feltételek tovabbra is kedve-
z6ek voltak. Végiil is Johnson elndk 1967-ben Osszehivta a szakma tojasfejiit,
vizsgaljak meg, milyen perspektivija van a természetes nyelvek szamitogépes
forditasanak, varhato-e ezen a teriileten a kozeljovoben sikeres attorés.

A dontés a kovetkezd évben sziiletett meg: Véleményiik szerint — ne
feledjiik akkor 1968-at irtak — a szamitastechnika pillanatnyi fejlettsége nem igér
gyors eredményt, a feltételek még nem érettek meg az eredeti célkitiizés megva-
16sitasara.

Ennek hataséara az els6sorban allami pénzekbdl csordogald dollarfolyam
csapjait persze azonnal elzartak, és a téma miveldi koziil sokan mas, jovedelme-
z6bb foglalkozas utan néztek, csak a szakma legmegrogzottebb hivei maradtak.
Ezzel a téma a nagy érdeklddéssel kisért gyakorlati tudomany allapotabol
felemelkedett vagy lesiillyedt — a fogalmazads nézOpont kérdése — az elméleti
tudomanyok gyanusan tiszteletreméltod statusaba.

Szerencsére a természetes nyelveknél sokkal egyszerlibbek a mesterséges
nyelvek, nevezetesen azok, amelyek nem az emberek kozotti kommunikaciot,
hanem az ember €s a szamitogép kozotti kapcsolatteremtést szolgaljak. Fogalmi
koriik er6sen lesziikitett, nyelvtani szabdlyaik egyszeriiek, altaldban nem
ismernek kivételt, végiil — talan ez a legfontosabb ismérviikk — mondataik egy-
értelmtiek.

A matematikai nyelvészet eredményei éppen ezért joval konnyebben vol-
tak alkalmazhatdak a gépi nyelvek forditasanak teriiletén, mind a forditas elmé-
letének megteremtésére, mind a forditoprogramok gyakorlati megvalositasara.
gy alakult ki azutdn egy tudomany, a matematikai nyelvészet gyakorlatibb
aspektusu fattyuhajtasa, a szamitastechnikai nyelvészet. Ennek a tudomanynak az
elsajatitdsahoz kivan segitséget nyujtani ez a kdnyv.

Befejezésiil néhany sz6 a természetes nyelvek gépi forditasar6l. Az omi-
nézus dontés ota tObb mint harom évtized telt el. A szamitastechnika fejlodése
toretlen volt, és azota lehetdségei alapvetden megvaltoztak mind a miveleti
sebesség, mind az igénybe vehetd tarkapacitas tekintetében. Ennek fényében a
80-as évek oOta egyre tobb szakember figyelme fordult ismét a természetes
nyelvek gépi forditasa felé. Mar tul vagyunk az elsé sikeresnek mondhatod
probalkozasokon. A természetes nyelvek gépi forditdsanak témaja felébredt
csipkerozsika almabol.



1. Formalis nyelvek

1.1. A formalis nyelvek definicidja

Az olvasé, akinek ,,polgari” el6életébol van valamilyen — €s a maga nemében
bizonyara helyes — képzete a nyelv sz jelentésérél, jobban teszi, ha egyelore
megfeledkezik ilyen iranyu ismereteirdl. Talan helyesebb lett volna a most sorra
keriil6 fogalom jelolésére a nyelv helyett valamilyen 0j sz bevezetése, ahogyan
azt példaul a francia szaknyelv teszi, két szot haszndlva a két fogalomra — la
langue és le langage. gy azzal vigasztalodhatunk, hogy sem az angol, sem a
német, sem az orosz nyelv nem disztingval a két fogalom kozott, legalabbis el-
nevezés tekintetében nem. Hozza kell azonban tennem, hogy a nyelv kétféle —
szamitastechnikai és koznapi — értelmezése kozott, az els6 pillanatban alapve-
tonek tlind kiilonbség valdjaban nagyon kicsi. Remélem, a késébbiekben kitlinik
majd, hogy a kétféle értelmezés milyen kozel all egymashoz.

Eloljaroban itt nyelv alatt mindig irott nyelv értendd. A nyelv mondatai
ennek megfeleléen mindig irott szovegek. Ezek a szovegek egy adott véges szim-
bolum- illetve karakterkészlet elemeibdl alkotott jelsorozatok.

Jelolje Z a nyelv karakterkészletének véges halmazat. Ezt a halmazt a nyelv
alfabetajanak nevezzik.

Legyen 3 a X alfabetabol alkotott véges, de nem korlatos hosszusagu
jelsorozatok halmaza.

A talan tal tomor megfogalmazas ,,véges, de nem korlatos hossziusaga”
bizonyos magyarazatot igényel. Tekintsiikk példaul a természetes szamoknak,
pontosabban decimalis, tizes szamrendszerben vald abrazolasuknak halmazat.
Ezt a halmazt nyilvan a decimalis szamjegyekbdl allo, és nem a 0 szamjeggyel
kezd6do véges, de nem korlatos hossziisagu jelsorozatok alkotjak. A jelsorozatok
valéban végesek, hiszen nincsen olyan természetes szam, amelyet véges hosszi-
sagu jelsorozattal ne tudnank leirni, ugyanakkor azonban a hossz nem korlatos,
hiszen barmilyen nagy szamot engedélyeziink is a jelsorozat hosszanak, mindig
talalhatd olyan természetes szam, amelynek leirasara a megadottnal tobb karak-
tert tartalmazo jelsorozat sziikséges.

Az alkalmazott ¥ jeloléssel, illetve jeldlési konvencioval kapesolatosan a
kovetkezoket kell tudnunk.

A ¥ jelolés altaldban a ¥ elemeibdl alkotott, és pontosan i hossziisagh
jelsorozatok halmazat jeloli. Ennek megfelelden
s=U% (1.1)
i=0
valoban az Gsszes lehetséges a 2 alfabetajabol képezhetd jelsorozatot adja. Az i =0
eset a zérus hosszsagl, vagyis iires jelsorozatnak felel meg. Ennek jele €.
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A fentiekbdl nyilvanvalé, hogy nem iires ¥ halmaz esetén a ¥ halmaz
megszamlalhatéan végtelen szamossagu. A tovabbiakban mindig feltételezziik,
hogy a 2 halmaz nem iires.

Egy adott alfabetabdl képezhetd 0sszes lehetséges jelsorozatba természe-
tesen beletartozik az iires jelsorozat, az € is. Eppen ezért — az (1.1.) jeloléseivel
Osszhangban — ¢ is eleme a £ halmaznak.

Valamely — egy adott X alfabeta felett értelmezett — L nyelv a = halmaz
egy tetszoéleges részhalmaza.

Lcs (1.2)

Ha egy adott ¥ halmazbeli w jelsorozat eleme az L nyelv altal meghata-
rozott részhalmaznak, akkor a w jelsorozat az L nyelv mondata.

wel (1.3)

Egy adott ¥ alfabeta feletti 9sszes lehetséges nyelvek halmaza nyilvan a ¥
Bsszes részhalmazabol alkotott halmaz, vagyis a ¥ halmaz hatvanyhalmaza. Minthogy
viszont a ¥ halmaz szdmossaga megszamlalhatéan végtelen, igy egy véges, de nem
iires 2 alfabeta felett kontinuum szamossagu nyelv 1étezik.

Ezen nyelvek kozott megkiilonboztetett fontossagu €s nevezetes nyelv az
iires nyelv, amelynek egyetlen mondata, eleme sincsen, tovabba az a nyelv,
amelynek egyetlen mondata az iires jelsorozat. A konyvben az elébbit L, az
utobbit L. jeloli. igy Ly=9 L.= {&}

Felhivom az olvaso figyelmét, tigyeljen a két nyelv kozotti kiilonbségre.

A nyelvek vizsgalatanal alapvet6 fontossagl az a kérdés, miképpen lehet egy
nyelvet megadni, jellemezni. Amennyiben egy nyelv véges szamu mondatot tartalmaz,
ugy a mondatok exhausztiv felsorolasaval a nyelv egyértelmiien megadhato.

Természetesen a gyakorlat szempontjabdl csakis azok a nyelvek érdekesek,
amelyeknek végtelen sok mondatuk van. A programozési nyelvekre gondolva
ugyanis mit kezdhetnénk egy olyan nyelvvel, amelyen csak véges sok programot
lehet iri. A végtelen sok mondatot tartalmazo nyelvek, pontosabban ezen nyelvek
egyik osztalyanak leirasara egy uj matematikai objektum, egy uj formalis eszkoz, a
nyelvtan, a grammatika szolgal.

1.2. Grammatikak

Miel6tt a grammatikak formalis leirasanak részleteiben elmeriilnénk, jellemezziik
néhany szoval a grammatikat mint szamitastechnikai fogalmat.

Mindenekel6tt azok a megjegyzések, amelyeket a nyelv koznapi és
szamitastechnikai értelmezésének elsd pillanatra alapvetonek tiing eltérésérol, de
valdjaban mélyenjar6 azonossagarol mondottunk, betlirél betlire igaz a nyelv-
tanokra is. Mint az a késdbbiekbdl — remélem — kitlinik, ez akkor is igy van, ha a



kovetkezokben leirtak aligha emlékeztetik az olvasot az altalanos-, illetve kozép-
iskolaban a nyelvtanrol tanultakra, jollehet ugyanarrél a fogalomrol van szo.
Formalisan a grammatikat egy négyes hatarozza meg
G=(N, 2,P,S5) (1.4))
ahol — N a grammatikai szimbolumok véges halmaza,
— 2 az alfabeta, a nyelv karakterkészletének mar jol ismert véges halmaza,
— P az ugynevezett levezetési szabalyok 0sszessége, ami szintén egy véges
halmazt alkot,
— S a mondatszimbolum.
Az ujonnan bevezetett fogalmak értelme rovidesen vilagos lesz.
Nagyon lényeges, hogy a grammatikai és nyelvi szimbolumok kozott
kiilonbséget tudjunk tenni.
A nyelvtanok, grammatikdk azért alkalmasak egy nyelv definialasara, mert
segitségiikkel egy nyelv mondatai levezethetdek, generalhatoak.
Egy levezetés mondatszerti formaknak nevezett jelsorozatok egymasutanja.
A mondatszer(i forma abban kiilonbdzik a mondattol, hogy abban nem csak a nyelv
szimbolumai, vagyis a ¥ elemei, hanem grammatikai szimbolumok is szerepelhet-
nek. Legyen
Yo=7M=..... = Tn (1.5.)
egy levezetés. A levezetések sorozataban az egyik mondatszer(i formabol a kdvet-
kezot a levezetési szabalyok segitségével szarmaztathatjuk. A = szimbolum azt
jelenti, hogy a baloldali mondatszer(i formabol a nyelvtan levezetési szabalyai szerint
a jobboldali pontosan egy lépésben levezethetd. Ha kiilon ki akarjuk hangstlyozni,
hogy melyik grammatika szerinti levezetésrol van sz6, a grammatika azonosité jelét
indexszeriien a = szimbolum ala irhatjuk. Amennyiben a levezetés nem egyetlen
1épésben tortént, hanem meg nem hatarozott tetszéleges szamu 1épésben, akkor a =
szimbolum folé tett csillag = jelzi ezt. [gy, ha azt akarjuk leirni, hogy a ¥,
mondatszerli formabol a y, mondatszerii forma a G' grammatika segitségével elére
meg nem hatarozott szamu 1épésben levezethetd, akkor ennek jelolése:

Yo =G Vn (1.6.)

A levezetési szabalyok — hasznalatos még rajuk a produkcios szabaly,

helyettesitési szabaly, Gjrairasi szabaly elnevezés is, amely elnevezések ezen
szabalyok egy-egy tulajdonsagara vonatkoznak — a kdvetkezd alakuak:

o — P (1.7.)

ahol a nyil a szabaly bal-, illetve jobboldalat elvalaszté szimbolum, amely kiilon-
bozik mind a grammatikai, mind a nyelvi szimbolumoktol, mig a és B két jelsoro-
zat, amely mind grammatikai, mind nyelvtani szimbdlumokat tartalmazhat. A
szabaly baloldalan 4116 jelsorozat, tehat a legalabb egy grammatikai szimbdlumot
kell hogy tartalmazzon, a jobboldali jelsorozat tetszdleges.
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Egy mondatszer(i forma esetében egy levezetési szabaly akkor alkalmazhatd,
ha a mondatszerii formanak van olyan — nem sziikségképpen valodi — részsorozata,
amely megegyezik a levezetési szabaly baloldalaval. Ez esetben a szabaly alkalmazasa
abban all, hogy az emlitett részsorozatot a szabaly jobboldalaval helyettesitjiik, a
mondatszeri formanak ezt a részét ujrairjuk. Az alkalmazas modja magyarazza a
korabban emlitett elnevezéseket.

fgy ha a y; mondatszerti formabol az o — B szabaly segitségével a yis
egy lépésben levezethetd, akkor sziikségképpen:

vi=y oy’ = v By =vin (1.8.)

Itty’ és y>” tetszoleges, esetleg lires jelsorozat.

A helyettesitési szabalyok alkalmazasanak modja utasitast ad arra vonat-
kozban, hogyan haladjunk mondatszerii formardl mondatszerii formara.

De hogyan kapjuk meg az els6 mondatszerti format?

Megallapodas szerint minden levezetés egy kiilonleges, egyetlen specialis
grammatikai szimb6lumbodl, a mondatszimbolumbol all6 mondatszerii formaval
kezdédik. Ez az a kalyha, ahonnan minden levezetés elindul.

Amennyiben a levezetés soran olyan jelsorozatot kapunk, amely csak nyelvi
szimbolumokat tartalmaz, vagyis a mondatszeri forma egyben mondat is, akkor a
levezetés sziikségképpen befejezddik, terminalodik, hiszen grammatikai szimbolum
hianyaban egy levezetési szabaly sem alkalmazhat6. A kapott jelsorozat pedig a
nyelv egy mondata.

Amennyiben a mondatszer{i forma tartalmaz grammatikai szimbolumot, akkor
a levezetést — ha lehetséges — folytatni kell, a mondat generalasa még nem fejez6dott
be, nem terminalodott. Ha annak ellenére, hogy a mondatszeri forma még tartalmaz
grammatikai szimbdélumot, de nem talalunk olyan helyettesitési szabalyt, amelyet
alkalmazhatnank, akkor ez a generalas, ez a levezetési kisérlet sikertelen volt.

A fentiek indokoljak az irodalomban, de ebben a konyvben is a gramma-
tikai illetve nyelvi szimbolumokra alkalmazott nemterminalis illetve terminalis
szimbolum elnevezést.

Ismerkedjiink meg néhany, a szamitastechnikai irodalomban altalanosan
hasznalt konvencidval.

A nemterminalis szimbolumokat a latin abécé elejérdl vett nagybetiik
jelolik — 4, B, C.

A terminalis szimbdolumokra a latin abécé elejérdl vett kisbetiiket hasz-
naljuk — a, b, c.

Egyetlen, kdzelebbrol meg nem hatarozott szimbolumot latin nagybetii-
vel jeloliink, de az abécé végérol — X, Y, Z. A jelolésbol ilyenkor nem deriil ki,
hogy terminalis vagy nemterminalis szimbolumrél van-e szo.

A terminalis szimbolumokbol allo jelsorozatokat az abécé végérdl vett
latin kisbetiik — x, y, z — jelentik.



Az olyan jelsorotokat, amelyek tartalmazhatnak mind terminalis, mind
nemterminalis szimbolumokat is gorog kisbetiik jelolik — o, B, .

A mondatszimbolumot az angol sentence (mondat) sz6 kezddbetiije S
jeloli.

A kovetkezokben a formulak jeldlései — kivételes esetektdl eltekintve —
megfelelnek a fenti konvencionak. Eltérés esetén kiilon felhivom erre a tényre az
olvaso figyelmét.

Ennyi bevezetés utan gyorsan és konnyen tuleshetiink a nyelvtanok for-
malis leirdsan. Mint emlitettiik a grammatikat formalisan egy négyes irja le.

G=(N %P9

Az egyes jelolések értelmét mar korabban tisztaztuk. Erdemes megfi-
gyelni, hogy az abécé kozepérdl vett betiik a konvencidkat nem érintik.

A terminalis és nemterminalis szimbolumok kozotti kiilonbségtétel na-
gyon fontos. Eppen ezért a két halmaznak — az N és a 2 halmaznak diszjunktnak
kell lennie, tehat

NnzZ=0 (1.9

A levezetési szabalyok alakjat mar ismerjiik, s6t arrol is tortént emlités,
hogy a baloldalnak mindig kell nemterminalis szimbolumot tartalmaznia. Ez a
kovetelmény formalisan a kovetkezéképpen irhato fel:

a—>p ahol ae(NUXNNUZ) ¢é PBe(NuU2) (1.10)
vagyis az a jelsorozat mindenképpen tartalmaz legaldbb egy nemterminalis szim-
bolumot, amelyet — akéarhany, ezt jelzi a kitevoben szerepld jel — tetszdleges,
tehat akar N akar 2 halmazbeli szimbolum el6zhet meg, illetve kovethet.

A P tetszbleges, igy akar zérus hosszlisagl, terminalis és nemterminalis
szimbolumokbdl all6 jelsorozat.

Természetesen a mondatszimbdlum eleme a nemtermindlis szimbdlumok
halmazanak, igy

SeN (1.11.)

Egy adott G grammatika altal definialt nyelv jeldlése L(G), és ez a nyelv
a X azon elemeit tartalmazza, amely jelsorozatok a G grammatika segitségével
tetszoleges szamu lépésben generalhatoak:

LG ={weXZlS=gw) (1.12.)
A korabbiak alapjan a fenti formula kdnnyen értelmezhetd.

Gyakorlasképpen adjunk meg egy nyelvet ezzel a formalis leirassal.
Legyen

G=({S B C},{a b c},P,S)
ahol P={S—aSBC, S— abC, CB— BC, bB — bb, bC — bc, cC — cc }
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Vezessiik le a nyelv egy mondatat. A levezetés mondatszer(i formaiban —
a levezetés kovetését megkonnyitendd — alahuzassal emeltem ki azokat a része-
ket, amelyeket az adott 1épésben tjrairtunk.

S = aSBC = aabCBC = aabBCC = aabbCC = aabbcC = aabbcc

A fenti példankban a generalas sikeres volt. A levezetés végén eljutottunk a nyelv
egy mondatahoz. Ez nem sziikségszer(i. Adodhat helyzet, amikor a menetkézben
kapott mondatszerli forma tovabb nem vezethetd, nincsen egyetlen olyan szabaly
sem, amely alkalmazhat6 volna, jollehet a mondatszer(i forma még tartalmaz nem-
terminalis szimbdlumot. Ekkor a generalési kisérlet fiaskoval végzodott.

Ugyanezt a grammatikat hasznalva lassunk erre is egy példat:
S = aSBC = aabCBC = aabcBC = ?

A levezetés lefulladt, ezen az titon a nyelv egyetlen mondata sem generalhato.
A grammatika egyébként, mint arr6l konnyen meggy6zodhetiink az

LG)={dbc | i>0}
nyelvet generalja. Adott esetben a nyelv mondatainak szama valoban végtelen,
mégpedig megszamlalhatéan végtelen.

1.3. Miért grammatika a grammatika — Egy illusztrativ példa

A régota jol ismert fogalmak, mint nyelv, nyelvtan, grammatika formalis defini-
cidja, mint azt eldljaréban beharangoztam, latszatra valéban nem sok rokonsagot
mutat az iskolaban az ezekrdl a fogalmakrol tanultakkal. Ezt az ellentmondast
oldjuk most fel egy demonstrativ példaval, amely raadasul még 0j fogalmak
megismerésére is modot ad.

A példa a magyar nyelv egy nagyon korlatozott és nagyon lesziikitett rész-
halmaza lesz. Sajnos az imént nagy gonddal kidolgozott konvencidink felhasznalasa
itt nem célszert, ezért erre a kivételes alkalomra néhany 0j konvencioval éliink.

A nemterminalis szimboélumokat, amelyek ebben az esetben szem-
latomast valoban grammatikai szimbolumok, cstcsos zarojelbe tett, a szimbolum
nyelvtani szerepére utal6 szoveggel jeloljik.

Még egy Uj jeldlést, pontosabban jeldlési egyszeriisitést vezetiink be.
Olyan esetekben, amikor tobb levezetési szabaly baloldala azonos, ezeket a sza-
balyokat 6sszevonva adjuk meg. A csupan egyszer megadott baloldalt kovetden a
jobboldalakat egymas utan a vagy olvasatu | jellel elvalasztva irjuk le. Ezt a jelo-
lést a késébbiekben maskor is alkalmazzuk. A levezetési szabalyok bal- ¢és
jobboldalanak elvalasztasara is a — helyett egy 1j jelet a ::= szimbolumot alkal-
maztuk (Backus—Naur jellés). jobboldalanak elvalasztasara is a — helyett egy 1j
jelet a ::= szimbo6lumot alkalmaztuk (Backus—Naur jel5lés).



Példa grammatikank levezetési szabalyai a kovetkezok lesznek:
<mondat> ::= <alanyi rész> <allitmanyi rész>
<alanyi rész> ::= <f6névi rész> <hatarozo>
<allitmanyi rész> ::= <targyi rész> <igei rész:>
<fOnévi rész> ::= <nével0> <jelzok> <fonév>
<névelé>::=¢|a|az | egy
<elzdk> ::= <jelzo> | <jelzé> <jelzok>
<jelz6> ::= ¢ | hideg | meleg | fehér | fekete | nagy | kis
<fénév> ::= kutya | macska | huds | egér | sajt | tej | viz
<hataroz6> ::= € | nappal | éjjel | reggel | este
<targyi rész> ::= <fonévi rész>t
<igei rész> ::= eszik | iszik
Természetesen itt a kutya egyetlen terminalis szimbdlum, és nem jelso-
rozat. Ezért is kell ragaszkodnunk a terminalis szimbolum elnevezéshez, mivel a
terminalis karakter kifejezés félreértések forrasa lehet.
A fenti minimagyar nyelv grammatikdjaval néhany korrekt magyar mon-
dat generalhato.
Az alabbiakban erre mutatunk be egy példat, arra kérve az olvasét, hogy
a kissé hosszadalmas levezetést tiirelemmel nézze at.
<mondat> = <alanyi rész><allitmanyi rész> =
<fénévi rész><hatarozo><allitmanyi rész> =
<néveld><jelz6k><fonév><hataroz6><allitmanyi rész> =
a <jelzok><fénév><hatarozo><allitmanyi rész> =
a jelzé><jelzok><fénév><hatarozo><allitmanyi rész> =
a nagy <jelzék><fénév><hatarozo><allitmanyi rész> =
a nagy <jelz6><fénév><hatarozo><allitmanyi rész> =
a nagy fehér <fénév><hatarozo><allitmanyi rész> =
a nagy fehér kutya <hataroz6><allitmanyi rész> =
a nagy fehér kutya reggel <allitmanyi rész> =
a nagy fehér kutya reggel <targyi rész><igei rész> =
a nagy fehér kutya reggel <fénévi rész>t<igei rész> =
a nagy fehér kutya reggel <névelé><jelzok><fonév>t<igei rész> =
a nagy fehér kutya reggel <jelz6k><fénév>t<igei rész> =
a nagy fehér kutya reggel <jelz6><fénév>t<igei rész> =
a nagy fehér kutya reggel meleg <fénév>t<igei rész> =
a nagy fehér kutya reggel meleg hust <igei rész> =
a nagy fehér kutya reggel meleg hust eszik
Ugy tiinik sikeriilt ezzel a nem tul nagyigényii nyelvtanunkkal egy
épkézlab magyar mondatot levezetniink.
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Sajnos a magyar nyelv szabalyai azért nem annyira egyszertiek. gy aztan
nyelvtanunk generalja az alabbi mondatot is:

az fehér egér hideg saijtt eszik

Itt a kissé archaikus az néveld hasznalata még ugy ahogy elfogadhato, de a sajtt
alak a sajt szonak sem nem targyesete, sem nem mult ideje. Ennek ellenére
nézziik el grammatikank talan talzott nagyvonalusagat, és tekintsiik a kifogasolt
mondatot is, a korabban levezetett, s valoban minden igényt kielégité mondattal
egylitt korrekt magyar mondatnak.

Hogyan vélekedjiink azonban az olyan mondatrol, mint
a fekete tej kutyat iszik
Vajon ez is korrekt magyar mondat?

Feltétleniil! A mondat ugyanis egy apro, és megallapodasunk szerint
bocsanatos pongyolasagtol eltekintve minden tekintetben eleget tesz a magyar
nyelv szabalyainak. A matematikai nyelvészet szohasznalataval jol formalt, vagy
szintaktikusan helyes mondat.

Egy mondat nyelvtani, szintaktikai helyességébdl semmi kovetkeztetést sem
vonhatunk le a mondat igazsag tartalmara. Valljuk be ugyanis, hogy ennek a
mondatnak nincs nagy igazsag tartalma, s6t 6szintén szolva szemenszedett badarsag.

Az a tény, hogy mondat igazsag tartalma hamis, semmiképpen sem érinti
a mondat helyes magyarsagat. Hiszen ha létezne olyan nyelv, amelyen csakis
igaz kijelentéseket lehet tenni! S6t épp ellenkezbleg. Csakis azért tehetiink meg-
allapitasokat egy mondat igaz vagy hamis voltara vonatkozéan, mert a mondat
szintaktikusan helyes, és igy érthetd.

Az olyan, a fenti grammatika szavaibol kialakitott jelsorozat, mint
kutya hus reggel fekete eszik viz

szintaktikusan természetesen helytelen, szamunkra emészthetetlen, és igy fel sem
meriilhet az a kérdés, vajon a fenti szoveg igaz-e vagy hamis.

Annak feltétele, hogy egy mondat értelmérdl, szemantikajarol beszélhes-
siink az, hogy a mondat szintaktikusan helyes mondat legyen.

1.4. A Chomsky-féle nyelvosztalyok

A generativ nyelveket tehat grammatikak segitségével jellemezhetjiik. A gram-
matikakat meghatarozé helyettesitési szabalyok bonyolultsaga alapjan Chomsky a
nyelveket osztalyokba sorolta.

Chomsky négy nyelvosztalyt definialt. Ezeket szamokkal jelolte, igy van
0-as, 1-es, 2-es és 3-as nyelvosztaly.



Az egyes nyelvosztalyokban a helyettesitési szabalyok alakjara vo-
natkozdéan Chomsky az osztaly sorszamanak ndvekedésével egyre szigoribb
megkotéseket irt eld. Ezek szerint legkevésbé kotott nyelvtant a 0-as nyelvosz-
taly. Itt semmiféle kiilon megkdtés nincsen. Természetesen az az el6irds, hogy
minden produkcids szabaly baloldala tartalmazzon legalabb egy nemterminalis
szimbdolumot, — mint minden grammatikanal, — itt is érvényes.

Lassuk most az egyes nyelvosztalyokra megadott korlatozasokat. Felso-
rolasunkban a nagyobb sorszamoktol haladunk a kisebbek felé.

A 3-as nyelvosztaly nyelvtanaiban csak kétféle szabalytipus engedélye-
zett. Ezek:

A—>a illetve A—aB (1.13.)

A helyettesitési szabaly baloldala mindig egyetlen nemterminalis, jobb
oldalan pedig vagy egyetlen terminalis szimbolum, vagy egyetlen terminalis és
egyetlen nemterminalis szimbolumbol allo jelsorozat.

Az ilyen alaku grammatikakat regularis, pontosabban jobbregularis
nyelvtanoknak nevezziik. Amennyiben a masodik szabalytipusnal a két jobb-
oldali szimbolum sorrendjét felcseréljiik, vagyis a nemterminalis szimbo6lumot
koveti a terminalis szimbolum, akkor balregularis grammatikarol beszéliink.

Ezek a nyelvtanok generaljak a regularis nyelveket. Itt a kiilonbségtételnek
nincs értelme, hiszen — mint azt késébb igazoljuk — a kétféle nyelvtan ugyanazt a
halmazt generalja.

A 2-es nyelvosztaly helyettesitési szabalyainak alakja:
A—a (1.14)

ahol a tetsz6leges, mind terminalis mind nemterminalis szimbdolumokat tartalmaz-
hato jelsorozat. A szabaly baloldala itt is egyetlen, sziikségképpen nemterminalis
szimbolum. Ezt ugy interpretalhatjuk, hogy egy adott A nemterminalis szimbolum
mindig helyettesithet6 az a jelsorozattal, fliggetleniil attdl mi a nemterminalis kor-
nyezete.

Minthogy a szabalyok alkalmazasa a kornyezettdl, kontextustol
fiiggetlen, ennek a nyelvosztalynak a nyelveit kdrnyezetfiiggetlen, vagy angol
roviditésiik alapjan CF (Context Free) nyelveknek nevezziik.

Az 1-es nyelvosztaly helyettesitési szabalyainak korlatait kétféle moédon
is jellemezhetjiik. Az els6 megadasi mod szerint a levezetési szabalyok alakja:

BAy — Boy (1.15)
amit Ugy interpretalhatunk, hogy az 4 — o szabaly csakis a -y kornyezetben
alkalmazhato6. Ez az értelmezés magyarazza ezen nyelvosztaly elnevezését, ezek
a nyelvek a kornyezetfliggd, vagy angol roviditésiik alapjan CS (Context
Sensitive) nyelvek.



22 1.4. A Chomsky-féle nyelvosztalyok

Az 1-es masik lehetséges meghatarozasi modja szerint a szabalyok alakja:
a—p ahol lo|< B (1.16.)

Jelsorozatok esetében a két fliggéleges vonal, amely mashol az abszolut
érték jele, itt a jelsorozat hosszat ado operator. A fenti megkotés tehat azt fejezi ki,
hogy a helyettesitési szabalyok jobboldala nem Iehet rvidebb a baloldalnal. Ezen
tulajdonsag alapjan ezeket a nyelveket nem csokkentd nyelveknek is nevezik.

Az 1-es nyelvosztalyra megadott két latszolag teljesen fliggetlen megha-
tarozas valdjaban, mint azt latni fogjuk, ugyanazt a halmazt definialja.

A 0-3s nyelvosztalyban alkalmazhato szabalyokra nézve, mint mar emli-
tettiik, nincsen korlatozas.

Természetesen egy adott grammatika akkor tesz eleget egy nyelvosztaly
kovetelményeinek, ha a grammatika valamennyi szabalya megfelel a feltételeknek.

Vegyiik észre, hogy a nyelvosztaly sorszamat novelve a helyettesitési sza-
balyok korlatozasai olyan értelemben stlyosbodnak, hogy egynttal eleget tesznek
az el6z6 nyelvosztaly kovetelményeinek is. fgy példaul a 3-as osztalya nyelvtan a
2-es és az 1-es nyelvosztaly megkdtéseit is kielégiti.

A figyelmes olvasonak bizonyara feltiint, hogy jollehet kovetkezetesen
nyelvosztalyokrol beszéltiink, ezeket a nyelvtan levezetési szabalyaira vonatkozo
korlatozasokkal jellemeztiik.

Pedig a nyelv és a nyelvtan két dolog. Egy nyelvtanhoz egy és csakis egy
nyelv tartozik, nevezetesen az, amelyiket a nyelvtan general. Egy nyelvnek
viszont tobb nyelvtana is lehet, s6t az is megeshet, hogy kiillonb6z6 nyelvtanai
kiilonboz6 nyelvosztalyok megkdtéseinek tesznek eleget.

Az alkalmazott terminoldégia nem a szerzé pongyolasaga, hanem a
matematikai nyelvészet altalanosan elterjedt szOhasznalata. Persze meg kell mon-
danunk, mit is értiink egy nyelvnek egy nyelvosztalyhoz valo tartozasan.

Egy nyelv hovatartozasat az a legegyszeriibb nyelvtan hatarozza meg,
amely a nyelvet generalni képes. Az egyszerliséget természetesen itt a nyelvosz-
talyok jelentik, és nyilvan a 3-as nyelvosztaly a legegyszeriibb.

Egy adott nyelv esetén tehat két dolgot kell megvizsgalnunk. Meg kell
allapitanunk, hogy a generald nyelvtan melyik nyelvosztalyba tartozik, majd
igazolnunk kell, hogy a nyelvnek nincsen egyszeriibb, azaz magasabb sorszamu
nyelvosztalyba tartozo nyelvtana.

Az els6 kérdésre a valasz roppant konnyi, csak végig kell olvasnunk a
helyettesitési szabalyokat.

A masodik probléma mar fogas kérdés. Adott konkrét nyelv esetében néha
intuitive igazolhato, hogy a szoban forg6 nyelvtannal a nyelvnek egyszeriibb nyelv-
tana nem lehet. Altalanossagban azonban a kérdést nem lehet megvalaszolni.



Az irodalom ebben a tekintetben nem bakafantoskodik. A nyelvet szemreb-
benés nélkiil abba a nyelvosztalyba tartozonak véli, amely a nyelvet generalja.

Nem torédik azzal, hogy egy nyelvet esetleg ,,jogtalanul” mindsitett a 2-es
nyelvosztalyba, amikor pedig létezik 3-as osztalyu nyelvtana.

A nyelvek osztalyba sorolasanal ez a konyv is — mint minden szamités-
technikai publikacio — az elobbiekben ismertetett gyakorlatot koveti.

1.5. A tartalmazas problémaja — Eljarasok és algoritmusok

A tartalmazas problémaja a szamitastechnikai nyelvészet egyik alapvetd kérdése.
Megfogalmazisa a kovetkezd: Legyen adott egy nyelv grammatikéjaval, és egy ¥
halmazbeli jelsorozat. Eldontendd, hogy a megadott jelsorozat eleme-e a nyelvtanaval
meghatarozott nyelvnek, generalhato-e a szoban forgo jelsorozat az adott nyelvtannal.

Ennek kapcsan vizsgaljuk meg, hogyan keressiink valaszt egy szabatosan
megfogalmazott kérdésre. Olyan miiveletsorozatot, 1épések egymasutanjat kell
megszerkeszteniink, amelynek végrehajtasa révén valaszt kapunk kérdéstinkre.

Példaul, ha az a feladatunk, hogy egy szdm primszam voltat megallapit-
suk, akkor erre olyan miiveletsorozatot tervezhetiink, amely a vizsgalt szamot
minden nala kisebb szammal elosztja. Amennyiben az osztas mindenkor eredmé-
nyez maradékot, akkor a szam primszam, ha egyszer is sikeriil a szamot maradék
nélkiil osztanunk, akkor a szdm nem primszam.

Nem allitom azt, hogy ez egy hatékony megoldas, viszont nagyon konnyii
1épésekre bontani, igy nem sértem meg az olvasot azzal, hogy ennek részleteiben
elmertilnék.

Ami a problémank megoldasara vezetd 1épéssorozatot illeti, két alapvetd
esetet kell megkiilonboztetniink. Az elsé esetben a valaszt véges szamu 1épés utan
mindenképpen megkapjuk, mig a masodik esetben sajnos nem garantalhatd, hogy
véges 1épésben, tehat valaha is valaszt kapjunk kérdésiinkre.

Az els6 esetben algoritmusrol, a masodikban eljarasrol, procedurarol
beszéliink. Ennek illusztralasara lassunk egy szabatosan meghatarozott feladatot.

Tételezziik fel, hogy egész egyiitthatos egyenletek, polinomok gyokeit
akarjuk meghatarozni.

Tudjuk azt, hogy a racionalis szdmok megszamlalhatoan végtelen sokan
vannak. Generaljuk tehat sorban a racionalis szamokat, és helyettesitsiik be ezeket
egyenletiinkbe.

Természetesen nem allitom, hogy ez egy hatékony modszer, a gondolat-
kisérletnek kizarolag illusztrativ szerepe van.

Amennyiben elsé foku egyenlettel van dolgunk, amelynek megoldasa
racionalis szam, akkor bizonyosak lehetiink abban, hogy elébb-utobb a megoldast
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generalni fogjuk, és igy véges sok lépésben megkapjuk a megoldast. Ne csiigged;jiink
tehat, ha mar hosszabb ideje generaljuk hidbavaldan a racionalis szamokat. Folytas-
suk munkankat abban a biztos tudatban, hogy allhatatossagunk elébb-utobb megtermi
a maga gyiimolcsét, vagyis adott esetben az egyenlet megoldasat.

Nagyobb fokszamu egyenletek, példaul masodfoka egyenletek esetében
mar nem lehetiink biztosak a dolgunkban. Itt nem tudhatjuk az idéleges sikertelen-
ség okat. Lehet, hogy az egyenletnek van racionalis gyoke, csak ez a szam még nem
kertilt el6 a generalas soran. Ebben az esetben érdemes tovabbfolytatni a generalast.
Eléfordulhat viszont az az eset, hogy nincsen racionalis gyok, és ilyenkor barmed-
dig generaljuk is a racionalis szamokat, sohasem kapunk eredményt.

Modszeriink tehat az els6fokt egyenletek esetében algoritmus volt, vagyis
véges sok 1épés utan mindig kaptunk eredményt, magasabb fokszamu egyenletek
esetében viszont csak procedura.

Ebbdl természetesen nem lehet azt a kovetkeztetést levonni, hogy maga-
sabb fokszamu egyenletek esetében nem szerkeszthetd algoritmus. Igy példaul a
masodfoku egyenletek kozismert megoldd képlete nagyon hatékony algoritmust
szolgéaltat, és valaszt ad abban az esetben is, ha a gyokok nem racionalisak, sot
akkor is, ha komplex szamok. Itt pusztan arrél van sz6, hogy a megoldasi mod-
szert ,iigyetleniil” valasztottuk meg.

A huszadik szazad harmincas éveinek egyik meglepd és nagy jelentéségl
tudomanyos felismerése volt, hogy bizonyos problémakra nem szerkeszthetd
algoritmus, vagyis nem minden esetben kaphatunk valaszt kérdésiinkre. Az ilyen
feladatokra azt mondjuk, hogy algoritmikusan eldonthetetlenek.

Itt természetesen mindig egy feladatosztalyrol van sz6. Ennek egyes
konkrét reprezentansai, feladatai esetleg megoldhatoak, véges sok 1épésben
kapunk kérdésiinkre valaszt, annak ellenére, hogy altalanossagban a feladatosztaly
algoritmikusan eldonthetetlen, vagyis minden esetben valaszt adé algoritmus nem
szerkeszthetd.

Sajnos a tartalmazas kérdése, a szamitastechnika ezen alapvetd feladata
algoritmikusan eldonthetetlen. Szerencsére azért a helyzet ennyire nem sotét, az
1-es nyelvosztaly, és igy természetesen a 2-es és 3-as nyelvosztaly esetében szer-
keszthet6 algoritmus a tartalmazas feladatara.

Az alabbiakban megadjuk egy ilyen algoritmus alapgondolatat.

Legyen adott egy w jelsorozat, és egy G grammatikajaval adott meghatarozott
nyelv. Feltételezziik, hogy a nyelvtan kielégiti az 1-es nyelvosztaly kovetelményeit.

A megoldas kulcsa az a felismerés, hogy a nyelvtan nem csokkentd tulaj-
donsagt. Generaljuk ugyanis az dsszes lehetséges levezetést abban a reményben,
hogy el6bb-utobb eljutunk a w jelsorozathoz. Ha a generalas soran egy mon-
dathoz ériink, azt mindig Osszevetjiik a vizsgalt jelsorozattal. Amennyiben a két
jelsorozat azonos a vizsgalt jelsorozat mondata a nyelvnek.



Viszont valahanyszor egy mondatszerli forma hossza meghaladja a w jel-
sorozat hosszat, akkor a tovabbi probalkozasokat ezen az agon abbahagyhatjuk,
hiszen a nyelvtan nem csokkentd jellege miatt ebbdl a mondatszerii formabol a w
jelsorozat mar biztosan nem vezetheto le.

Minthogy egy adott hosszon beliil az 0sszes lehetséges mondat-
szerii formak szama véges, véges szamu 1épésben vagy megtalaljuk a széban
forgo jelsorozatot, vagy valamennyi levezetési utunk ,,befuccsol”, és igy kizarhat-
juk a tartalmazast. Annak megoldasa, hogy valamennyi levezetési utat bejarjunk,
egyszeri technikai probléma.

Az Osszes lehetséges levezetés modszere a 0-as nyelvosztaly esetében is
alkalmazhat6. Amennyiben az azonositando jelsorozat eleme a nyelvnek, vagyis
levezethetd, akkor a generalas soran elébb-utobb megkapjuk ezt a jelsorozatot,
hiszen ennek levezetése is benne van az Gsszes lehetséges levezetésben. A prob-
léma onnan adoédik, hogy most nem hagyhatjuk abba a levezetést a til hosszu
mondatszeri formék esetében, hiszen a nyelv tartalmaz csokkentd szabalyokat (ha
nem igy lenne, akkor a nyelv 1-es osztalyu lenne), és igy a hosszura nytlt mon-
datszerii formak visszasovanyodhatnak az elemzett jelsorozat hosszara. Eppen
ezért itt az elébbi modszer nem algoritmus, hanem csak procedura.

Abbol, hogy az Osszes lehetséges levezetések modszere a 0-as nyelv-
osztaly esetében nem szolgaltat algoritmust, hanem csak procedurat, dGnmagaban
még nem kovetkezik, hogy a tartalmazas feladata a 0-as nyelvosztalyban
algoritmikusan eldonthetetlen, hanem csupan azt jelzi, hogy ezen az tuton a fel-
adat nem algoritmizalhat6. Mint késobb kitlinik, a feladat a 0-4s nyelvosztalyra
valdban algoritmikusan eldonthetetlen, de ez kiilon igazolast igényel.

Az algoritmikus eldonthetetlenség kérdésére, és ezen beliil a tartalmazas
feladatara nagy fontossaga miatt még visszatériink. Itt csak utalni szeretnék arra,
hogy egy feladat, pontosabban egy feladatosztaly algoritmikusan eldonthetetlen
voltanak megallapitasa olyan ujszer(i apparatust igényel, amely még nincs birto-
kunkban.

Megjegyzem, hogy a tartalmazas kérdése sajnos a szamitastechnikai

nyelvészet nem egyetlen olyan lényeges problémaja, amelyr6l kideriil majd, hogy
algoritmikusan eldonthetetlen.
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1.6. Nyelvek és automatak

A szamitastechnikai nyelvészet egyik alapvet6, ha nem a legalapvetobb problé-
majat, a tartalmazas kérdését az el6z6 pontban tulajdonképpen megoldottuk.

Ez az altalanos algoritmus azonban messzemenden nem optimalis, €s a
matematikai nyelvészet erre a feladatra, a tartalmazas kérdésének megvalaszola-
sara 11j matematikai objektumokat definialt, az automatakat.

Az automata persze ugyanolyan matematikai objektum, mint volt a nyelv
¢és a nyelvtan, de szerencsére az automata mar elsé latasra is jobban hasonlit a
,,Ccivil” életbdl magunkkal hozott automata fogalom képzetére.

Az itt szereplé automataknak — mint azt emlitettiik — az a kizarélagos
feladatuk, hogy valaszt adjanak a tartalmazas kérdésére. Minthogy a kiilonb6z6
nyelvosztalyokhoz kiilonb6z6 bonyolultsagi szintli nyelvtanok tartoznak, nem
meglepd, hogy az egyes nyelvosztalyokhoz kiilonb6zd, egyre bonyolultabb
automata sziikségeltetik.

Minél korlatozottabbak a nyelvtan helyettesitési szabalyai, annal egysze-
rliibb szerkezetli automata elegend? a tartalmazas feladatanak megoldaséhoz.

Bar ezek az automatdk matematikai objektumok, mégis beszélhetiink
,szerkezeti” felépitésiikrol. Tulajdonképpen itt olyan valosagos, tehat fizikai ele-
mekbdl felépitett automatat specifikalunk, amely pontosan ugyanugy viselkedik,
mint az absztrakt matematikai objektum.

Egy automata — és ebben a tekintetben a matematikai és a koznapi érte-
lemben vett automata kdzott nincs kiilonbség — mindig valamilyen meghatarozott
allapotban van. Példaul egy telefonautomata lehet kiinduld allapotban, lehet
abban az allapotban, amikor a beszélot mar levettiik, és pénzbedobasra var, a
kovetkezd allapot az lesz, amikor a tarcsazé hangra varunk, és igy tovabb. Epp
igy a matematikai automatanak is van egy véges allapothalmaza, amelybdl min-
den helyzetben egy és csakis egy érvényes. Amennyiben az automatat elemekbdl
osszetettnek képzeljiik, akkor az automatanak a véges allapothalmaz kezelésére
alkalmas részét véges vezérlésnek nevezzik.

Minthogy automatanknak egy jelsorozatot, egy szoveget kell értel-
meznie, kell legyen valamilyen input perifériaja. Ez vagy egy olvaso, vagy egy
ir6-olvas6 berendezés. Az automata bonyolultsagatol fiigg, hogy megelégedhe-
tiink-e csak olvasassal, vagy mind olvasasra, mind irasra sziikségiink van. Az
elébbi esetben a perifériat mint lyukszalag olvasot, az utobbiban mint magnes-
szalag egységet képzelhetjiik el.

A szalag, pontosabban a szalagon 1évé értékes informacié hossza az
olvaso egység esetében trivialis. Iro-olvasd egységet alkalmazva korlatozhatjuk a
szalag hosszat, de megengedhetiink nem korlatos szalaghosszt is.

Végiil az automatanak lehet memoriaja is. A memoria jelenléte, és
hozzaférési modja szintén befolyasolja az automata bonyolultsagat. Az ir6-olvaséd



berendezéssel ellatott automatdk természetesen felhasznalhatjak informaciok
tarolasara a bemend szalagot is. Valoban az ilyen automatak élnek is ezzel a
lehetoséggel.

Periféria (lyukszalagolvaso,
magnesszalag-egység)

Véges allapotu @

vezérlés .
Memoria

1.1. abra

Az 1.1. abran feltiintettiik egy ilyen, a matematikai automatat modellezd
fizikai automata elvi rajzat.

Mint latni fogjuk, a négy kiilonb6z6 nyelvosztalynak négy kiilonbozo
automataosztaly felel meg. Ezek az automatdk alkalmasak lesznek arra, hogy a
tartalmazas kérdésére a valaszt — ha ez egyaltalaban lehetséges — megadjak.
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2.1. Regularis nyelvek és véges automatak

A regularis nyelveket a 3-as osztalyba tartozé grammatikak generaljak. Az ilyen
nyelveket elfogado, a tartalmazas kérdésére valaszt add automataosztaly a véges
automatak osztalya.

A véges automatak a legegyszeriibbek azon automatak koziil, amelyek az
el6z6 fejezetben ismertetett altaldnos automatabol szarmaztathatdoak. A véges
automata csak olvasni tud, tehat modellezésénél lyukszalag olvasot képzelhetiink
el, és nincsen memoriaja.

Elnevezését onnan kapta, hogy allapottere véges. Tulajdonképpen a név-
valasztds nem mondhaté til szerencsésnek, hiszen valamennyi, a késébbiekben

targyalt automata szintén véges allapotterii. Az elnevezést talan az indokolhatja,
hogy errdl az automatarol semmiféle mas jellegzetesség nem mondhato el.

A véges automatat, mint matematikai objektumot egy 6tds jellemez:
M(Q’ za 8, QO’F) (21)

ahol  — Q az automata allapotainak véges halmaza,

— 2 az elemzend¢ jelsorozat alfabetaja,

— O az automata mozgasi szabalyainak halmaza, amely szintén véges. A
mozgasi szabalyok az automatdk vilagaban ugyanolyan meghatarozo
szerepet jatszanak, mint a helyettesitési szabalyok a grammatikak ese-
tében. Ismertetésiikre rogvest visszatériink.

— ¢o az indul6 allapot. Az automata minden jelsorozat elemzését a g
allapotbol kiindulva végzi. Minthogy ¢, szintén egy automataallapot

qo€ Q (2.2)
— F az elfogado allapotok halmaza. Ez a halmaz az 6sszes allapotok hal-
mazanak részhalmaza, igy

FcQ (2.3.)

A mozgasi szabalyok mondjak meg, hogy egy adott allapotban egy adott

karakter beolvasasanak hatasara milyen 11j allapotot vesz fel az automata. Igy példaul

8(A,a)=8B (2.4.)

mozgéasi szabaly akkor alkalmazhato, ha az automata az A4 allapotban van, és az
olvasott karakter a. Az 0ij allapot B lesz.

A mozgasi szabalyok Osszessége tulajdonképpen egy leképezés, amely
az automataallapotok és az alfabeta karaktereinek direkt szorzatabol allé halmazt
képezi le az automataallapotok halmazara:

0xE=0 (2.5.)
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Erre a leképezésre semmiféle kiilon megkotést nem tesziink, igy nem
kivanjuk meg sem azt, hogy teljes, sem azt, hogy egyértelmii legyen. Ezek szerint
lehetnek olyan allapot-karakter parok, amelyekre nincs mozgasi utasitas, ugyan-
akkor olyan parok is elé6fordulhatnak, amelyekre egyidejlien egynél tobb mozgasi
szabaly is vonatkozik. Ilyenkor az automata barmelyik mozgasi szabalyt kovet-
heti, az automata valamelyik szabaly altal meghatarozott allapotba megy at.

Amennyiben minden allapot—karakter parhoz legfeljebb egy mozgasi
szabaly tartozik, akkor az automata miikddése egyértelmiien meghatarozott, az
automata determinisztikus. Ha minden allapot—karakter par esetében van mozgasi
szabaly, akkor az automata teljesen specifikalt.

Mindannyiszor, amikor egy mozgasi szabalyt alkalmazva egy karaktert
figyelembe vettiink, mintegy elolvastunk, a jelsorozat kdvetkezd karaktere lesz
érvényes. Fizikai automatankban ezt Ugy jellemezhetjiik, hogy minden mozgas
alkalmaval az olvasofej alatt a szalag egy karakternyit elmozdul. Egy mozgés-
sorozat eredményeképpen tehat a teljes jelsorozatot elolvashatjuk.

Az automata az elemzett jelsorozatot elfogadhatja, vagy visszautasithatja.
Az elfogadasnak két, egyidejlileg teljesitendd feltétele van. Az automatanak a
szoveget végig kell olvasnia, és az utolso karakter elolvasasa utan az automatanak
elfogado allapotba kell keriilnie. Az elsé feltételre azért van sziikség, mivel nem
kotottiikk ki a leképezés teljes voltat, és igy el6fordulhat, hogy egy bizonyos
szitudcioban, egy bizonyos allapot-karakter paros esetében az automata nem tud
tovabblépni, mivel nincsen alkalmazhat6 mozgasi szabaly. Ilyenkor az automata
anélkiil all meg, hogy a jelsorozatot végigolvasta volna.

A fentiek szerint ezt a helyzetet visszautasitasnak tekintjiik. A vissza-
utasitasnak ez a formaja természetesen csak nem teljesen specifikalt automatak
esetében fordulhat eld.

Az automata mozgasi folyamatit mint tUgynevezett konfiguraciok
egymasutanjat kovethetjiik nyomon. Valamely automata konfiguraci6ja tulajdon-
képpen pillanatfelvétel az automata miikodésérél, amely mindazt az informaciot
tartalmazza, amelynek alapjan az automata tovabbi mitkodése meghatarozhato

k—k—>...0k—...>k (2.6.)

A > jel egy operator, amely az egymasbol egyetlen mozgassal, egyetlen
mozgasi szabaly alkalmazasaval elérheté konfiguraciokat valasztja el. Amennyi-
ben ki akarjuk hangstlyozni, hogy melyik automata mozgasi szabalyair6l van
sz0, akkor a > miiveleti jelhez indexként odairjuk az automata nevét. Ha nem
egyetlen, hanem tetszbleges szamu lépésben elérhetd konfiguraciot jeloliink,
akkor a mar ismert modon kitevében csillagot tesziink az operator folé, > .

Véges automatak esetében a konfiguracid az automata allapotat, és a még
el nem olvasott jelsorozatot tartalmazza. A mar elolvasott jelsorozat ugyanis csak



az olvasas eredményeképpen kiadodoé allapot utjan befolyasolja az automata
miikodésének tovabbi menetét.

Itt tehat egy konfiguracio:
k=(q,w) (2.7.)
ahol — ¢ egy automata allapot, tehat g € Q
— w pedig tetszéleges jelsorozat, tehat w € ¥ .

A fentiek szerint a 8(4, a) = B mozgasi szabaly abban a konfiguracioban
alkalmazhato, ahol az allapot 4, és a még elolvasando jelsorozat elsé karaktere a.

Egy automata L(M) nyelve alatt azon jelsorozatok halmazat értjiik, ame-
lyeket az automata elfogad. Eddigi jeldléseinkkel:

L) = {w [ (g0 w)oup, &) p e F) (2.8.)

Az Osszefliggés szerint a nyelv elemei azok a w jelsorozatok, amelyek a

kezddallapottal olyan konfiguraciot alkotnak, amely az M automata mozgasi

szabalyait alkalmazva tetszleges szamu 1épésben attér olyan konfiguraciora,

ahol az olvasando jelsorozat iires — magyaran az automata a teljes w jelsorozatot
mar elolvasta — és az allapot elfogado allapot, vagyis az F halmaz eleme.

Definialjunk most egy automatat az el6bbiekben leirt médon:

M ({S, 4, B, C}, {a, b, ¢}, 5, S,{C})
ahol 8={(S, a)=4,(4,a)=A4,(4, b)=B,(B, b)=B,(B, ¢c)=C, (C,c)=C}

Mint arrdl az olvas6é konnyen meggy6zodhet ez a leképezés nem teljes,
ugyanakkor egyértelmi.

A véges automatakat egy graffal szemléltethetjiik, ami nagyon megkdn-
nyiti tanulméanyozasukat. A graf iranyitott, €s csomopontjai megfelelnek az auto-
mata allapotainak. Amennyiben egy allapotbol egy adott karakter beolvasasanak
hatasara az automata egy masik allapotba megy at, akkor a két allapotnak megfe-
leld csomoépontokat egy, a régi allapotbdl az 0j allapotba mutatd, és az olvasott
karaktert mint nevet viseld éllel kotjiik Ossze.

fgy példaul, ha a mozgasi szabalyok kozott szerepel

(4, a)=B
akkor az 4 csomo6pontbdl a B csomopontba egy a jeli €l vezet.

A kiindulasi allapotot kis nyillal, az elfogad6 allapotokat pedig kettds
korrel jelolve tehetjiik az abrazolast egyértelmiivé.

2.1. dbra
A 2.1. abra a fent definialt véges automatat tiinteti fel. A miikodés kdve-
tésére helyezziink egy érmét a kezddallapotra, €s minden mozgasnal csusztassuk
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azt el a graf élei mentén az 1j allapotba. Amennyiben a jelsorozat elolvasasa utan
az érem egy elfogadé allapoton all, az automata a jelsorozatot elfogadta. Konnyi
belatni, hogy az abrazolt automata az

a'b'c* i,j, k>0
alaku jelsorozatokat fogadja el.

Az M automata L(M) nyelve azon jelsorozatok Osszessége, amelyeket az
automata elfogad. A fenti 6sszefiiggés igy az automata nyelvét adja.

Az automatak altal elfogadott nyelvek éppen a 3-as nyelvosztaly elemei,
tehat a véges automatak pontosan azokat a nyelveket fogadjak el, amelyeket a
regularis nyelvtanok generalnak.

Ennek az alapvetd ¢és fontos allitdsnak igazoldsara minden véges
automatadhoz rendeliink egy regularis nyelvtant, és minden regularis nyelvtanhoz
egy véges automatat olymodon, hogy az automata altal elfogadott nyelv a nyelv-
tan altal generalt nyelv legyen.

Emlékeztetdiil irjuk fel ismét a regularis nyelvtanokban engedélyezett két
szabalytipust:

A — aB A —>a

Legyen adott egy véges automata. A hozzarendelt nyelvtan karakterkész-
lete azonos kell legyen az automata nyelvének karakterkészletével. Nem véletlen,
hogy mindkett6t 2 jeloli.

Feleltessiink meg az automata minden allapotanak egy nemterminalis
szimbdélumot. Ezen beliil a kezdéallapotnak a mondatszimbolum feleljen meg.

Az automata minden mozgasi szabalyahoz rendeljiink egy levezetési
szabalyt a kovetkezoképpen:

8(4, a)=B A —>aB (2.9.)

Az automata elfogado allapotainak megfeleltetett nemterminalis szimbo-
lumokhoz rendeljiink egy ugynevezett e-szabalyt, amelynek jobboldala az iires
jelsorozat, €:

A —>e (2.10)

Az ilyen szabalyok szemantikaja betlir6l betiire megegyezik az eddig tar-
gyalt szabalyokéval. Ez annyit jelent, hogy a baloldalon szerepld nemterminalist
a mondatszerd formaban a jobboldallal, vagyis adott esetben az iires jelsorozattal
kell helyettesiteni. Az ilyen e-szabaly alkalmazédsakor tehat, a mondatszerii
formabdl az adott nemterminalis nyom nélkiil eltiinik, elenyészik.

Az ilyen modon szarmaztatott nyelvtan ugyanazt a nyelvet generalja,
amelyet az automata elfogad. Mieldtt azonban ennek igazolasaban elmeriilnénk,
végezzilk el elébb a forditott miiveletet, vagyis készitsiink valamely regularis
nyelvtan alapjan véges automatat.



Az egységes targyalds kedvéért alakitsuk at kissé a nyelvtant, és vezes-
stink be egy 1j elenyész6 nemterminalist. Legyen ennek neve E. Minthogy ez a
nemterminalis elenyészhet, egészitsiik ki a nyelvtant ennek e-szabalyaval:
E—>c¢

Az E elenyész6 nemtermindlisnak a nyelvtanban nincs is mas olyan sza-
balya, amelyben az a baloldalon szerepelne. igy ha egyszer az E nemterminalis
bekertiil a mondatszerii formaba, sziikségszerlien azonnal megsemmistil.

Ezutan egészitsiik ki a masodik tipusu levezetési szabalyokat az imént
bevezetett elenyészé nemterminalissal:

A —>a helyett legyen A —»aE (2.11)

Az g-szabalyokon kiviil igy nyelvtanunknak most mar csak elsé tipusu
szabalyai lesznek. Ezzel az atalakitassal a generalt nyelv nyilvan nem valtozik,
csupan az tortént, hogy az eredeti nyelvtan utoljara alkalmazott, és a mondatszerii
format mondatta alakitd6 masodik tipusu szabaly funkcioéjat két 1épésben oldjuk
meg. Eldszor a (2.11.) szerint beirjuk az elenyész6 nemterminalist, majd azt
elemésztjiik.

Itt minden nemtermindlisnak feleltessiink meg egy automata allapotot,
ezen beliil a mondatszimbdolum megfeleldje a kezddallapot legyen. Az allapotok
koziil azok lesznek elfogadd allapotok, amelyek e-szaballyal biré nemtermi-
nalisnak felelnek meg.

A helyettesitési szabalyok atirdsa mozgasi szabalyokka az alabbi minta
szerint torténik:

A —>aB (4, a)=8B (2.12))

Az automatak és a nekik megfeleltetett regularis nyelvtanok, illetve az
automatak nyelvének és a regularis nyelvtanok altal generalt nyelv azonossaga a
kovetkezoképpen lathato be.

El6szor azt igazoljuk, hogy amennyiben a nyelvtan segitségével levezet-
het6 a w4 mondatszerti forma, akkor 1étezik az automatanak olyan mozgassoro-
zata, amely a w bemenet hatasara az automatat az 4 allapotba viszi at.

Ennek az allitasnak a megforditasa is igaz, vagyis ha az automata a w
jelsorozat elolvasasa utan az A allapotba keriil, akkor a mondatszimbolumbol a
nyelvtan segitségével levezetheté a wA mondatszerii forma.

Eddigi jeloléseinkkel ezt a kovetkezOképpen irhatjuk le formalis mddon:

S =g wA = (g0, W) 6 (4, €) (2.13))

Allitasunkat teljes indukcioval igazolhatjuk. Tételezziik fel, hogy a

(2.13.) Osszefiiggés az n hosszsagu jelsorozatokra igaz. Legyen egy n+1 hos-

sziisagu jelsorozat alakja w = va, ahol |v| = n, és a a jelsorozat utolso karaktere.

Minthogy feltételezésiink szerint az n hosszisagu v jelsorozatra allitasunk igaz,

igy ha ennek hatasara az automata a B allapotba mehet at, akkor a nyelvtan képes
a vB mondatszeri forma generalasara.
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Ha most a kovetkez6é karakter olvasasakor az automata az A allapotba
keriil, vagyis létezik (B, a) = A alakli mozgasi szabalya, akkor a (2.9.) megfelel-
tetés miatt a nyelvtan képes az B — a4 helyettesitésre, és igy generalhatja a vad
mondatszer(i format.

Forditva, ha a nyelvtan alkalmas a vB mondatszerii formabol a va4 mon-
datszerli forma szdrmaztatasara, akkor a (2.12.) megfeleltetés miatt az automata a
va jelsorozat elolvasasa utan felveheti az 4 allapotot.

Az, hogy ez a feltételezés igaz n =1 esetére, trivialis.

Amennyiben az automata allapota elfogado, azaz a beolvasott jelsorozat
az automata nyelvének egy mondata, akkor ennek az allapotnak megfeleld
nemterminalis elemészthetd, és igy a nyelvtan ugyanazt a mondatot képes gene-
ralni. Ez az okfejtés visszafele is helytallo, igy a két nyelv, a regularis nyelvtan
altal generalt és a véges automata altal elfogadott azonos.

Amennyiben az 11j e-szabalyok bevezetését nem talaljuk rokonszenves
megoldasnak, akkor ezt megkeriilhetjiik. Amikor a nyelvtanbol készitiink auto-
matat, akkor az automatdban definialnunk kell egy olyan, a nyelvtan egyik
nemterminalisanak sem megfeleltetett Gj £ elfogado allapotot. A mésodik tipust
helyettesitési szabalyokhoz tartoz6 nyilakat ebbe az 0j automata allapotba ira-
nyitjuk.

A=a 84, a)=F (2.14.)

Vegylik észre, hogy az ily modon definialt elfogadé allapot funkciojat a
korabbi konstrukcioban az elenyészd nemterminalisnak megfeleltetett automata
allapot latta el.

Amikor az automatahoz szerkesztiink egy regularis nyelvtant, meg-
tehetjiik, hogy az automata elfogad6 allapotaiba vezeté nyilakhoz nem egyetlen,
hanem két, egy elsé és egy masodik tipusu levezetési szabalyt rendeliink.

Igy, ha a B allapot elfogadé allapot, akkor a
(4, a)=B
mozgasi szabalyhoz az alabbi két helyettesitési szabalyt rendeljiik:
A —>aB A—>a (2.15)

gy minden olyan esetben, amikor az automata elfogadé allapotba keriil,
tehat a beolvasott jelsorozat mondat is lehet, a masodik tipusu szabaly segitségé-
vel a nyelvtan a nemterminalist megdlve mondatot generalhat. fgy az esetek nagy
részében szerkeszthetd olyan, az automata nyelvével azonos nyelvet generald
regularis nyelvtan, amely e-szabalyokat nem tartalmaz. Probléma akkor adodik,
amikor a kezddallapot egyben elfogado allapot is. Mig minden mas allapotba
ugyanis csakis mozgas utjan juthatunk el, amikor a fenti (2.15.) szerinti atiras
alkalmazhato, addig a kezdéallapotba ,,belesziiletiink” és emiatt a mozgassal elér-
het6 allapotok esetében bevalt modszer nem alkalmazhato.



Egyébként amennyiben a kezdéallapot is elfogado allapot, akkor az {ires
jelsorozat, az € is eleme a nyelvnek. Ez a mondat pedig csokkentd, tehat
g-szabaly nélkiil nem allithat6 el6. gy, ha mast nem is, de egy

S—>e¢ (2.16.)
alaku szabalyt mindenképpen be kell venniink a nyelvtan szabalyai k6zé.

Annyit mindenesetre rdgzithetiink, hogy amennyiben az {iires jelsorozat
nem eleme a nyelvnek, akkor az e-szabaly nélkiili reguléris nyelvtannal general-
hato.

Hogyan kell értékelniink azt a koriilményt, hogy a nem csokkentd elso
osztalyt nyelvtanok részhalmazaként emlitett regularis nyelvtanok csokkentd
szabalyt tartalmaznak. Erre vonatkozdéan a késobbiekben részletes és kielégitd
magyarazattal fogok szolgalni. Most egyelére hunyjunk szemet e felett a latszo-
lagos anomalia felett.

Ezzel egyrészt a véges automatdk és az el6bbi szabalyok szerint
konstrudlt reguléris nyelvtanok, masrészt a regularis nyelvtanok és a beldliik
szarmaztatott automatak megfeleltetésének helyességét igazoltuk, vagyis a két
nyelvosztaly, a véges automatak €s a regularis nyelvek nyelvosztalyanak azonos-
sagat bebizonyitottuk.

Torlessziik most egy régi addssagunkat, és mutassuk meg, hogy a jobb-
regularis és balregularis nyelvtanok ugyanazt a nyelvosztalyt generaljak. Itt ele-
gendd, ha a balregularis nyelvtanok és a véges automatak ekvivalencigjat latjuk
be, hiszen a jobbregularis nyelvek €s a véges automatak nyelveinek azonossagat
mar igazoltuk.

Vegyiik észre, hogy mig a jobbregularis nyelvtanok szokésos
irasmodunknak megfelelden, vagyis balrol jobbra generaljak a mondatokat, addig
a balregularis nyelvtanok jobbrol balra generalnak. Az irasi és olvasasi irany
persze csak konvencio kérdése, hiszen példaul a semita népek jobbrol balra irnak
és olvasnak.

Azt hiszem ezek utan elegend6, ha csak az atirasi szabalyokat ismerte-
tem, a szabatos igazolast atengedem a szorgalmas olvasonak.

A két nyelvtani szabalytipus atirasa a kdvetkezo:
A - Ba (B, a)=4 (2.17))
A—>a 8(q0, a) =4 (2.18.)

Az eredeti nyelvtan mondatszimbolumanak az automata egyetlen elfo-
gado allapota felel meg, mig az ujonnan bevezetett gy allapot lesz az automata
kiindulasi allapota.

Amennyiben a nyelvtanban volna g-szabaly, akkor annak baloldalan allo
nemterminalis, pontosabban a neki megfeleld automata allapot itt értelemszertien
kezddallapot lesz.
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Természetesen barmilyen legyen is a nyelvtan, egy automatanak nem
lehet egynél tobb kezddallapota, igy ezeket egyesiteniink kell. A keveredés elke-
riillésére vezessiink be egy 10 kezddallapotot, és minden az eredeti kezddallapot
jeloltekbdl kiinduld nyilat duplikaljunk olymédon, hogy a nyil kiinduldsa az 1j
kezddallapot legyen.

Példaképpen szerkessziink véges automatat az alabbi balregularis nyelv-
tanhoz.

S —Ca | Db C —>Aa D — Bb
A —>Adal ab|e B —»BalBb|e

A 2.2. é4bra baloldalan a (2.17.) és (2.18.) Osszefliggések alapjan
szerkesztett és torténetesen két kezddallapottal bird ,,torzsziilott” automata van
feltiintetve, az abra jobboldalan az allapotok mar kézdsitve vannak.

a,b a,b
AN

2.2. dbra

Az atalakitds megforditasanal, amikor egy véges automatabol kell
balregularis nyelvtant késziteniink, akkor nehézséget okozhat, ha az automatanak
tobb elfogado allapota van. Ilyenkor az automatat egyenértékii — ugyanazt a
nyelvet elfogadd — és csak egyetlen elfogadd allapottal bird automatava kell
atalakitani.

Ezt ugy érhetjiik el, hogy egy 1j, és egyetlen elfogado allapotot vezetiink
be. Ezzel egyidejiien az eredeti elfogado allapotok elfogado jellegét megsziintet-
Jjuk.

Ezek utan valamennyi, eredetileg elfogado allapotba vezetd nyilat dupli-
kalunk olymoédon, hogy a nyilak kiindulasi allapotat nem valtoztatjuk meg, a
célallapot azonban az 11j elfogado allapot lesz. Amennyiben az olvasott karakter a
jelsorozat utolsd eleme volt, akkor a duplikalt nyil segitségével az 1) elfogadd
allapotba kell 1épniink, viszont ha ez nem az utols6 karakter, akkor az eredeti
¢len haladunk tovabb. Persze ez az atalakitds még akkor sem eredményez deter-
minisztikus automatat, ha az eredeti automata determinisztikus volt.

Arrél, hogy egy automata tObb mozgasi alternativa esetében hogyan
viselkedik, mas szoval, hogyan kell kezelni a nemdeterminisztikus automatakat, a
kovetkezo fejezetben részletesen szolunk.



Most példaképpen készitsiink egy véges automatahoz balregularis nyelv-
tant, még akkor is, ha néhany kérdés még tisztazasra var.

2.3. 4bra

A 2.3. abra automatajanak két elfogado allapota van. Az automata nyelve
azokat az a és b karakterekbdl jelsorozatokat tartalmazza, amelyben akar két a
karakter, akar két b karakter egymas utan all.

Az ismertetett atirasi szabalyokat alkalmazva a jobbregularis grammatika
a kovetkezd lesz:

S —>aS S —>bS S —>aAd S —bB
A—aC A—>a
B - bD B —>b
C »aC C >bC C —>a C—>b
D —aD D —bD D —a D —b

A balregularis grammatika szarmaztatasara alakitsuk at az automatat
olymodon, hogy csak egyetlen elfogadé allapotot tartalmazzon. Ezt a médositast
tiinteti fel a 2.4. abra. Sportszerien csakis az altalunk ismertetett, és minden eset-
ben alkalmazhaté szabalyok szerint jartunk el, jollehet itt sokkal egyszeribb
megoldas is kinalkozna.

2.4. dbra



38 2.1. Regularis nyelvek és véges automatak

Az atirasi szabalyok megforditasaval konnyen megszerkeszthetjiik
balregularis nyelvtan helyettesitési szabalyait.

E > Aa E —> Bb E > Ca
E —>Cbh E — Da E - Db
C > A4a C > Ca C —>Cbh
D — Bb D — Da D — Db
A —>Sa A—>a B —>Sh B—>b
S —>Sa S —>a S —>8b S—>b

Ezzel demonstraltuk, hogy a jobb- és balregularis nyelvtanok ugyanazt a
nyelvosztalyt generaljak.

Felhivjuk az olvas6 figyelmét, hogy egy regularis nyelvtanban csak egy-
féle, vagy 4 — aB vagy A — Ba alaku szabalyok lehetnek. A kétféle szabaly
egyidejli alkalmazasa kivezet a regularis nyelvek osztalyabol.

Alljon itt erre egy példa. Az alabbi nyelvtan
S >aX X —>S8b X—>b

konnyen igazolhatoan az a'b' nyelvet generalja. Ez a nyelv viszont — mint azt
késobb bizonyitjuk — nem regularis nyelv.

2.2. Determinisztikus és nemdeterminisztikus véges automatak

Ha az automata minden allapot—karakter parjahoz legfeljebb egy mozgasi szabaly
tartozik, akkor az automata determinisztikus. Ilyenkor a mozgéasi szabalyok értel-
mezése nyilvanvald és egyértelmd.

Hogyan kell azonban értelmezni az automata miikddését, ha bizonyos
allapot—karakter parokhoz egynél tobb mozgasi szabaly tartozik, az automata
nemdeterminisztikus? Az altalanos definiciot, bar egy izben mar megadtuk,
fontossaga miatt megismételjiik.

Egy automata akkor fogad el egy jelsorozatot, ha l1étezik olyan mozgas-
sorozat, amelynek soran az automata a teljes jelsorozatot elolvassa, és utana
elfogado allapotban all meg.

A nemdeterminisztikus automatak esetében kellemetlen, hogy vala-
mennyi mozgasi lehetéséget egyidejlien kell figyelemmel kisérniink, hiszen nem
tudhatjuk, melyik mozgassorozat lesz sikeres, melyik vezet végiil eredményre.

Ugyanakkor ez a definicid nemdeterminisztikus automatéknal is egyér-
telmiivé teszi a tartalmazas kérdését.

Az olyan automatakkal, a sztochasztikus automatakkal, ahol a tobb
lehet6ség koziil az automata valamilyen torvényszeriiség szerint mindig csak
egyet vesz igénybe, tehat ahol eléfordulhat, hogy egy automata egy jelsorozatot
egyszer elfogad maskor meg nem, ez a konyv nem foglalkozik.



Az automatdk ,nem determinizmusat’ egy szammal jellemezhetjiik.
Megadjuk a valtozatok szamat annal az allapot—karakter parnal, amely az ilyen
variansokban leggazdagabb. Ez a szam determinisztikus automatak esetében
pontosan egy, nemdeterminisztikusokénal egynél nagyobb.

A determinisztikus automata igy felfoghatd, mint a nemdeterminisztikusok
specialis esete, olyan nemdeterminisztikus automata, amelynek nem determinizmu-
sa egy. EbbOl viszont az is kovetkezik, hogy a determinisztikus automatak nyelvei
a nemdeterminisztikus automatak, vagyis az Osszes véges automata nyelveinek
részhalmazat alkotjak.

Kérdés persze, hogy ez a részhalmaz valodi részhalmaz-e, 1étezik-e olyan
a 3-as nyelvosztalyba tartozé nyelv, amelyet nem lehet determinisztikus automa-
taval elfogadni.

A valasz nemleges, vagyis a determinisztikus automatak altal elfogadott
nyelvek halmaza megegyezik az Gsszes lehetséges véges automatak altal elfoga-
dott nyelvek halmazaval.

Ezt ugy igazoljuk, hogy megadunk egy mindig alkalmazhat6 algoritmust,
amely megmondja, hogyan lehet egy nemdeterminisztikus automatahoz egy vele
ekvivalens, vagyis ugyanazt a nyelvet elfogad6 determinisztikus automatat szer-
keszteni.

Mint emlitettem a véges automatdk grafos megjelenitése alkalmas az
automatak mikodésének kovetésére. Abban maradtunk, hogy egy érmét, példaul
egy tizforintost tesziink a kiindulasi allapotra, és a mozgasok alkalmaval ezt az
érmét mindig az j érvényes allapotra csusztatjuk at.

Determinisztikus automatak esetén, amikor minden helyzetben legfeljebb
egyetlen mozgasi lehetéség van, ez a pénzérme az egyetlen lehetséges allapotot
mutatja.

Amennyiben automatank nemdeterminisztikus, bizonyos helyzetekben
tobb mozgasi lehetdség is adodhat. Annak érdekében, hogy egyidejiien vala-
mennyi mozgasi lehetéséget nyomon kovethessiik, helyezziink most érmét min-
den olyan allapotra, amely a mozgasi szabalyok utjan elérheto.

Ennek semmilyen elvi akadalya sincsen, megvaldsitasa pusztan pénzkér-
dés, amennyiben most egynél tobb tizforintos érmére lesz szlikségiink.

Természetesen ezt a gondolatot rekurziv médon minden 1épésben véghez
kell vinniink. Egy adott helyzetben az 6sszes megjelolt, tehat az addig elérhetd
allapotot megvizsgaljuk, és meghatarozzuk, hogy a most beolvasott karakter
hatasara ezekbdl az allapottokbol milyen allapotok érhetdek el.

Igy figyelemmel tudjuk kisérni az Osszes lehetséges valtozat visel-
kedését, ami célkitiizéslink volt. Lényeges kiilonbség azonban, hogy mig a
determinisztikus automatak esetében egyetlen allapotot adtunk meg mint elérhetd
allapotot, addig itt egy allapothalmaz lesz az eredmény.
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Ha most egy olyan 1Uj automatat definialunk, amelynek allapottere az
eredeti automata allapotterének hatvanyhalmaza, akkor nyomon tudjuk kdvetni a
nemdeterminisztikus automata lehetséges allapotait, mégpedig determinisztikus
modon.

Legyen adott egy nemdeterminisztikus automatank, és definialjunk hozza
egy 1j, vele ekvivalens determinisztikus automatat.

A régi és az 1j automata karakterkészlete nyilvan azonos.

Az 1j automata allapotai a régi automata allapotterének részhalmazai.

Az 0 automata azon allapotai lesznek az elfogado allapotok, amelyek az
eredeti automata allapotok olyan részhalmazanak felelnek meg, amelyben leg-
alabb egy allapot az eredeti automata elfogado allapota.

Jelolje M(Q, Z, 5, qo, F)
az eredeti feltételezésiink szerint nemdeterminisztikus automatat, mig

M’(P, Z,8, py, F)

a beldle szerkesztett determinisztikus automatat. Mint tisztaztuk a két automata
alfabetaja sziikségképpen azonos, igy megnevezésiik is egyforma.

A determinisztikus automata allapotterét az eredeti automata allapot-
terének részhalmazai alkotjak. Ezek szerint

Pc2? (2.192)
vagyis az 0j allapottér az eredeti allapottér hatvanyhalmazanak részhalmaza.
Részhalmaz, hiszen nem minden allapotkombinacio fordul eld, igy példaul az
iires halmaz, amely definicid szerint eleme a hatvanyhalmaznak, nem eleme az 1
allapottérnek.

Po= 1490} (2.19b)
hiszen induléskor, anélkiil, hogy karaktert olvasnank be, csakis az eredeti kezdo-
allapot érhet6 el. Felhivom a gondos olvasé figyelmét, hogy az 0j kezddallapot
nem azonos a régi kezddallapottal, hanem a régi allapottérnek egy olyan rész-
halmaza, amely egyediil az eredeti kezddallapotot tartalmazza.

F={plpnFzz (2.19¢)
mint tisztaztuk, az eredeti allapottér azon részhalmazai lesznek az 1 allapottér
elfogado allapotai, amelyek tartalmaznak eredeti elfogadé allapotot.

Végiil az 0j automata mozgasi szabalyait az alabbiak alapjan lehet szar-
maztatni:

8 (R a)={U8(q a)=T R Te2? (2.194d)
qeR

Ezen formalis leirds azt mondja, hogy az 1j allapottér R allapotaban az a
karakter beolvasasanak hatasara az 0j allapottér T allapotaba keriiliink. Mind az
R, mind a T az eredeti allapottér részhalmaza. A T altal definialt részhalmazt tigy
allapithatjuk meg, hogy vessziik az R részhalmazéba tartoz6 eredeti allapotokat,
megnézziik, hogy ezekbdl az allapotokbol az eredeti mozgasi szabalyok szerint
milyen allapotokba tudunk eljutni, és képezziik ezeknek az uniojat.



Vilagos, hogy az eredeti és az 1j most mar bizonyosan determinisztikus
automata nyelve azonos, és barmilyen is legyen az eredeti automata, az 0j auto-
matat a leirt modszerrel mindig szarmaztatni tudjuk. Ezzel igazoltuk, hogy a
determinisztikus automatak valamennyi, a nemdeterminisztikus automatak altal
elfogadott nyelvet képesek elfogadni.

Sajnos a hatvanyhalmaz képzése nagyon megnoveli a halmaz szamossagat.
Szerencsére altalaban a helyzet nem ennyire kritikus, ugyanis a hatvanyhalmaz
nem minden elemének van szerepe az Uj automataban.

A gyakorlatban ugy jarhatunk el, hogy az eredeti nemdeterminisztikus
automatat elemezve meghatarozzuk az allapottér azon részhalmazait, amelyek
el6fordulhatnak mint egyidejlien elérhetd allapotok. Ezeket és csakis ezeket a
részhalmazokat vessziikk aztdn bele az 1j automata allapotterébe. Az egész
folyamat kezdete az 0j automata kezddallapota lesz, amely egyediil az eredeti
automata kezddallapotat tartalmazd részhalmaz. Ebbdl kiindulva allapithatjuk
meg, milyen részhalmazok figyelembe vételére van sziikség.

Az algoritmust legjobban egy példan szemléltethetjiik. Alakitsuk at a 2.3.
abran feltiintetett, és szemmel lathatoan nemdeterminisztikus automatat, szaba-
tosabban szerkessziink egy az automataval ekvivalens, de determinisztikus
automatat.

Az attekinthetOség biztositasara tlintessiik fel ujra a szoban forgd abrat.

2.5. dbra
Az egyszeriség kedvéért jeloljiik az 0j automata allapotait egyetlen
indexelt betiivel.
Az 10j automata kezddallapota — mint azt megbeszéltiik — egyediil a régi
automata kezdoallapotat tartalmazé részhalmaz lesz:
qgo=1{S}
Ebbdl az allapotbdl az a karakter beolvasasanak hatdsara mind az S mind
az A allapot elérhetd. Ily modon az 0j automata kovetkez6 allapota az elobbi két
allapotot tartalmazo részhalmaz lesz:

gi1=154}
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Hasonloan a b karakter beolvasasa esetén

¢2=1{S B}
adodik.

Ha most a ¢, allapotbol elérheté allapotokat keressiik, akkor azokat az
allapotokat kell egy részhalmazba 6sszefognunk, amelyek az 11j allapotbol, va-
gyis a ¢; halmaz barmelyik allapotabol elérhetéek. Igy tehat az 1j g, allapot és az
a karakter esetében a kdvetkez6 allapotot alkotd halmaz elemei azok az eredeti
automata allapotok lesznek, amelyek az a karakter beolvasasaval vagy az S alla-
potbdl vagy az A allapotbol elérhetdéek. Minthogy az S allapotbdl az S és az 4
allapot, az A allapotbol pedig a C allapot érthetd el, a kdvetkezo 1j allapot:

:={84,C}
Ennek mintajara kaphatjuk meg az 0j automata tobbi allapotat is.
94=1{S, B D} q9s=1{S B, C} 96=1{84, D}
41=15, B, C D} qs=1{54,C D}

Az ekvivalens determinisztikus automatat mutatja a 2.6. abra. Az 0j auto-
mata elfogado6 allapotai azok az 0j allapotok lesznek, ahol a részhalmaznak van
olyan eleme, amely az eredeti automataban elfogado allapot volt.

Két megjegyzés.

Amennyiben nem a 2.6. abran bemutatott automatabdl indultunk volna
ki, hanem annak modositott, csupan egyetlen elfogado allapotot tartalmazé valto-
zatabol, akkor is ugyanerre a determinisztikus automatara jutottunk volna. Ez, ha
nem is véletlen, de nem is sziikségszertl.

A determinisztikus automatanak 9 allapota van, ami Iényegesen keve-
sebb, mint az 5 elemii eredeti allapottér hatvanyhalmazanak 2° = 32 lehetséges
valtozata. Bar példankban az jonnan szerkesztett automata terebélyesebb az ere-
detinél, ez nem sziikségszerii. El6fordulhat, hogy a determinisztikus automata
kevesebb allapotot tartalmaz, mint a nemdeterminisztikus elddje.




Minthogy tetszéleges nemdeterminisztikus automatahoz a fenti modon
megszerkeszthetjiik annak determinisztikus parjat, igazoltuk azt az allitisunkat,
hogy a determinisztikus automatak nyelvei teljesen lefedik a 3-as nyelvosztalyt.

A determinisztikus automatak mintajara beszélhetliink determinisztikus
nyelvtanokrol és determinisztikus nyelvekrdl is. Egy regularis nyelvtan akkor
determinisztikus, ha a neki megfelelé véges automata determinisztikus. Egy
nyelv akkor determinisztikus, ha determinisztikus nyelvtannal generalhato.

Fenti eredményiinket ezek utan masképpen is megfogalmazhatjuk. A
determinisztikus nyelvtanok alkalmasak a teljes 3-as nyelvosztaly generaldsara.
Ennek kdvetkeztében minden regularis nyelv determinisztikus nyelv.

2.3. Minimalautomata

Ugyantigy, ahogyan tobb nyelvtan generalhatja ugyanazt a nyelvet, egy nyelvnek
tobb automataja is lehet. Korlatozzuk vizsgéalatunkat determinisztikus és teljesen
specifikalt automatakra.

Az mar ismeretes, hogyan lehet egy nemdeterminisztikus automatabol
vele ekvivalens determinisztikusat késziteni. Vizsgaljuk most azt, hogyan lehet
egy nem teljesen specifikalt automatat teljesen specifikaltta tenni.

Ha egy automata nem teljesen specifikalt, az annyit jelent, hogy van
olyan allapot—karakter par, amelyre nincsen mozgasi szabaly. Vezessiink be egy
1j, csapdanak nevezett allapotot. Ezt altalaban a csapda angol megfelel6jének a
trap szonak kezddbetije, T jeloli. Ha valamelyik allapot—karakter parhoz nincsen
mozgasi szabaly rendelve, akkor egészitsiik ki szabalyainkat egy olyan mozgas-
sal, amely erre az allapot—karakter parra az automatat a csapdaallapotba viszi at.
Ezt természetesen valamennyi ilyen allapot—karakter parra megtessziik. A
csapdaallapotbol barmilyen karakter beolvasasara a csapdaallapotba megyiink at,
vagyis tulajdonképpen helyben maradunk. Ezek szerint, ha egyszer beleestiink a
csapdaba, akkor mar nem tudunk beldle kiméaszni.

Teljesen vilagos, hogy az ily modon teljesen specifikaltta tett automata
ugyanazt a nyelvet fogadja el, mint az eredeti. A kiindulasi automata ugyanis bi-
zonyos jelsorozatokat azért nem tudott elfogadni, mert mozgasi szabaly hijan
nem tudta azt végigolvasni. Most, mint minden teljesen specifikalt automata, az
1) automata minden jelsorozatot végigolvas. Azonban abban a helyzetben, ami-
kor az eredeti automata megallt, az Uj automata a csapdaallapotot veszi fel,
ahonnan nem tud szabadulni, és minthogy ez az allapot visszautasitd allapot, a
mondatot nem fogadja el.

Ezek szerint barmilyen legyen is az eredeti automata, kdnnyen készithe-
tiink beldle determinisztikus teljesen specifikalt automatat.
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Keressiik meg egy nyelv determinisztikus és teljesen specifikalt auto-
matai koziil a legegyszeriibbet. Az egyszerliség mértékéil az allapotok szama
szolgél. Ha egy automatanak kevesebb allapota van, egyszeriibb. Ilyen legegy-
szeribb automata természetesen létezik. A nyelvet elfogadd automatdk mind
véges allapotuak, igy ezek kozott sziikségképpen van minimalis allapotszama.

A probléma itt abban all, hogy hogyan lehet ilyen minimalis allapotszamu
automatat megszerkeszteni, és unikalis-e egy ilyen minimalis allapotszamu
automata. A masodik kérdésre adott valasz: minden nyelvhez Iényegében egyetlen
ilyen automata tartozik. Ennek neve minimalautomata.

A fentiek igazolasara az automata valamennyi allapotahoz rendeljiink egy
nyelvet. Ezt a nyelvet az az automata fogadja el, amely megegyezik az eredeti
automataval, pusztan a kezddallapotot helyeztiik at a szoban forgd allapotra. Az
eredeti kezd6allapothoz természetesen igy az automata eredeti nyelve tartozik.

Ertelmezziink ezek utan egy R relaciot az automata allapotai kozott. 4 és
B allapotra akkor igaz az ‘R relédcio, ha a két allapothoz rendelt két nyelv azonos.
Ez a relacio ekvivalenciarelaci6. Ugyanis az A4 allapothoz ugyanaz a nyelv
tartozik, mint az A allapothoz, vagyis AR4, tehat a relacio reflexiv. Ha az 4 és B
allapotok nyelvei azonosak, mas szoval ARB, akkor természetesen a B és A4 alla-
potok nyelvei is azonosak, vagyis

ARB = BRA, (2.23)
tehat a relacio szimmetrikus. Végiil, ha az 4 és B allapotokhoz valamint a B é¢s C
allapotokhoz tartozo nyelvek azonosak, akkor az 4 és C allapotokhoz ugyanaz a
nyelv tartozik. Formalisan:
ARB N BRC = ANRC (2.24.)
tehat a relacio tranzitiv.

Ezek szerint ez a relacié az automata allapotterét diszjunkt ekvivalencia-
osztalyokra osztja. Azonos ekvivalenciaosztdlyba azok az allapotok tartoznak,
amelyeknek nyelve azonos. Kiilonb6z6 ekvivalenciaosztalyhoz tartozo allapotok
nyelve kiilonb6z6.

Fogalmazzunk kicsit arnyaltabban. Amennyiben az 4 és B allapot ugyanabban
az ekvivalenciaosztalyban van, akkor nincsen olyan jelsorozat, amely kiilonbséget
tudna tenni a két allapot kozott. Ugyanis ha egy jelsorozat benne van a két allapot
koz06s nyelvében, akkor a két allapotbdl indulva és ezt a jelsorozatot beolvasva mindkét
esetben elfogadast kapunk eredményiil. Ha viszont a jelsorozat nincsen benne a k6zos
nyelvben, akkor mindkétszer elutasitunk. Amennyiben két allapot, C és D kiilonbzo
ekvivalenciaosztalyban, vagyis a hozzajuk rendelt két nyelv kiilonbdz6, akkor mindig
talalhato olyan jelsorozat — hiszen egyébként a két nyelv azonos lenne — amely az egyik
nyelvében benne van, a masikéban viszont nincsen. Ezt a jelsorozatot a két automata
allapotbdl inditva az egyik esetben elfogadjuk, a masikban visszautasitjuk. Tehat, ha a
két allapot nincsen egy ekvivalenciaosztalyban, akkor mindig Iétezik olyan jelsorozat,
amely a két allapot kozott disztingval.



Miutén kidertilt, hogy az azonos ekvivalenciaosztalyba tartozo6 allapotokat
semmiképpen sem lehet megkiilonboztetni, logikus az a megoldas, amely csak
egyetlen allapotot alkalmaz a teljes ekvivalenciaosztaly helyett. Egyesitsiik tehat az
ekvivalenciaosztalyok allapotait gondosan iigyelve arra, hogy graf ¢éleit megtartsuk.

Ezzel, ha volt olyan ekvivalenciaosztaly, amely tobb allapotot tartalmazott,
az automata allapotainak szamat csokkentettilk. Ez az automata lesz a minimal-
automata. Ennek az automatanak tehat nincs két azonos ekvivalenciaosztalyhoz
tartozoé allapota.

Az a megallapitas, hogy a minimalautomata ugyanazt a nyelvet fogadja
el, mint az eredeti, trividlis. Hiszen, ha az eredeti automataban ugyanahhoz az
ekvivalenciaosztalyhoz tartozo két allapotba érkeziink, a tovabbiakban ugyanazt
az eredményt kapjuk, barmit is olvassunk be ezutan.

Miutan a minimalautomatat definialtuk, felmeriil a kérdés, hogyan lehet
ezt az automatat egy adott automata alapjan megszerkeszteni. A megoldas kulcsa
az azonos ekvivalenciaosztalyba tartozo allapotok megtalalasa. Mint tudjuk, az
ilyen allapotokat semmilyen jelsorozattal sem lehet megkiilonbdztetni. Ha tehat
sorra vessziik az 0sszes lehetséges jelsorozatot, €s nem tapasztalunk kiilonbséget,
akkor a két allapot ekvivalencidjat sikeriilt megallapitanunk. Sajnos ez a modszer
hosszadalmas eljarasnak igérkezik, hiszen a lehetséges jelsorozatok szama, ami
nem mas, minta ¥ halmaz szamossaga, megszamlalhatéan végtelen.

Annak érdekében, hogy ezt a feladatot véges szamu Iépésben oldjuk
meg, vezessiink be az allapotok kozott egy 11j relaciot, pontosabban egy relacio
csaladot. Két allapot legyen i ekvivalens, ha legfeljebb i hosszusagu jelsorozattal
nem kiilonboztetheté meg. Az ekvivalencia eredeti meghatarozasa szerint két al-
lapotot akkor mondunk ekvivalensnek, ha azokat barmely tetszéleges hosszusagu
jelsorozattal sem tudjuk megkiilonboztetni. Igy az eredeti ekvivalencia az i ekvi-
valenciakbol az i — oo atmenettel all eld.

Ha ismerjiik egy allapottér i ekvivalens ekvivalenciaosztalyait, akkor en-
nek alapjan az i+1 ekvivalenciaosztalyokat kdnnyen megallapithatjuk. Nyilvan
ami nem volt i ekvivalens, nem lesz i+1 ekvivalens sem. Azt kell csupan meg-
vizsgalnunk, hogy az olyan i ekvivalens osztalyokban, ahol egynél tobb allapot
szerepelt, a kiilonboz6 allapotokbol egy ujabb karakter beolvasasara kiilonbozo
i-ekvivalenciaosztalyokba jutunk-e vagy sem. Ha utjaik eltérnek, akkor ezt a két i
ekvivalens allapotot kiilonbozé (i+1)-ekvivalenciaosztalyba kell sorolnunk. Ez
azt jelenti, hogy ebbdl az ekvivalenciaosztalybdl tobb ekvivalenciaosztalyt kell
formalnunk.

Amennyiben egy Ujabb karakter figyelembe vételével nem novekszik
meg az ekvivalenciaosztalyok szdma, akkor nyilvan ez tovabbi karakterek eseté-
ben sem fog bekdvetkezni, ami annyit jelent, hogy ez az i ekvivalencia azonos a
jelzo nélkiili, vagyis az eredetileg definialt ekvivalenciaval, igy a mostani fel-
osztas megegyezik az eredeti definicid szerinti ekvivalenciaosztalyokkal.
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Indulaskor vegytiik a 0 ekvivalenciat, vagyis tekintsiik azt az esetet, ami-
kor egyetlen jelsorozatot sem engedélyeziink, tehat csak ranézés alapjan vagyunk
képesek két allapot megkiilonboztetésére. llyenkor csak az elfogado és visszauta-
sito allapotok kozott tudunk disztingvalni, tehat két ekvivalenciaosztalyunk lesz,
az egyikbe a visszautasitd, a masikba az elfogadé allapotokat soroljuk. Ezutan
noveljiikk az engedélyezett jelsorozatok hosszat mindaddig, amig tovabb mar nem
novekszik az ekvivalenciaosztalyok szama. Ez a jelenség elobb utobb sziikség-
szerlien bekovetkezik, hiszen az allapotok szdma véges, és az egyetlen allapotot
tartalmazo ekvivalenciaosztalyt tovabb bontani mar nem lehet. igy véges szamu
1épésben tudjuk meghatarozni az eredetileg definialt ekvivalenciaosztalyokat.

Mutassuk be ezt a mddszert egy példan, a 2.6. dbra automatajan.

Kiindulasul irjuk fel a két 0-ekvivalenciaosztalyt. Az egyikbe a vissza-
utasitd, a masikba az elfogado allapotok keriilnek:

{ 90, 91, ¢2} {93 44, 95, 965 47, qs}

A 1 karakter beolvasasdnal végzett vizsgalatnal az éppen érvényes
ekvivalenciaosztalyok alapul vételével egy osztaly allapotait egyenértékiiecknek
tekintjiik. Két allapot nem egyenértékii volta abbol tiinik ki, hogy van olyan
karakter, amely a két allapotbol két kiilonb6zo osztalyba visz.

Példank automatajaban egy karaktert alkalmazva kiderdil, hogy a g, ¢; és
g, éallapotok nem egy ekvivalenciaosztalyba tartoznak. Ugyanis példaul az a
karakter a g, allapotbol a visszautasitd, mig a g, allapotbol az elfogadd allapotok
osztalyaba viszi at az automatat.

Ezek szerint az 1-ekvivalenciaosztalyokban a fenti harom allapot kiilon-
kiilon képez egy-egy ekvivalenciaosztalyt.

Az elfogad6 allapotok osztalyaban ilyen finomitds nem kovetkezik be,
mivel az osztaly barmelyik allapotabol barmely karakter osztalyon beliili alla-
potba visz.

Ezek utan az 1-ekvivalenciaosztalyok a kovetkezok:

{‘]0} {‘]1} {‘]2} {q39 q4, 45, 46, 47, (IS}

A kovetkez karakter beolvasiasa — mint arr6l az olvasdé konnyen
meggy6zédhet — nem hoz valtozast az osztalyok felosztasaban. Igy a vizsgalatot
befejezhetjiik, megallapitva, hogy az elfogad6 allapotok ekvivalensek, tehat
egyetlen, a kovetkezd abran g; allapottal jelolt allapotba kozdsithetoek. Ez lesz
tehat a minimalautomata, és ezt mutatja a 2.7. abra.



2.7. ébra

Minthogy determinisztikus és teljesen specifikalt automatabol indultunk
ki, a minimalautomata is determinisztikus és teljesen specifikalt lesz.

Néhany megjegyzés. A minimalautomata mindig determinisztikus és
teljesen specifikalt, tehat ha egy nemdeterminisztikus automatanak keressiik a
minimalautomatajat, akkor el6bb szerkessziink az eredetivel egyenértékii
determinisztikus és teljesen specifikalt automatat, és azt redukaljuk.

Eddig is volt mar dolgunk nem teljesen specifikalt automatakkal. Ilyen
volt példaul a 2.1. abran feltiintetett automata is. A 2.8. dbra ennek az automa-
tanak teljesen specifikalt valtozatat mutatja be. Azt kell biztositanunk, hogy
minden allapotbol, minden karakterre legyen kimend €l. Ahol ilyet a természet,
vagyis az eredeti automata nem adott, ott nekiink kell behuzni egy, a csapdaba
vezetd élt.

2.8. abra
Igy tetszoleges automatihoz megszerkeszthetjiik a hozzatartozo minimal-
automatat. Azt azonban még igazolnunk kell, hogy az ily médon megszerkesztett
automata lényegében — izomorfiatol eltekintve — unikalis, azaz ez az egyetlen
ilyen kis allapotszammal bird, az adott nyelvet elfogadd és teljesen specifikalt
automata.
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Tételezziik ugyanis fel, hogy létezik egy masik automata, amely
ugyanazt a nyelvet fogadja el, és allapotainak szama nem nagyobb a minimal-
automataénal. Nevezziik ezt a hipotetikus automatat ellenautomatanak.

Legyen P az ellenautomata egy tetszOleges allapota. Tekintsiik most
azokat a jelsorozatokat, amelyek az ellenautomata kezddallapotabdl kiindulva az
ellenautomatat a P allapotba viszik at. Ezen jelsorozatok hatasara a minimal-
automata is sajat kezdoéallapotabdl kiindulva egyetlen allapotba — nevezziik ezt 4
allapotnak — keriil.

Amennyiben ez nem igy lenne, ellentmondasra jutnank abban a tekintetben,
hogy a két automata ugyanazt a nyelvet fogadja el. Ha ugyanis az ellenautomatat a P
allapotba vivo jelsorozatok elemzésekor kideriilne, hogy ezek a jelsorozatok a
minimalautomatat egynél tobb allapotba juttatjak, akkor 1étezne két olyan jelsorozat,
mondjuk x és y, amely az ellenautomatat mindkét esetben a P allapotba, a
minimalautomatat azonban két kiilonb6z0, mondjuk, A4 és B allapotba viszi at.

A minimalautomata allapotai azonban megkiilonboztethetdek, hiszen
kiilonboz6 ekvivalenciaosztalyhoz tartoznak. Igy sziikségképpen talalhato olyan z
jelsorozat, amelyre a minimalautomata az A4, illetve a B allapotbdl inditva elté-
réen viselkedik, egyszer elfogad, masszor visszautasit.

Ebbdl viszont kdvetkezik, hogy a két automata nem fogadhatja el ugyan-
azt a nyelvet. Az xz és az yz jelsorozatokra ugyanis az ellenautomata azonosan, a
minimalautomata pedig eltéréen reagal.

Ezek szerint az ellenautomata egy allapotdhoz a minimalautomatanak
csakis egy allapota tartozhat. Ez a megallapitas természetesen az ellenautomata
minden allapotara helytallo.

minimalautomata ellenautomata

2.9. abra

Ha az ellenautomata tobb kiilonb6z6 allapotahoz ugyanaz a minimalauto-
mata allapot tartozna, akkor az ellenautomata allapotainak a szama, ellentétben



feltételezésiinkkel, feliilmilna a minimalautomata allapotainak szamat. Ezt csak
ugy keriilhetjiik el, ha az ellenautomata kiilonb6z6 allapotainak a minimal-
automata mas-mas allapota felel meg.

Ezek szerint az ellenautomata és a minimalautomata allapotai kozott kol-
csonosen egyértelmii leképezés definialhatd, mas szdval a két automata izomorf,
vagyis az allapotok elnevezésétdl eltekintve azonos.

Ezzel a minimalautomata unicitasara vonatkoz¢ allitasunkat igazoltuk.

Felhivom az olvaso figyelmét arra, hogy a minimalautomata nem a
nyelvtanhoz, nem az azt megvaldsitd véges automatahoz, hanem a nyelvhez tar-
tozik. Mindig hangsulyoztam, hogy mig minden nyelvtanhoz és igy automatahoz
is egyetlen nyelv tartozik, addig egy nyelvnek szamtalan nyelvtana illetve auto-
matdja lehet. A minimalautomataval més a helyzet. Minden regularis nyelvhez —
izomorfiatol eltekintve — egy és csakis egy minimalautomata tartozhat.

Legyen adva két regularis nyelvtanunk. Szeretnénk eldonteni, hogy a két
nyelvtan ekvivalens-e, ugyanazt a nyelvet generalja-e vagy sem. Ennek a problémanak
egyik lehetséges megoldasa, hogy megszerkesztjiik a két automatat, azokbol a két
minidlautomatat, és ha a minimalautomatak izomorfak, a két nyelv azonos.

A késobbiekbdl kideriil, hogy két nyelvtan ekvivalenciajat altalanossag-
ban csak akkor lehet eldonteni, ha a két nyelvtan regularis.

2.4. A két iranyban mozg6 véges automata

Nem hangsulyoztuk ki kiilén, de természetesnek vettiik, hogy a véges automata
olvasaskor olyan ,.fizikai” mozgast végez, amelynek eredményeképpen folya-
matosan és balrdl jobbra olvasunk. A mozgas soran igy az olvasofej ala egy 1j,
sohasem latott karakter keriil.

Ez nem sziikségszerii. Bonyolultabba tehetjiilk az automata miikddését,
ha megengedjiik, hogy az egyes mozgasoknal a lyukszalag tovabbitasa tekin-
tetében harom lehetdség legyen. A jobbra Iépés helyett balra is Iéphetiink, vagy
esetleg helyben is maradhatunk.

Definialjunk egy haromelemii halmazt:

{j, h, b} (2.23)
ahol j jobbra, & helyben és b balra jelentésli, és az automata mozgasa soran lehet-
séges lépéslehetdségeket jeloli. A mozgasi szabalyok igy az allapothalmaz és a
karakterhalmaz direkt szorzatit az allapothalmaz és a mozgasi lehetdségeket
kifejez6 fenti halmaz direkt szorzatara képezik le:

OxE=0x{j,hb} (2.24.)
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Természetes, hogy az eddig targyalt egyszeri, egy iranyban mozg6 véges
automatak a két iranyban mozgok specialis esetei. Ha a mozgasi irany tekinteté-
ben mindig a j lehetdséget valasztjuk, vagyis mindig az olvasottol jobbra all6 lesz
a kovetkezd karakter, akkor kapjuk az egyszerii véges automatakat.

Minthogy az egyszerli véges automatak a két iranyban mozgok részhal-
mazat alkotjak, az egyszerii automatak nyelve, vagyis a 3-as nyelvosztaly nyelvei
a két iranyban mozg6 automatak nyelveinek részhalmaza.

Ismét felmeriil a kérdés valodi-e ez a részhalmaz? A valasz ismét nemleges.

A bizonyitas, ha kissé bonyolultabb is, emlékeztet a determinisztikus és
nemdeterminisztikus automatak ekvivalenciajanak igazolasara. Itt is kidolgozunk
egy algoritmust, amelynek segitségével minden kétirdnyu automatahoz egy vele
egyenértékll egyszeri véges automatat szerkeszthetiink.

Miel6tt a részletekre térnénk, ez a hely tlinik legalkalmasabbnak arra,
hogy néhany szot szoljunk az automata fogalmarol.

Matematikai értelemben automata alatt mindig egy problémamegoldoké-
pességre gondolunk, amelyet legjobban azzal a feladatosztallyal lehet jellemezni,
amelynek megoldasara az automata hivatott.

A véges automatdk esetében ez a feladatosztidly a regularis nyelvek
tartalmazasi feladata. Egy automataosztaly ilyenforman torténé definialasa azon-
ban tal elvont, és gyakorlatilag hasznalhatatlan lenne.

Ezért altalanos az a modszer, amely az automatdkat matematikai
leirasukkal és fizikai modelljikkel adja meg. Kideriilt azonban, hogy tobb ha-
sonlo felépitésli, de azért mégis kiilonb6z6 automata ereje, feladatmegoldd
képessége azonos. A kovetett eljaras szerint ezen automatak koziil egyet —
lényegében donkényesen — kivalasztunk, €s azt mondjuk, ez az automata.

A tovabbiakban aztan bizonyitjuk, hogy a tobbi automatavaltozat egyen-
értékli a normativanak elfogadott, mintegy kodifikalt automataval.

A véges automatak vilagaban a matematikai nyelvészet valasztasa szerint
ez az automata a nemdeterminisztikus és nem teljesen specifikalt automata volt.
A mozgasi szabalyok altal definialt leképezésre ugyanis nem tettiink semmilyen
megkotést, nem koveteltiik meg sem az egyértelmiiséget, sem a teljességet.

Megjegyzem a normativa kivalasztdsa nem egységes, hiszen példaul az
automataelméletben a determinisztikus és teljesen specifikalt automatat tekintik a
véges automata mintapéldanyanak.

Most egy 1j, elsO latasra feltétleniil nagyobb erejlinek latsz6 automata
valtozatrél bizonyitjuk be, hogy nem tud tobbet, mint a normativanak valasztott
valtozat.

Mindenekel6tt az altalanossag megsértése nélkiil batran korlatozhatjuk
magunkat olyan automatakra, amelyek vagy a jobboldali, vagy a baloldali



karaktert veszik eld, helyben azonban nem maradnak. Ezzel a mozgasi lehetd-
ségek halmaza a {j, b} halmazra sz{kiil.

Ezt valoban megengedhetjiik, hiszen ha az automata helyben marad, akkor
a kovetkez6 mozgast konnyen megallapithatjuk. Az 0j allapot ugyanis ismeretes, a
beolvasott karakter, mivel a szalag helyben maradt, a régi. A mozgasokat igy addig
kovethetjilk egyszerii modon nyomon, amig a szalag jobbra vagy balra ki nem
mozdul.

Megtehetjiik, hogy a helyben jarashoz tartoz6 kozbenso allapotokat ki-
hagyva rogton a tényleges helyvaltoztatassal jard6 mozgas eredményét adjuk meg.

Amennyiben elmozdulas nélkiil 1épve olyan szituacid adodik, amelyre
nincs mozgasi szabaly, vagy a helyben jaras végtelen ciklusban folytatodik,
akkor mar eleve a kiindul6 allapot—karakter parhoz sem rendeliink mozgasi
szabalyt, hiszen a fiasko eldre lathato.

Igy minden harom mozgési lehetéséget figyelembe vevé automatihoz
konnyen szerkeszthetiink olyan, csak két irdnyban mozgd automatat, amely vele
egyenértékil, vagyis elegendd a csupan jobbra-balra mozgd automatakat vizsgal-
nunk.

Helyes, ha tisztdzzuk az elfogadas feltételeit. Az automatanknak a
szoveget végig kell olvasnia, mégpedig olymodon, hogy azon talhalad. Az auto-
matanak tehat az utolsé olvasott karakter utan, attol jobbra kell megallnia. Az
elfogadas masik feltétele itt is az elfogado allapot.

Ha megrajzoljuk a szalag mozgasat a Iépések fiiggvényében, akkor az
egyszerli automata esetében ez egy egyenes lesz, kétiranyu automatanal viszont
egy cikkcakkban haladd tortvonal. Itt ugyanis eldrelépéseket visszalépések
kovethetnek, és ez a jaték ismétlodhet.

A Kétiranyu automata 4 Egyiranyu automata
P P

0| [0)
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i i
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Az altalunk szerkesztendd egyenértékii egyszerli automata csak akkor
halad egyiitt a kétiranyu automataval, amikor az 1j, még soha nem olvasott
karaktereket tartalmaz6 szakaszon halad. A visszafelé megtett keriiloket, tév-
utakat az egyszer(i automata nem kdveti.

A 2.10. abran a mozgasi gérbén azokat a szakaszokat, amelyeket a két
automata egyiitt tesz meg, vastagitva rajzoltuk.

Mit csindl az egyszeri automata azalatt, amig a kétiranyu automata
visszalépés utan a mar egyszer olvasott szakaszon bolyong? Varakozik. Var arra,
hogy a kétiranyl automata tjra feltiinjon a jart 0t végén, és ismét eddig nem
olvasott karaktereket elemezzen.

Ez a helyzet nem all eld teljes bizonyossaggal. Elképzelhetd, hogy a
kétiranyt automata megall, vagy végérvényesen ott bolyong a mar elolvasott szo-
vegen. Ha azonban tjra elérkezik arra a pontra, ahol vargabetiijét elkezdte, akkor
fontos tudnunk, milyen allapotot vesz fel a kétiriny automata. Ennek alapjan
tudjuk ugyanis megitélni, hogy az automata atlépi-e a Rubicont, elolvassa-e¢ a
kovetkezo karaktert, vagy ujabb vargabetiibe kezd.

Ennek megallapitdsara minden adat rendelkezésre all. Ismerjiik az auto-
mata mozgasi szabalyait, de ismerjilk az elemzett karaktereket is, hiszen olyan
szovegrdl van szo, amelyet az automata legalabb egyszer mar elolvasott. Akar azt
is megtehetjiik, hogy az olvasott szoveget memorizaljuk, és a kétiranyu automata
mikodését gondolatban lejatsszuk.

Az olvasott szoveg memorizalasa csak elvi lehet6ség. Az ilyen jelsoroza-
tok hossza ugyanis nem korlatos, és igy véges automataval nem memorizalhato.

Valojaban nincs is sziikség ennyi, tehat nem korlatos szamu informacio
tarolasara, hiszen a potencialisan végtelen sok jelsorozat csak véges sok kiilon-
b6z6 viselkedést tantsithat.

Helyettesitsiik ugyanis az éppen olvasando, az olvasofej alatti karaktert
megel6z0 szdveget és a kétirdnyu automata ennek hatasara torténd miikodését
egy fallal, nevezziik ezt visszatérési falnak.

Ezen a falon az automata allapotainak megfeleld nyilasok vannak, még-
pedig egy nyilashalmaz a visszalépd, egy pedig a visszatéré allapotoknak. Ugy
képzelhetjiik el, hogy a nyilasokat a rexasztalhoz hasonldéan csatornak kotik os-
sze, olymodon, hogy ezek a csatornak a visszalépd allapotokbdl indulnak ki, és a
visszatérd allapotokba vezetnek. Példaul ha az automata a P allapotba 1ép be az
olvasott szovegbe, €s ilyen esetben a Q allapotban tér vissza, akkor a visszalépési
allapotok P nyilasat kell a visszatérési allapotok Q nyilasaval 6sszekotniink, azaz
feliil a P allapotba bedobott labdat alul a O allapotban kapjuk vissza.

Ezt a helyzetet igyekszik szemléltetni a 2.11. abra. Természetesen, ha
egy adott allapotba visszalépve az automata sohasem tér vissza, akkor ehhez a
visszalépési allapothoz egy vak csatornat képzeljiink, az ide bedobott labda soha-
sem tér vissza, hanem ott marad.
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2.11. abra

A visszatérési fal ,,bekotése” fiigg a mar elolvasott szovegtdl, és jelsoro-
zatrol jelsorozatra valtozhat. A visszatérési fal konfiguracidinak szama azonban
véges ¢€s korlatos, ellentétben az olvasott szoveg valtozatainak szamatol.

A visszatérési fal ugyanakkor teljesen jellemzi a kétirdnyu automata
miikodését az adott olvasott szoveg mellett. Eppen ezért az egyenértékii egyszerti
automata allapottere a kétiranyu automata allapotterének €s a visszatérési falak
halmazanak direkt szorzata lesz. Minthogy mindkét halmaz korlatos, direkt szor-
zatuk is az, tehat megfelel egy véges automata allapotterének.

Amennyiben a kétiranyll automata egy Uj karakter olvasasakor elérelép,
ugyanezt teszi az egyenértékil egyszerli automata is, kovetve a kétiranyu automata
allapotat, ugyanakkor attérve az uj szoveg esetében érvényes visszatérési falra.

Ezt az attérést, az 0j érvényes visszatérési fal megallapitasat a korabbi
visszatérési fal és a beolvasott Uj karakter ismeretében elemi uton tehetjiik meg.

Amennyiben a kétiranyl automata az 0j karakter olvasasakor visszalép,
akkor az érvényes visszatérési fal alapjan megnézziik, milyen allapotban tér majd
vissza, ha egyaltalaban visszatér, és olvassa el Gjbol ugyanazt a karaktert.

Elképzelhetd, hogy a kétiranyl automata 0jbdl visszalép. Ilyenkor Gjbol
elvégezzikk ezt a vizsgalatot, és igy jarunk el mindaddig, amig valamilyen
valtozast nem tapasztalunk. Ilyen jelenség lehet, hogy a kétiranyli automata nem
tér vissza, akar mert bent a szdvegben fennakadt, akar mert bent végtelen
ciklusba keriilt. El6fordulhat, hogy a visszalépések alkotnak végtelen ciklust.
Végiil emlitsiik meg azt az egyetlen kedvez6 esetet, amikor a kétiranyu automata
tovabblépve elorehalad, és egy 1j, eddig még nem olvasott karaktert elemez.

Az els6 két valtozatnal az egyenértékii egyszeri automata nem Iép,
hanem megall, illetve, ha teljesen specifikalt automatat készitiink, akkor a
csapdaallapotba megy at. A harmadik valtozatban az egyenértékli egyszerii
automata az utolsd elére torténo 1épést a kétirdnyu automataval egyiitt teszi meg.

Mint emlitettem, az 0j visszatérési falat az el6z6 falbdl és az olvasott ka-
rakterbdl lehet megszerkeszteni. Valahonnan azonban el kell indulnunk, a legels6
visszatérési falat kdzvetleniil kell meghatarozni.
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Az els6 karakter olvasasa el6tti fal nagyon egyszeri és attekinthetd.
Minthogy az elsé karakter el6tt nincsen karakter, esetleges visszalépés esetében
nincs mit olvasni, és a kétirdnyu automata kénytelen megallni. Itt minden
visszatérési allapot vakon végzodik, az automata sohasem tér vissza.

Lassunk most egy példat kétirdnyu automatara és a vele egyenértékii
egyszerli automata megszerkesztésére.
Legyenek a kétiranyu automata mozgasi szabalyai az alabbiak:
8(d, a) = (4, )) (4, b) = (B, ))
8(B, a) = (4, j) (B, b) = (B, b)
Legyen tovabba a kezddallapot A, és legyen mind az A, mind a B
elfogadd allapot. Adott esetben ez persze nem jelenti azt, hogy az automata

minden jelsorozatot elfogad, hiszen eléfordulhat, hogy a visszalépések miatt
bizonyos jelsorozatokat az automata nem tud végigolvasni.

Ha most az elérelépéseket folytonos, a visszalépéseket pedig szaggatott
nyilakkal jeloljiik, a két irinyban mozg6 automata rajza a 2.12. abran lathato.

2.12. abra

Az egyenértékli egyszeri automata allapotait jeldlje g és egy index, a
visszatérési falakat pedig A, és itt is indexszel kiillonboztessiik meg az egyes
falakat. Az indulo fal jele igy A,.

Az egyszer(i automata kezdoéallapota a kétiranyu automata 4 kezddalla-
potabdl, és az induld A, visszatérési falbol all:

qo= (4, Ao)

Vizsgaljuk meg, mi torténik akkor, ha a ¢, allapotban a karaktert
olvasunk be.

A Kkétiranya automata eldrelép, és az A allapotba keriil. Milyen
visszatérési fal tartozik majd az 1 allapothoz? Ehhez meg kell vizsgalnunk,
hogyan viselkedik az automata, ha a A, falat egy a karakter koveti. Jelolje az 1j
falat A;. [lyenkor szimbolikusan a helyzetet a kdvetkez6képpen jelolhetjiik

Ao | a | A
Akar az A akar a B allapotban 1épiink is be a A, falba, onnan az 4 allapot-

ban tériink vissza. Ebbol kovetkezik, hogy a A; fal esetében mind az 4, mind a B
visszalépési allapotot az 4 visszatérési allapottal kell 6sszekdtni.



Az is érzékelhetd, hogy az a karaktert mindig a A, visszatérési fal koveti,
hiszen az automata az a karaktert megel6z6 falba sohasem 1ép vissza, igy az nem
befolyasolhatja az a karaktert koveto falat, annak konfiguracioja érdektelen.

Ezek szerint a ¢q, allapotban az a karakter beolvasasara a ¢, allapot
kovetkezik, amelyet az alabbi par alkot:

q1 = (A, Al)

Ha a g, allapotban b karaktert olvasunk be, akkor a két automata ismét
1ép, az egyenértékii automata allapotanak egyik komponense a B allapot lesz, a
masik pedig a A, fal, amelyet a kdvetkez6 szituaciobdl hatarozhatunk meg:

A o] A,

Amikor az A4 allapotban Iépiink be a A, falba, akkor onnan a B allapotba
térlink vissza. Ha a visszalépési allapot B, akkor tovabb kell visszalépniink,
ezuttal a A, falba, ahonnan viszont nincs visszatérés.

A A, falnal tehat csak az A visszalépési allapotot kell a B visszatérési
allapottal 6sszekotni, a B visszalépési allapotbol csak vakvagany vezet.

A példa tovabbi szerkesztései, amelyek ugyanerre a kaptatira mennek, talan
nem igényelnek részletesebb magyarazatot. Az alabbiakban megadjuk az egyen-
értékii automata allapotait és mozgasi szabalyait. A 2.13. abran feltiintettiik az egyes
visszatérési falak ,.kapcsolasat”, és az egyenértéki automata grafjat is megadtuk.
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2.13.b. abra
Az allapotok: ¢o= (A4, Ao) q1=(4, Ay)
¢ =B, Ay) g3 = (B, A3)
a mozgasi szabalyok: (g, a) = ¢, d(qo, b) = g2
3(q1, a) = q 3(q1, b) = g5
3(q2, a) = q 3(q3, @) = qi

A kapott automata determinisztikus, de nem teljesen specifikalt, hiszen a
¢» €s g3 allapotokban a b karakter olvasasakor nincsen mozgasi szabaly.

Az automata nyelve azon a €s b karakterekbdl allo jelsorozatokat tartal-
mazza, amelyekben nem all két b karakter egymas mellett.

A csapdaallapottal kiegészitett, tehat teljesen specifikalt egyszerii
automata minimalautomatajat tiinteti fel a 2.14. abra.

2.14. abra

Fejtegetéseinkben hallgatolagosan feltételeztiik, hogy a kétiranyu
automata determinisztikus. Ez nem el6feltétel. Az algoritmus kismértéki
modositassal alkalmazhaté nemdeterminisztikus két irdnyban mozgd véges
automatak esetében is. Ennek atgondolasat az olvasoéra bizom.

Minthogy ezek szerint minden kétirdnyu mozgast végzd véges automa-
tahoz szerkeszthetd vele egyenértékii, vagyis ugyanazt a nyelvet elfogadd
egyszeri automata, igazoltuk, hogy a két irdnyban mozgd automatidk ereje,



feladatmegold6 képessége nem nagyobb az egyszerii véges automatakeénal.
Mindkét automataosztaly ugyanazt a nyelvosztalyt fogadja el.

2.5. Miiveletek nyelvekkel

A nyelvek, mint tisztaztuk, matematikai objektumok, nevezetesen jelsorozatok
halmazai. Mint az a matematikaban altalanos a matematikai objektumokra
miuveleteket szokas értelmezni. Ez alol a nyelvek sem kivételek.

A nyelvekre nagyon sok miivelet értelmezhet6. Mi egyelore megelég-
sziink az 6t legfontosabb nyelvi miivelet targyalasaval.

A nyelvek jelsorozatok halmazai. {gy vannak olyan miiveletek, amelyek
forrasa a halmazelmélet, és vannak olyanok, amelyeket a jelsorozat jelleg hataroz meg.

Ezek a miiveletek a komplemensképzés, az unio és a metszet miivelete,
tovabba a konkatenacio és a tranzitiv lezaras. Az elsé harom a halmazelméletbél
van atvéve, a tovabbi kett6ben a jelsorozat jelleg érvényesiil.

Egy nyelv komplemensébe azok a jelsorozatok tartoznak, amelyek nem
elemei a nyelvnek. Amikor komplemensr6l beszéliink, mindig tudnunk kell
milyen halmazra vonatkozé komplemenst keresiink. Ez az alaphalmaz az univer-
zum. Tudnunk kell tehat, mit tekintsiink adott esetben univerzumnak.

Amennyiben ¥ alfabeta felett értelmezett nyelvr6l van szd, akkor a Z ele-
meibdl alkotott dsszes lehetséges jelsorozat adja az univerzumot. Ez nem mas,
mint a £ halmaz.

Egy L nyelvz komplemensét tehat azok a ¥ halmazbeli elemek alkot-
jék, amelyek nem mondatai a nyelvnek. Ez a definicio teljes megegyezésben van
a komplemens halmazelméleti értelmezésével.

Két L, és L, nyelv L, UL, unidja azon jelsorozatok Osszessége, amelyek
vagy az L, vagy az L, nyelv mondatai. A vagy itt természetesen nem kizaro
értelmi. Ez a definicid is pontosan koveti a halmazelméleti értelmezést.

Két L, és L, nyelv LinL, metszete azokat a jelsorozatokat tartalmazza,
amelyek mind az L, mind az L, nyelv mondatai. Ez is egybevag a halmazelméleti
értelmezéssel.

Az L, és L, nyelv ebben a sorrendben vett LieL, konkatenaltjan azon
jelsorozatok halmazat értjiikk, amelyeket ketté lehet vagni, fel lehet osztani
olymoddon, hogy a sorozat eleje az L;, a sorozat masodik fele az L, nyelv
mondata. Nincs olyan kovetelmény, hogy a szétvagds unikalis legyen.
Megjegyzem, hogy mig az unidé és a metszet miivelete kommutativ, addig a
konkatenacié nem az, de konnyen belathatod, hogy asszociativ. A konkatenacio
jelolésénél gyakran elhagyjuk a e operatort, és az egymas mellé irt nyelvekre a
konkatenaciéo miiveletét értjilk. Ez megegyezik az aritmetikaban a szorzas miive-
letének jeldlésével, ahol szintén elhagyhatjuk az operatort.
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A konkatenacio bevezetésével értelmezhetjiik egy nyelv 6nmagaval vett
konkatenaltjat. Ezt az LeL konkatenaltat a szorzasi analdgia miatt a nyelv négy-
zetének nevezziik, és az L? jelolést is hasznalhatjuk. Természetesen nem csak egy
nyelv négyzetét értelmezhetjiik ily modon, hanem akéarhanyadik hatvanyat is. gy
L' a nyelv i-szeres konkatenaltja, amely azokat a jelsorozatokat tartalmazza, ame-
lyeket fel lehet vagni i szamu darabra olymo6don, hogy mindegyik darab mondata
az L nyelvnek.

Az aritmetikdban, mint ismeretes, barmely szam nulladik hatvanyat az
egységnek értelmezzilk. Ez biztositja ugyanis, hogy azonos alapi hatvanyok
nyelv nulladik hatvanyanak azt a nyelvet tekintjiik, amelynek egyetlen eleme az
iires jelsorozat, €. Ugyanugy ahogy barmely szamnak az egységgel valo szorzata
a szamot szolgaltatja, barmely nyelvnek ezzel az egységnyelvvel valod
konkatenacidja a kiindulasi nyelvet adja vissza.

A nyelvek hatvanyozasinak ismeretében definialhatjuk egy L nyelv L’
tranzitiv lezartjat. A tranzitiv lezart a nyelv valamennyi hatvanyanak unioja,
vagyis azokat a jelsorozatokat tartalmazza, amelyeket fel lehet Ggy darabolni,
hogy minden darab a nyelv mondata legyen. A darabok szamara vonatkozoan
nincsen megkotés. Formalisan ezt az alabbi 0sszefiiggés fejezi ki:

L'=U L (2.25.)
i=

Felhivom a figyelmet arra, hogy az unidképzés a nulladik hatvanynal
kezdddik, tehat egy nyelv tranzitiv lezartjanak mindig eleme €, az iires jelsorozat.
Fogjuk fel a ¥ alfabetat nyelvnek, amelynek elemei az alfabeta karakterei. Régi
ismerdsiink a ¥ tehat nem mas, minta ¥ nyelv tranzitiv lezartja. Vegyiik észre, hogy
a csillag kitevo alkalmazasa a (2.25.) képletben megfelel az eddigi értelmezéseknek.

A nyelveken értelmezett miiveletek bevezetésekor rogton felmertil a kér-
dés, mennyiben zartak az egyes nyelvosztalyok a kiilonb6z6é muveletekre?

Akkor mondjuk, hogy egy halmaz egy miiveletre zart, vagy mas szavakkal
a miivelet nem vezet ki a halmazbdl, ha a miiveletet a halmaz tetszéleges elemén
vagy elemein elvégezve, az eredmény ismét csak a halmaz eleme lesz.

A reguléris nyelvek halmaza a fenti mtveletekkel szemben igen rokon-
szenvesen viselkedik, amennyiben valamennyi miiveletre nézve zart.

Miel6tt mind az 6t miiveletre kiilon-kiilon bebizonyitanank a regularis
nyelvek zartsagat, néhany megjegyzést tennék.

Minthogy a regularis nyelvtanok altal generalt, és a véges automatak altal
elfogadott nyelvek halmazanak azonossagat mar igazoltuk, a zartsag feltételeit
elegend6 csupan az egyik teriileten, akar a nyelvtanok, akar az automatak oldalardl
belatnunk. fgy éliink azzal a konnyebbséggel, hogy az igazolast ott végezziik el,
ahol az érzékletesebb.



Vegylik ezutan sorra a mar emlitett miiveleteket.

A komplemens képzésénél induljunk ki az automatabdl. Itt az alapgondolat
nyilvan az lehet, hogy cseréljiikk fel az allapotok jellegét. Ami eddig elfogado
allapot volt legyen visszautasito, és forditva, a visszautasitd allapotokbdl legyenek
elfogado allapotok.

Ez az otlet valoban célhoz vezet, csak 6Ovatosan kell alkalmazni. Ha
ugyanis az automata a szoveget nem tudja végigolvasni, akkor a definici6 szerint
ez visszautasitast jelent, az automata a jelsorozatot nem fogadta el. Ezen a
koriilményen az automata allapotok jellegének megcserélése természetesen nem
valtoztat, igy mindkét esetben visszautasitast kapnank.

Ennek elkeriilésére az automatat teljesen specifikalni kell, igy az a
szoveget mindig végigolvassa.

Problémat okozhat az automata esetleges nemdeterminisztikus volta.
Ilyenkor adodhat egy-egy olyan mozgéssorozat, amely koziil az egyik elfogado
allapotba, a masik pedig visszautasito allapotba vezet. Definicid szerint ilyenkor
az elfogadd allapotba vezetd mozgassorozatot kell alapul venni, és ennek
megfelelden a jelsorozatot el kell fogadni.

Egy ilyen nemdeterminisztikus automatanal pusztan az allapotok jelle-
gének felcserélésével szintén nem ériink célt. A csere utan ismét lesz egy elfogado
allapotba és egy visszautasito allapotba vezetd mozgassorozat, azzal a megjegyzés-
sel, hogy a két mozgas szerepe most felcserélédott. Az automata a jelsorozatot
mindkét esetben elfogadna. Ennek elkeriilésére alakitsuk at az automatat determi-
nisztikussa. Egy teljesen specifikalt determinisztikus automata allapotainak jellegét
felcserélve valoban a komplemens nyelvét elfogadd automatat nyertink.

Mind a teljes specifikacid, mind a determinisztikus automatara valo attérés
az elobbiek szerint megoldott, igy tetszoleges véges automatahoz szerkeszthetd olyan
véges automata, amely az eredeti automata nyelvének komplemensét fogadja el. igy
a komplemens is regularis nyelv, a zartsagot igazoltuk.

Végiil mutassuk be ennek egy alkalmazasat.

a b
7N 78N

a,b,c

2.15. abra

A 2.15. abran ugyanazt a nyelvet elfogado két véges automatat tiintettiink
fel. Koziiliik az elsé nem teljesen specifikalt. Ha a teljesen specifikalt automata
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allapotainak jellegét cseréljilk fel, valoban a komplemenst elfogadd automatat
kapunk. Amennyiben a nem teljesen specifikalt automatanal tessziik ezt, olyan
automatdhoz jutunk, amely a komplemens nyelvnél sziikebb halmazt fogad el,
lesznek ugyanis olyan jelsorozatok, amelyek sem az eredeti, sem az atalakitott
automata nem fogad el.

Az unid képzésénél elindulhatunk akar a nyelvtanbol, akéar az automatabol.
Itt is konstruktiv bizonyitast adunk, vagyis megszerkesztjiik az unidval eléallo
nyelv nyelvtanat, illetve az azt elfogad6 automatat.

Lassuk el6szor az automatakat érinté megoldast.

Az alapgondolat nyilvan az lehet, hogy egyesitsik a két automata
kezddallapotait egyetlen kozos kezddallapotba, és az els6 mozgas dontse el,
melyik automata fogadja el a jelsorozatot. Ha az els6 automataba 1épiink be azzal
az els6 nyelv mondatait fogjuk elfogadni, ha a masodikba, akkor a masodikét.
Azonban itt is 6vatossaggal kell eljarnunk.

Vannak olyan véges automatak, ahol a kezddallapotba nem vezet nyil,
igy az els0 1épést kovetden sohasem lesziink ujra a kezddallapotban. Mas
automataknal nem ez a helyzet.

A 2.16. dbra mutatja egy ilyen automata vazlatat.

véges automata

2.16. abra

Az abran sematikusan rajzoltunk egy olyan mozgasi sorozatot, egy
hurkot, amely a kezddallapotbdl kiindulva visszatér a kezddallapotba. Ugyanez
az automata egy masik kellemetlenné¢ valhatd tulajdonsaggal is rendelkezik,
nevezetesen van olyan elfogadd allapota, amelybdl vissza lehet térni az
automataba. Ezt is sematikusan egy az (egyik) elfogado allapotbol kiindulo és
oda visszatérd kor jelzi. Az el6bbi koroket prefix, illetve posztfix névvel jeloltiik,
hiszen ezek vagy a mondat elején, vagy a mondat végén fordulnak eld.

Amennyiben az egyesitendd két automatanak soha vissza nem térd kez-
déallapotai vannak, akkor a két kezdodallapot egyesitése valdan azt az automatat
szolgéltatja, amelyik a két nyelv uniojat fogadja el.

Ha azonban akar csak az egyik automatanal is vissza tudunk térni a kezd6-
allapotba, megtehetjiik, hogy ebben az automataban futunk egy kort, és a kezdoal-
lapotba visszatérve a masik automataban folytatjuk utunkat. igy olyan jelsorozato-
kat is elfogadhatunk, amelyek sem az egyik, sem a masik nyelvnek nem mondatai.

Ennek a hibanak elkeriilésére az automatakat, ha visszatér6 kezddallapotuk
van, at kell alakitanunk olymddon, hogy a kezddallapotba ne lehessen visszatérni.



Ezt konnyen megtehetjiik. Fosszuk meg az eredeti kezddallapotot ettdl a cimétdl,
és vezessiink be egy 0j kezddallapotot. Az eredeti kezddallapotbdl kiinduld nyila-
kat duplikalnunk kell, a masolatot az 0j kezddallapotbol inditsuk. Minthogy a
bemend nyilakat nem duplikdljuk, az 0j kezddéallapotnak csak kimend nyilai
lesznek, oda visszatérni nem lehet. A modositott automata természetesen ugyanazt
a nyelvet fogadja el, hiszen az elsé mozgast kovetden a két automata ugyanabba az
allapotba kertil, és a tovabbiakban mar csak az automatanak az eredeti automataval
megegyezo részének van szerepe. Az ily modon atalakitott, a kezdéallapotba vissza
nem 1épé automatak kezddallapotait most mar egyesithetjiik, hiszen az elsé 1épés
itt valoban eldonti, melyik automataban folytatjuk le az elemzést, és nincs
lehet6ség a két automata kdzotti kommunikaciora.

Ezzel a problémaval kissé modositott formdban tulajdonképpen mar
talalkoztunk. Amikor a balregularis nyelvtanokhoz készitettiink automatat, akkor
egynél tobb allapot tarthatott igényt a kezddallapot titulusara. A problémat akkor
lényegében ugyanezzel a modszerrel oldottuk meg.

A két nyelv unidjanak elfogadasara szolgald automatat ugy is elképzel-
hetjiik, hogy a két automatat egyetlen automatanak tekintjiik, amelynek azonban
sajnalatos modon két kezddallapota van. Ennek a ,,betegségnek” a kiktiralasara
pontosan a fent leirt miiveleteket kell elvégezniink.

Induljunk ki most a nyelvtanokbol. Legyen tehat a két L, és L, nyelv
nyelvtanaval adott. Annak érdekében, hogy a két nyelvtan szabalyait meg tudjuk
kiilonboztetni, gondoskodnunk kell arrol, hogy a két nyelvtan nemterminalis
szimbolumainak halmaza diszjunkt legyen. Ha eredetileg nem ez volna a helyzet,
akkor ezen atnevezéssel segithetiink.

Amennyiben a mondatszimbdlumok sehol sem szerepelnek levezetési sza-
baly jobboldalan, ez annyit jelent, hogy az elsé levezetési szabaly alkalmazasa utan
a mondatszimbdlum nem szerepel tobbet a mondatszer(i forméakban. Ilyenkor a két
nyelv mondatszimbolumait kozosithetjiik, vagyis egyetlen k6zos mondatszimbo-
lumot alkalmazva maris el6allt a két nyelv uniojat generald nyelvtan.

Persze el6fordulhat, hogy a mondatszimbolum szerepel a levezetési
szabalyok jobboldalan is. Ez esetben a mondatszimbolum a mondatszerii forma-
ban 1jbol felléphet. Ha ilyenkor tériink at a masik nyelvtanra, olyan jelsorozatot
generalhatunk, amelyik egyik nyelvnek sem mondata.

Vegyiik észre, hogy a mondatszimbolum feltiinése a levezetési szabaly
jobboldalan nem mas, mint az automatak visszatéré kezddallapotanak nyelvtani
interpretacioja.

A baj kezelése is analdég az automatiknal alkalmazottal. At kell térni
olyan nyelvtanra, ahol a mondatszimbélum nem szerepel levezetési szabaly
jobboldalan. Uj mondatszimbélumot kell bevezetni, a régi mondatszimbolumot
meg kell fosztani ett6l a rangjatol, végil duplikdlni kell azokat a levezetési
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szabalyokat, amelynek baloldalan az eredeti mondatszimbdlum all, olymoédon,
hogy annak helyébe az j mondatszimbdlumot irjuk.

Annak magyarazatara, hogy az 4talakitas a generalt nyelvet nem valtoztatja
meg, és ezutan a két nyelvtan egyesitése valoban a két nyelv unidjat generalja, nem
térek ki, hiszen ezt mar az automatak ismertetésekor megtettem.

Ezek szerint barmilyen legyen is a két automata, illetve a két nyelvtan, a
két nyelv unidja véges automataval elfogadhato, illetve regularis nyelvtannal
generalhato. Ezzel igazoltuk, hogy a regularis nyelvek zartak az unidképzés
miiveletére.

Lassunk egy példat az unioképzésre. Legyen a két nyelvtan:
L, S—>ad S—->bS A—>aS A-—>bA S—oe¢
L, S—>aS S—bB B—>aB B—bS S—oe¢

Atnevezéssel érjiik el, hogy ne legyen két azonos nevii nemterminalis a
két nyelvtanban.

L, P —ad P — bP A—>aP A— bA P—c¢

L, Q—»>a0 Q—>bB B—>aB B—->bQ O—>¢

Sajnos a mondatszimbolumok szerepelnek a produkciés szabalyok jobb-
oldalan is. Vezessiink be tehat uj mondatszimbolumokat, és két 1épést egyesitve
rogton kozositsiik is az 4j mondatszimbolumot.

S—>ad S—aQ S—>bP S—bB S—>e
P—>ad P—>bP A—>aP A—bA Poe
O—>a0 Q—>bB B—>aB B-—> b0 O-—>¢

Ezzel megkaptuk a két nyelvtan altal generalt nyelv unidjat generald
nyelvtant.

A szerkesztés menetét az automatakon is nyomon kovethetjiik. A 2.17.
abran el6szor a két nyelv automatija van feltiintetve. Mind a nyelvtanb6l, mind az
automatakbol konnyen megallapithatd, hogy a két nyelv a és b karakterekbdl allo
jelsorozatokat tartalmaz, mégpedig az elsé nyelv esetében az a, a masodikban a b
karakterek szama paros.

2.17.a. abra



2.17.b. abra

Az automatat olymodon kell atalakitani, hogy a kezddallapotba ne vezes-
sen nyil, ne térhessiink vissza a kezddallapotba. Ez a feltétel a megfeleldje annak
a kdvetelménynek, hogy a mondatszimbdlum ne szerepeljen produkcios szabaly
jobboldalan.

2.18. abra

A 2.18. abra baloldala az igy moddositott, majd a kezddallapotok
egyesitésével kiadodé automatat mutatja. Amennyiben el6zetes atalakitas nélkiil
egyesitenénk a két automata kezddallapotat, ugy megtorténhetne, hogy az egyik
nyelv mondatat a masik nyelv prefixuma helyteleniil megel6zné.

Az egyesitett automata nemdeterminisztikus. Amennyiben ezt az automa-
tat az ismert modon determinisztikussa alakitjuk, akkor a 2.18. abra jobboldalan
lathatd automatat kapjuk. Ez az automata csak azokat a jelsorozatokat utasitja
vissza, amelyekben mind az a, mind a b karakterek szama paratlan.

A metszet miiveletérdl szolva tulajdonképpen ezek utan annak zartsagat nem
kellene kiilon igazolnunk, hiszen a halmazelméletb6l jol ismert de Morgan szabalyok
szerint az unid- és metszetképzeés miivelete kifejezheté a masik miivelettel, és a
komplemens képzéssel. Minthogy a komplemens €s unidképzésre mar belattuk a
zartsagot, a metszet miiveletére vonatkoz6 zartsag ebbdl mar kovetkezik.
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Meégis adunk egy konstruktiv bizonyitast, mert a vazolt szerkesztés sokkal
célratorobb, és sok érdekes szempontra hivja fel a figyelmet.

Legyen adott két L, és L, nyelv véges automatajukkal. A metszet elfoga-
dasara olyan automatat kell szerkeszteniink, amely egyidejien figyelemmel
kiséri, mi torténik a két eredeti automataban, €s a jelsorozatot csak akkor fogadja
el, ha mindkét eredeti automata elfogadja azt.

Készitsiink egy olyan automatat, amelynek allapothalmaza a két eredeti
automata allapotterének direkt szorzata, pontosabban ennek alkalmas részhalmaza.
Igy az 0j automatén egyidejiien kovetni tudjuk a két eredeti automata miikodését.
Az 0j automata mozgéasi szabalyai ugyanis két eredeti automata mozgasi szabalyain
alapulnak, amennyiben egy indul6 allapotparbol egy karakter beolvasasanak hata-
sara az eredményiil kapott allapotpart az eredeti automatdk mozgasi szabalyai
alapjan hatarozzuk meg.

A metszet automatajanak kezddallapota a két kezddallapot szorzata lesz,
mig az elfogado allapotok azok az allapotparok lesznek, amelyek két elfogado
allapotbol szarmaznak.

Példankban a két nyelvet rogton automatajukkal adtuk meg.

2.19. abra
A 2.19. abra els6 automatéja azokat a jelsorozatokat fogadja el, ahol az a
karakterek (esetleg iires) sorozatat a b karakterek nem {ires sorozata kdveti. A
masodik automata az olyan a és b karakterekbol allo jelsorozatokat fogadja el,
ahol a karakterek szama paros.
A 2.20. abran a két nyelv metszetét elfogad6 automata van feltiintetve.

2.20. abra

Amennyiben a két eredeti automata determinisztikus volt a szerkesztés
menetébdl kovetkezéen az eredményiil kapott automata is determinisztikus lesz.
Megjegyzem, hogy a metszetképzésnél sem az automatak nemdeterminisztikus
volta, sem a maskor ,,illegalisnak” mindsitett hurkok jelenléte nem zavaro.



A konkatenacio esetében az igazolas egyszerd, akar az automatakbol,
akar a nyelvtanokbo6l indulunk is ki. Az L; és L, nyelv ebben a sorrendben vett
L,L, konkatenaltjat, pontosabban annak nyelvtanat az eredeti nyelvtanokbodl a
kovetkezoképpen kapjuk.

Szokéas szerint itt is el kell érniink, hogy a két nyelvtan nemterminalis
szimbolumaibol alkotott két halmaz diszjunkt legyen.

Ezutan vessziikk az elsé nyelvtan masodik tipusi szabalyait, vagyis
azokat, ahol a jobboldalon nincsen nemterminalis szimbolum. Ezeket atirjuk
olymodon, hogy a terminalis szimbolum utan odairjuk a masodik nyelvtan mon-
datszimbolumat. Példaképpen egy ilyen lehetséges atalakitas formaja:

A—>a = A—a$;
ahol az els6 szabaly az els6 nyelvtan levezetési szabalya, az S, pedig a masodik
nyelvtan mondatszimboluma. Az ily moédon megszerkesztett nyelvtan mondat-
szimbdluma nyilvan az els6 nyelvtan mondatszimbdluma lesz.

Magatol értetddd, hogy az eldbbiek szerint megszerkesztett nyelvtan a kon-
katenalt nyelvet generalja. Az elsé nyelv mondatainak generalasakor az utolsénak
alkalmazott szabaly sziikségszertien egy masodik tipusu szabaly volt. A mondatszeri
formaban ugyanis ilyen szabaly ,.tavolitja” el a nemterminalis szimbolumot, és teszi
ezzel a mondatszeri format mondatta. A kapott nyelvtan azonban az elsé nyelv
mondatai utan odabiggyeszti a masodik nyelv mondatszimboélumat, amelybdl aztan
egy a masodik nyelvhez tartozé mondat keletkezik.

Amennyiben az elsé nyelvtan tartalmaz 4 — ¢ alakil e-szabalyokat,
akkor a fent vazolt atalakitassal ezekb6l 4 — S, formaju ugynevezett egyszeres
szabalyok keletkeznének. A feltételes mod azért indokolt, mert a Chomsky-téle
eldiras ilyen szabalyokat nem ismer. Ezen ugy segithetiink, hogy az ilyen
szabalyok helyett a maganyos jobboldal, adott esetben a masodik nyelv mondat-
szimbolumanak helyébe beirjuk azon szabalyok jobboldalat, ahol a baloldalon ez
a maganyos szimbdlum szerepel. Ez a miivelet annyira egyszerti, hogy végre-
hajtasat az olvasora bizhatom annal is inkabb, mert késdbb még lesz sz6 rola.

Lassunk ismét egy példat:
L, S —aAd S — bS A—>aS A—bA S—e
L, S —>ad S—cS A—aS A —>cA A—¢

Az elsO nyelv az a és b, a masodik az a €s ¢ karakterekbdl all. Ezen kiviil
az elsé nyelvben az a karakterek szdma paros, a masodikban viszont paratlan.

Tegylik a nemterminalis szimbdlumok halmazait diszjunktta:

L, S —ad S—bS A—>aS A— bA S—e¢

L, P—>aQ P—>cP O—>aP Q-—>cQ O—¢

Ezek utan el kell érniink, hogy vagy az els6 nyelv elenyészo S szimbolu-

ma ne szerepeljen a baloldalon, vagy a masodik nyelv P mondatszimboluma ne
legyen a szabalyok jobboldalan. A vagy itt nem kizaré vagy.
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Itt az utébbi megoldast valasztottuk.
L, S—>ad S— bS A—aS A — bA S—¢
L, R—>aQ R->cP P—aQ P—cP

O —>»aP Q-—>cQ O—¢

Ennek alapjan a konkatenalt nyelv nyelvtana a kovetkez6:

LL, S—aAd S—bS A— aS A — bA
S—>aQ S—>cP P—aQ P—cP
O—>aP QO->cQ O—>c¢

Az eredményt itt mar végleges formaban adtuk meg, vagyis a szalon-
képtelen egyszeres szabalyokat mar kikiiszoboltik.

A teljesség kedvéért a fenti példat automatakkal is megoldjuk. Itt a nyelv-
tanok egymasba flizésének az a miivelet felel meg, hogy az elsé automata elfogado
allapotat ,,0sszeszegecseljiik” a masodik automata kezdéallapotaval. Amennyiben
az elsd automatanak egynél tobb elfogadd allapota lenne, akkor vagy minden
elfogado allapothoz hozzaszegecseliink egy masodik automatat, vagy egyetlen
elfogadoé allapotot hozunk létre. Itt arra kell {igyelniink, hogy az elsé automata
elfogado allapotabdl ne lehessen visszatérni az elsd automata allapotaiba, és ezzel
egyiitt a masodik automata kezddallapotaba se lehessen 1épni a masodik automata
allapotaibol.

2.21. abra

Amennyiben mindkét koriilmény egyszerre fennall, akkor a két nyelv frag-
mensei — helyteleniil — 6sszekeveredhetnek. Eléfordulhat ugyanis, hogy elérve az
elsé automata elfogado allapotat futunk egy kort a masodik automataban, majd
visszatérve a kozositett allapothoz visszamegyiink az elsé automataba, és ott is
végziink egy kortiljarast.

Ennek elkeriilésére vagy az els6 automatanal kell megakadalyoznunk,
hogy az elfogado allapotbol visszatérjiink, vagy a masodik automatanal kell
megtiltanunk a kezddallapot jboli meglatogatasat. A vagy itt természetesen nem



kizar6 vagy, és pusztan azt érzékelteti, hogy a két intézkedés koziil egyik is
elegendd a helytelen keveredés kikiiszobolésére.

Visszatérve példankra a megoldas menete a 2.21. dbran lathat6. Az elso
két automata az L, és L, nyelveket fogadja el.

Annak érdekében, hogy a két nyelv fragmensei ne keveredjenek, el kell
érnilink, hogy a masodik automata kezddallapotaba ne vezessen nyil. A masodik
automata modositott valtozatdit mutatja az &bra harmadik része, végill a
konkatenalt nyelvet elfogadd automata lathatd, amelyet gy kaptunk, hogy az
els6 automata elfogado allapotat egyesitettiik a masodik kezddallapotaval.

Esetiinkben a konkatenalt nyelv automataja nemdeterminisztikus.

Minthogy ez az algoritmus barmilyen nyelvtanok illetve barmilyen auto-
matak esetében alkalmazhatd, ezzel igazoltuk a regularis nyelvek zartsagat a kon-
katenacio miveletére nézve.

A tranzitiv lezart nyelvtananak ¢és automatdjanak megszerkesztésekor
eddigi eredményeinket — bizonyos 6vatossaggal — alkalmazhatjuk.

Nyelvtanok esetében az alapgondolat az lesz, hogy a masodik tipusu,
tehat nemterminalist nem tartalmazé szabalyok esetében hozzafiizzik a
mondatszimbolumot. Ezzel elérhetjiik, hogy az eredeti nyelv egy mondatanak
generaldsa utan hozzakezdhetiink a kdvetkezé mondat generalasahoz.

Ezt a folyamatot azonban le kell zarnunk, ezért a nyelvtanhoz hozzéves-
sziik az S — ¢ helyettesitési szabalyt is, anndl is inkabb, mert az {ires jelsorozat,
az g, megbeszélésiink szerint mindig eleme a tranzitiv lezartnak.

Ez a szerkesztés altaldban azt a nyelvtant szolgaltatja, amelyik a tranzitiv
lezart nyelvet generalja. Ovatossagra azonban itt is sziikség van. Ha ugyanis az
tires jelsorozat a nyelvnek nem eleme, és ugyanakkor a mondatszimbolum szerepel
helyettesitési szabaly jobboldalan, akkor a fenti atalakitast kritika nélkiil alkalmaz-
va az uj nyelvtan — helyteleniil — képes olyan jelsorozatok generalasara, amelyek az
eredeti nyelvnek prefixumai. Az S — ¢ helyettesitési szabaly bevezetésével a mon-
datszimbolum megjelenése lezarhatja a generalast, ami korabban lehetetlen volt.

Ezen veszEly elkeriilésére a szerkesztést megeldzoen a nyelvtant az
ismert moédon at kell alakitani, hogy a mondatszimbolum ne szerepeljen
helyettesitési szabaly jobboldalan. Amennyiben az eredeti nyelvtanban lettek
volna e-szabalyok, akkor minden olyan szabalyban, ahol a jobb oldalon az
elenyész6 nemterminalisok szerepelnek, ezeket a szabalyokat duplikalni kell
olymoddon, hogy az elenyészé nemterminalisok helyett a mondatszimbolumot
irjuk. Ezutdn az eredeti e-szabalyokat akar el is hagyhatjuk, hiszen a
mondatszimbolumnak hivatalbol van € helyettesitése.

Példanak valasszuk azt a nyelvet, amely olyan a ¢és b szimbolumokbol
allo jelsorozatokat tartalmaz, ahol vagy az a, vagy a b szimbdlumok szama
paratlan. A vagy itt kizar6 értelemben szerepel. Ez persze azt jelenti, hogy
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mondhattuk volna egyszeriibben is, nevezetesen, hogy a nyelv a paratlan hosszi-
sagl, az a és b szimbolumokbol allé jelsorozatokat tartalmazza. A valasztott
fogalmazasnak és targyalasmodnak didaktikai okai vannak.

Ezzel a nyelvtan:

L D—ad | bB A—aD | bC | ¢

B—saC|bD|le  C—aB | b4

Itt sajnos a mondatszimbolum el6fordul a helyettesitési szabalyok jobb-
oldalan is, vezessiink be hat egy 1j mondatszimbdlumot. Ennek tartottuk fenn az
S jelolést. Ezzel a nyelvtan:

L S—>ad | bB D —adl bB
A—aD | bC |¢
B—aC | bD | C—>aB | b4

Végiil a tranzitiv lezart nyelvtana:
L' Soad |bB|e
D—ad | bB | as|bs C—aB | ba | as|bs
A—aD | bC B—aC | bD
A szalonképtelen e-szabalyokat itt is kikiiszoboltiik.
A 2.22. abran megadtuk a szerkesztés 1épéseit arra az esetre, amikor az
automatabdl kiindulva hatarozzuk meg a tranzitiv lezart automatajat.

2.22. abra
A négy részabra koziil az elsé az eredeti nyelv automatajat mutatja.
Elso 1épésként az automatat at kell alakitani, hogy a kezddallapotba ne
mutasson nyil, ugyanakkor a kezdéallapot elfogadé allapot legyen. Ennek ered-
ménye a kovetkezo abra.



A kovetkezo miivelettel érjiik el, hogy csupan egyetlen elfogad6 allapotok
legyen. Ez egyébként azért is lidvos, mert az sem engedhetd meg, hogy az elfogado
allapotbol nyil induljon ki. Ilyenkor ugyanis az eredeti nyelv bizonyos posztfixu-
mait is elfogadna az automata, igy tehat mind a kezddallapotot, mind az elfogado
allapotot meg kell , tisztitanunk™. Ezt mutatja a harmadik abra.

A kovetkezd részabra a szerkesztésnek megfeleld, a tranzitiv lezartat
elfogad6 automatat tiinteti fel. Jollehet az eredeti automata determinisztikus volt,
a ,.tisztogatasi” miivelet sordn az automata elvesztette determinisztikus jellegét.
Igy az eredményiil kapott automata sem determinisztikus.

Vegyiik észre, az elfogado S allapotbol akar a akar b karaktert olvasunk,
visszajutunk az S allapotba. Ezek szerint ez az automata minden jelsorozatot elfo-
gad. Ennek automatajat adja az utols6 részabra.

Els6 pillanatra talan meglep6, de ez az automata csupan egyetlen allapottal
bir, és minden jelsorozatot elfogad. A tranzitiv lezart nyelv ugyanis a .

Ha egy kicsit utanagondolunk ez teljesen természetes. Az iires jelsorozat,
mint minden nyelv nulladik hatvanya ugyanis ,.hivatalbol” eleme minden tranzitiv
lezartnak. Ami a nem fires jelsorozatokat illeti, vegylik észre, hogy a maganyos a
illetve b szimbolum is eleme az eredeti nyelvnek. Igy legrosszabb esetben az a par-
ticio, amikor minden egyes szimbolum kiilon jelsorozatot alkot, mindig bevalik.

Ezt tulajdonképpen kis gondolkodassal rogton az elején is észrevehettiik
volna, most azonban kivételesen nem a frappans megoldas, hanem az algoritmus
bemutatasa volt a cél.

Ezzel igazoltuk, hogy a regularis nyelvek halmaza valamennyi altalunk
emlitett miveletre nézve zart.

A regularis nyelveken értelmezett miiveletekhez kapcsolodva szeretném
bemutatni a regularis nyelvek egyik fontos tulajdonsagat, a pumpalast.

Egy regularis nyelv minden kell6 hosszisdgih w mondata felbonthato
harom jelsorozat xyz egymasutanjara olymodon, hogy a k6zépsé részsorozatot
tetszOlegesen sokszor — esetleg egyszer sem — megismételve megint csak a nyelv
mondatat kapjuk.

igy ha
xyz € L akkor xyzelL i>0 (2.26.)

Egy mondat elfogaddsa soran az automata pontosan annyiszor mozog
allapotrol allapotra, ahany karakterbdl all a mondat. Tételezziik fel, hogy a
szoban forgd nyelvet egy n allapotu véges automata fogadja el. Az elébbiek
szerit egy n karakterbdl allo jelsorozat feldolgozasakor tehat n 1épést tesz, és
kézben n+1 allapotot érint. Az automata ugyanis mar az els6 karakter beolvasésa
el6tt is valamilyen allapotban van, tehat ezt az allapotot is ,,érinti”.
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Ez annyit jelent, hogy kell lennie legalabb egy olyan allapotnak, amelyet
az automata legalabb kétszer érint. Az automatan beliil megtett uton tehat egy
hurok van.

Bontsuk fel tehat a mondatot olymodon, hogy a hurok bejarasa kdzben
olvasott karakterek alkossanak egy kiilon részsorozatot. Ez lesz nyilvan a
ko6zéps6 y részsorozat. Ebbol viszont mar kdvetkezik a (2.26.) allitas igazsaga,
hiszen ha ezt a hurkot Gjra és ujra bejarjuk, akkor az y részsorozatot tetszélegesen
sokszor megismételjiik.

2.23. abra

Megjegyzem, hogy akar a hurok el6tti x, vagy akar az utani z, esetleg
mindkettd iires is lehet. A fentiekbdl mar nyilvanvalo mit jelent az adott esetben
a kell6 hosszisag. So6t a (2.26.) allitas még tovabb ¢élesithetd. Azt is mondhatjuk,
hogy a nyelv egy mondataban barhol kijeldlhetiink egy olyan kellé hossziisagt
részsorozatot, amelyre a (2.26.) allitas igaz. igy az m hosszlisagli részsorozat
kijelolése a mi dolgunk, ennek particiondldsa azonban hurok eldtti, a hurkot
alkoto, és a hurok utani darabokra mar a nyelvtan illetve az automata dolga.

A pumpalas tulajdonsaga alapjan lehet belatni, hogy az

ab i>0
alaku nyelv nem lehet regularis nyelv. Tételezziik fel ugyanis, hogy ezt a nyelvet
egy n allapotu véges automata fogadja el. Valasszuk most az i kitevot ennél
nagyobbra, ekkor az a karakterek sorozatan beliil jeldlhetjiik ki a pumpald rész-
sorozatot, amivel az a karakterek szamat anélkiil novelhetjiik meg, hogy a b
karakterek szama valtozna. gy a nyelvnek olyan mondata is lenne, amely nem
egyforma szdmu a és b karaktert tartalmaz.

Ugyancsak a pumpalés alapjan igazolhatjuk, hogy egy nem iires nyelv-
nek van az automata allapotok szamanal rovidebb mondata.

Tételezziik ugyanis fel ennek ellenkez6jét. Ezek szerint a nyelv minden
mondata legalabb n hosszisagu. Az ilyen mondatok elemzésekor azonban sziikség-
szeriien van hurok a mozgasban. A hurokhoz tartozé részsorozatot elhagyva ismét a
nyelv egy mondatat kapjuk. Amennyiben az igy lerdviditett mondat még mindig tal
hosszi, akkor ezt a processzust megismételjilk. Nyilvanvalo, hogy el6bb-utdbb az
allapotok szamanal révidebb mondatot kell kapnunk.



Azt is konnyli belatni, hogy amennyiben a nyelvnek van az automata
allapotainak szamanal legalabb egy hosszabb mondata, akkor végtelen sok mon-
data van. Abban a bizonyos kelld hosszisagu mondatban kell lennie huroknak. A
mondatot a (2.26.) szerint particionalva, a hurkot alkotd részt ismételgetve
tetszoleges szamu mondatot generalhatunk.

2.6. Regularis halmazok

A regularis nyelvek leirasara, definidlasara eddig két modszert ismertiink meg.
Egy regularis nyelvet megadhatunk az azt general6 regularis nyelvtannal, vagy az
azt elfogadd véges automataval. Aldbbiakban a regularis nyelveknek, a
jelsorozatokat tartalmazé regularis halmazok utjan egy harmadik meghatarozasi
lehetdségével ismerkediink meg.

Legyen tehat ¥ egy alfabeta, amely a jelsorozatok karakterkészletét
tartalmazza, és legyen a ennek egy eleme.

Lassuk ezutan mi tekintheté regularis halmaznak, pontosabban a X felett
értelmezett regularis halmaznak.

Regularis az iires halmaz &, egyediil az iires jelsorozatot tartalmazo
halmaz {e}, és egy Z halmazbeli karaktert, mint egyetlen jelsorozatot tartalmazo
halmaz {a}.

Legyen most P ¢és @ két regularis halmaz. Néhany halmazmiivelet
definicidszeriien nem vezet ki a regularis halmazok vilagabdl. Ilyen az unidképzés,
amelyet itt a + operatorral jeldliink, a konkatenacio, amelyet egyszeriien egymas-
utan irassal adunk meg, végiil a tranzitiv lezéras, amit szokas szerinta ~jeldl.

Osszefoglalva, adott ¥ feletti regularis halmaznak nevezziik azokat és csak
azokat a nyelveket (sztringhalmazokat) melyek a fenti modszerrel eléallithatoak.
Foglaljuk 6ssze, milyen egyszerii halmazokat tekintiink regularis halmazoknak, és
milyen miiveletek eredményeznek ismét regularis halmazt:

)

{e}

{a} ae (2.27))
P+Q P,Q regularis

PO P,Q regularis

P’ P regularis

Az Osszeadas és a szorzas jelének az unioképzés illetve a konkatenaciod
miveletére valdo alkalmazasat az indokolja, hogy az aritmetikdban érvényes
néhany szabaly ebben a kontextusban is igaz marad. Ilyen példaul az operatorok
precedencia szabalya. Elébb kell elvégezni a ,hatvanyozas™ értsd tranzitiv
lezaras miveletét mint a szorzassal jelolt konkatenaciot, végiil a + operatorral
jelolt unidképzést.
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Persze itt is bevezethetjiik a zardjelezést, mint a precedencia megto-
résének eszkozét. A zardjelek felbontasanak szabalyai is emlékeztetnek az
aritmetikabol ismertekre. Igy példaul

(4+B)(C+D) = AB+AD+BC+BD

Ezzel az analdgiaval azonban dvatosan kell bannunk. Ha két olyan
halmaznak képezziik az unidjat, ahol az egyik a masik részhalmaza, akkor az
,,0sszeadas” mar eltér az aritmetikai mavelettol:

ha AcB akkor A+B=B

Vegyiik észre, hogy az lires halmaz a zérus, az iires jelsorozatot tartal-

mazo6 halmaz pedig az egységelem szerepét jatssza. Valoban
A+D=D+A=A és Ae=eA=A4 (2.28))
hiszen az iires halmazzal vett unié nem boviti az eredeti halmazt, ugyanakkor az

A halmaz barmely eleme elé vagy mogé az iires jelsorozatot irva nem gyarapi-
tottuk a halmaz elemeinek szamat.

A tranzitiv lezart, mint ismeretes a kovetkezoképpen fejezheto ki:
o0
A=UA (2.29.)
i=0
Vezessiik be ennek mintajara a kitevoként alkalmazott * jeldlést, az

alabbi értelmezéssel: w

A"'=U4A (2.30.)
i=1
Ebbdl kovetkezik, hogy
A =A"+e és AA=4" (2.31))
illetve ha az iires jelsorozat eleme a regularis halmaznak
eecd = A=A (2.32))

hiszen az iires jelsorozat € mindkét halmaznak eleme. A jobboldalon egy tranzitiv
lezart van, amely definicioé szerint tartalmazza az iires jelsorozatot, mig a balolda-
lon egy olyan 4 halmaz 4ll, amelynek feltételiink szerint eleme az iires jelsorozat.

Regularis halmazokra 1ényegében ugyanugy lehet a bevezetett jelolések
alkalmazasaval Osszefliggéseket, halmazok kozotti kapcsolatokat definidlni, mint
példaul az aritmetikai kifejezések segitségével a szamok vilagaban.

Felirhatunk halmazegyenleteket, halmazok kozotti 0sszefiiggéseket, és
megkereshetjiik azokat a halmazokat, amelyek mellett ezek az Osszefiiggések iga-
zak lesznek, vagyis amely halmazok a halmazegyenlet megoldasai.

Vegylik példaul a kovetkezo egyszerii 0sszefliggést:

X=oX+p (2.33)

— ahol a és B adott regularis halmazok,

— X pedig ismeretlen halmaz.



Hatarozzuk meg az X halmazt olymodon, hogy a (2.33.) Osszefiiggés igaz
legyen. Az egyenlet megoldasa:

X=0op (2.34.)

Allitasunk helyességérél konnyen meggyézédhetiink, ha a megoldast
behelyettesitjik a (2.33.) egyenletbe. Valoban: .

o B=a(aB)Hp=aB+p = (a’+e)B =a B

Megjegyezzilk, hogy a (2.34.) megoldas csak abban az esetben unikalis,

ha az o halmaznak € nem eleme. Ellenkezd esetben ugyanis minden
X=oa(pty)
alaku kifejezés megoldas, ahol y tetszéleges regularis halmaz.

Errdl a szorgalmas olvasé egyszerii behelyettesitéssel meggy6zddhet.

A fentiek alapjan egyetlen ,linedris” Osszefiiggéssel megadott regularis
halmazt kdnnyen meghatarozhatunk. De mi torténik azonban, ha tobb regularis
halmazt egy ,,linedris egyenletrendszer” utjan adunk meg.

Ilyenkor a (2.34.) megoldasi képletet, és a behelyettesitést felvaltva
alkalmazva egy a Gauss-eliminaciohoz hasonlé eljarassal kaphatjuk meg az
ismeretlen halmazok megoldasat. Hogy a megoldas sordan a részegyenleteknek
valdéban egyetlen megoldasa van, az annak a kdvetkezménye, hogy a véges
automata nem tartalmaz g-szabalyokat.

Lassunk erre egy példat:

X, = bX taX,+e
X2 = aX, 1 +bX2

Amennyiben a masodik kifejezést a (2.34.) mintajara megoldjuk, és ezt

az els6 egyenletbe helyettesitjiik, akkor a kovetkezoket kapjuk:
X2 = b*aX 1
X, = bX +a(b aX,)+e = (b+ab a)X,+¢

Ismét a (2.34.) megoldd képletet alkalmazva ezuttal az X; halmazra,

majd a kapott eredményt visszahelyettesitve az egyenletrendszert megoldhatjuk.
X, = (btaba)
X, =>b a(b+ab a)

Mint latjuk, mindkét halmazt az a és b karakterekbdl allo jelsorozatok
alkotjak, ahol a b karakterek szama és elhelyezkedése tetszbleges, az a
karakterek szama az els6 halmaz esetében paros a masodikéban paratlan.

Konnyti belatni, hogy ez a modszer bar kissé hosszadalmas, az egyen-
letek illetve ismeretlenek szamatol fiiggetleniil alkalmazhato.

Szeretnénk érzékeltetni, hogy a regularis nyelvtanok éppen a regularis
halmazokat generaljak.

Ehhez el6szor azt lassuk be, hogy a halmazokra felirt olyan ,linearis”
egyenletrendszer megoldasai, amelynek ,egylitthatéi” regularis halmazok,
szintén regularis halmazok lesznek.

Ez valoban igy van, hiszen a megoldas soran a (2.34.) Osszefiiggés
felhasznalasakor és a behelyettesitéskor csupa olyan miiveletet — unioképzés,
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konkatenacio, tranzitiv lezaras — végziink a regularis halmazokon, amely nem
vezet ki a regularis halmazok vilagabol.

Ugyanakkor minden regularis halmaz felirhaté6 mint egy halmazegyenlet
megoldasa, ha masképpen nem megy egyenléség formajaban. Ezek szerint az
emlitett egyenletrendszerek megoldasaibol alkotott halmaz, és a regularis
halmazok alkotta halmaz azonos.

Egy regularis nyelvtan altal generalt nyelv megadhatd, mint egy
egyenletrendszer megoldasa. Ez azonnal kiadodik, ha a nyelvtan nemterminalis
szimbolumainak nyelvi értelmezést adunk.

Minden nemterminalis szimbolum jelentse azon jelsorozatok halmazat,
amelyeket a szoban forgd nemterminalis szimbolumbdl a nyelvtani szabalyok
segitségével levezethetiink. Itt most visszakdszon az a felfogas, amikor a véges
automatak allapotaihoz egy nyelvet rendeltiink, nevezetesen azt a nyelvet,
amelyet az automata az adott allapot mint kezddallapot mellett elfogad.

Ebben a szellemben a helyettesitési szabalyoknak 1j értelmezést
adhatunk. Az S — aA atirasi szabaly azt mondja, hogy minden olyan jelsorozat
beletartozik az S nemterminalis szimbolumbol levezethetd jelsorozatok
halmazaba, amely az a terminalis szimbolummal kezdddik, és azt egy az A
nemterminalis szimbolumbol levezethetd jelsorozat kovet.

Ez az interpretacioé teljesen korrekt, és megegyezésben van eddigi
értelmezésiinkkel. Vilagos, hogy ebben a felfogasban a nyelvet a mondat-
szimbolum reprezentalja.

Amennyiben egy nemterminalis szimbdlum tdbb szabaly baloldalan
szerepel, akkor a szdéban forgd nemterminalisbol szarmaztatott jelsorozatok
barmely szabaly alapjan generalhatéak. Nyilvanvalo, hogy a teljes nyelvet az
egyes szabalyok alapjan generalt jelsorozatok unidja szolgéaltatja.

Példaként vegyiik a kdvetkezd nyelvtant:

S—>bS S—>ad S—>e A—>aS A->bA

Jeloljik az uni6 miveletét itt is a + operatorral, akkor az S és 4

nemterminalisok altal reprezentalt nyelvek az alabbiak szerint irhatok fel:
S'=bS+ad+e
A=aSthA

Nem kell kiilonosebb éleslatas ahhoz, hogy felismerjiik ezekben az
Osszefliggésekben a korabban mar targyalt egyenleteket. Az eltérés csupan annyi,
hogy ott az ismeretlenek jelolése Xj és X; volt.

Azt sem nehéz felismerni, hogy ez a nyelvtan a paros szamu a karaktert
tartalmazo6 jelsorozatokat generalja.

A modszer, amely a nemterminalis szimbdlumok 1j értelmezésébol
kovetkezik, kozvetlentiil szolgaltatja azt az algoritmust, amellyel barmely regularis
nyelvtanbdl regularis halmazokra felirt egyenletrendszer szarmaztathatd. Ebbdl
kovetkezik, hogy minden regularis nyelvtan altal generalt nyelv regularis halmaz.



Amennyiben a regularis halmazt meghatarozo6 egyenletrendszer egylitthatoi
puszta karakterek, akkor trivialis, hogy ezek a regularis halmazok egyuttal regularis
nyelvek.

Amennyiben ezek az egylitthatok bonyolultabb kifejezések mas utat
kovethetiink.

A (2.27.) meghatarozta, milyen halmazokat tekintsiink regularis
halmazoknak. Tételezzlik fel, hogy P ¢és Q regularis nyelvek, ekkor P-hez is,
0-hoz is tartozik olyan véges automata, amely ezeket a halmazokat elfogadja. A
2.24. abra tiinteti fel a (2.27.) 0sszefliggésekben definialt regularis halmazokhoz
tartoz6 automatékat.

O -0 00

a
{e} {a}

{)i ~(OrrrarQO

2.24. abra

Az els6 harom automata értelmezése trivialis. A tovabbiakban a P és Q
betiikkel jeloltiikk szimbolikusan azokat az automatakat, amelyek a P illetve Q
regularis halmazokat elfogadjak.

Minthogy a P és @ automatak szintén regularis halmazokat elfogado
automatak, ezek tovabb felbonthatoak, és ezt az eljarast rekurzive folytatva végiil
a harom els6 automatahoz kell jutnunk. Ha tehat sikeriil megmutatnunk, hogy
ezek az automatdk megvalosithatéak, akkor igazoltuk, hogy minden regularis
halmaz véges automataval elfogadhatd, és a regularis nyelvek halmaza azonos a
regularis halmazok halmazaval.

Az abrékban az ¢ feliratd nyilak ezekben az automatakban ugynevezett
g-mozgasokat reprezentalnak.

Az unioképzésnél a kezdd- és elfogadd allapotokat csak akkor lehet
kozvetleniil egyesiteni, ha a kezddallapotokba nem térhetiink vissza, és az
elfogado allapotokbol nem vezet ki nyil. Ellenkez6 esetben ugyanis, mint azt mar
megbeszéltiik, az egyik automatdban egy kort futva fordulhatunk at a masik
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automataba, és igy egyik nyelvhez sem tartozo jelsorozatokat is elfogadhatunk.
Hasonl6 probléma léphet fel a konkatenaci6 €s a tranzitiv lezaras esetében is.

Konnyli belatni, hogy az e-mozgasok illetve az e-nyilak alkalmazésa
segit ezen a bajon. Az ilyen e-mozgdsok, illetve e-nyilak hasznalata az
automataelméletben teljesen legalis. A matematikai nyelvészet apostola Chomsky
azonban nem engedélyezte az ilyen mozgasokat a 3-as nyelvosztalyban.

Itt rogton felmeriil az a kérdés, hogy az e-szabalyok szamiizése nem
csokkenti-e az automatak erejét. A valasz most is negativ.

Minden olyan g-szabalyokat is tartalmazé automatahoz szerkeszthet6 olyan,
ilyen eretnekséget nem mutatd automata, amely ugyanazt a nyelvet fogadja el.

A bizonyitas ismét konstruktiv lesz, vagyis megszerkesztjiik az eredeti
automataval egyenértékii, de e-szabalyt nem tartalmazo6 automatat.

A 2.25. abran egy automata olyan részletét tiintettiik fel, amely e-nyilat is
tartalmaz.

/\

2.25. dbra
Az é4bran lgyeltink arra, hogy mind az e-nyil kiindulé6 mind célalla-
potanal legyenek befutd és kimend nyilak is. Az dbra két lehetdséget is mutat az
e-nyil elhagyasara.
Mindkét abran kiemeltiik az e-nyilat. Az els6 részabran azokat a nyilakat
multiplikaltuk, amelyek az e-nyil kiindul6 allapotaba vezettek. A multiplikalt
nyilak a célallapotba mutatnak.



Vilagos, hogy minden valodi, nem e-mozgast itt is végre tudunk hajtani.
Ezen tulmenden egyetlen mozgassal tudjuk megoldani azoknak a mozgas-
paroknak modellezését, ahol egy valodi mozgast egy e-mozgas kdvet.

A masodik megoldasnal azokat a nyilakat multiplikaltuk, amelyek az
e-mozgas célallapotabol indulnak ki. Minden ilyen nyilhoz tartozik egy olyan
nyil, amely az e-mozgas induld allapotabol ered. A valédi mozgasok itt is
megmaradnak, de egyetlen mozgassal modellezziik azokat a mozgasparokat is,
amelyeknek els6 eleme az e-mozgas.

Nyilvanvald, hogy az eredeti és a modositott automata ugyanazt a
nyelvet fogadja el. Ha az automataban tobb e-nyil van, akkor ezeket kiilon-kiilon
ezzel a modszerrel kiemelhetjiik az automatabol.

A két lehetéség kozotti valasztas altalaban rajtunk all. Ha kedviink ugy
tartja azokat a mozgasparokat modellezziik egyetlen mozgéssal, amelyeknek els6
eleme az e-mozgas, de donthetiink masképpen is. Altalanos esetben.

Ha azonban az e-nyil az automata kezddallapotabol indul ki, akkor
természetesen csakis olyan modellezést valaszthatunk, ahol az elsé mozgas az
e-mozgas. Ugyanigy ha az e-mozgas egy elfogado allapotba vezet, akkor éppen
ellenkezdleg azokat a parokat kell egyetlen valédi mozgassal modellezniink, ahol
a masodik mozgas az €-mozgas.

Ilyenkor tehat nem rajtunk, hanem az automatan all a valasztas.

Most mar ugyszolvan minden esetet megvizsgaltunk. Egy eset azonban
még hatra van. Mit tegylink akkor, ha az e-nyil kezddallapotbdl elfogadd
allapotba vezet.

Sajnos ilyenkor elébb el kell érniink, hogy a kezd6allapotba ne vezessen, és
az elfogado allapotbol ne induljon ki nyil. Erre mar ismeretes a modszer, amely itt is,
tehat e-nyilakat is tartalmaz6 automataknal is alkalmazhato. Itt persze eléfordulhat az
a kellemetlen eset, amikor az 4talakitas soran mi hozunk létre 0j e-nyilakat.

Feltételezve, hogy ezt a munkat elvégeztilk, van egy automatank,
amelynek kezddallapotabdl csak kiindulnak, elfogadé allapotaba viszont csak
befutnak nyilak. Ezen nyilak k6zott van egy e-nyil, amely a kezddallapotbol az
elfogado allapotba vezet.

Vizsgaljuk meg, mikor keriilhet sor ennek a nyilnak felhasznalasara.
Minthogy a kezddallapotba visszatérni nem lehet, egyetlen lehetéség, hogy evvel
a nyillal kezdjilk a mozgassorozatot. Amint azonban megérkeziink az elfogadd
allapotba, a sorozat befejezddik, hiszen az elfogado6 allapotnak csak befut6 nyilai
vannak. Ez a mozgassorozat tehat csak egyetlen mozgasbol all, és azt dokumen-
talja, hogy az lires jelsorozat eleme a nyelvnek.

Ezt az e-nyil elvétele utan ugy modellezhetjiik, hogy a kezddallapotot is
elfogado allapotta nyilvanitjuk.
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Miutan a kényes, a kezdéallapotot elfogadd allapottal 6sszekotd € nyilat
kikiiszoboltiik, a megmaradt illetve az atalakitasok soran keletkezett € nyilakat az
ismert modon sziintethetjiik meg.

Ezt a folyamatot szemlélteti a 2.26. abra.

2.26. abra

gy barmilyen legyen is az e-nyilak helyzete, mindig tudunk egy olyan
véges automatat szerkeszteni, amely ugyanazt a nyelvet fogadja el, és nem
tartalmaz e-nyilat.

Ezzel igazoltuk azt az allitasunkat, hogy az e-mozgasok megtiltdsa nem
csokkenti az automata erejét.



3. Kornyezetfiiggetlen nyelvek

3.1 A levezetési fa

Mint mar emlitettilk azokat a nyelveket nevezziik kdrnyezetfiiggetlen nyelveknek,
amelyeket a 2-es nyelvosztalyba tartozd nyelvtanok generdlnak. Az ilyen
nyelvtanoknak csak

A—>a (3.1,
alaku levezetési szabalyai lehetnek. Adott esetben a kdrnyezetfiiggetlen jelzo arra
utal, hogy egy mondatszerti formaban a (3.1.) mintaju helyettesitési szabaly az A4
nemterminalis kornyezetét6l fliggetleniil, barhol alkalmazhato. A helyettesitési
szabalyok formajat tekintve a kornyezetfiiggetlen nyelveket generald nyelvtanok
nagyobb szabadsagot €¢lveznek, mint a regularis nyelveket generaldéak. Ez egy
sereg 1j, eddig el6 sem adodo problémat vet fel, amelyeket megprobalunk az
alabbiakban bemutatni, és ha lehet megvalaszolni.

Lassunk ezért egy példat kdrnyezetfiiggetlen nyelvre:

E->ET| T T>T+F|F Fo>@E) |a (3.2.)

Engedtessék meg, hogy ehhez a nyelvtanhoz, amellyel még sokszor lesz
dolgunk, néhany megjegyzést fiizzek. Ez annal is inkabb indokolt, mert a fenti
nyelvtan jelentdsége messze talmutat a példan.

Ami a leiras formalizmusat illeti, konvencioinkat csak részben tartottuk be.
A nemterminalis szimbolumokat el6irasszeriien latin nagybetiikkel jeloltiik, kis
joindulattal még azt is mondhatjuk, hogy az abécé elejérdl. A terminalis szimbolu-
mok kdzé azonban az a szimbolum mellett konvencionkkal ellentétben a +, *, (és)
szimbolum is bekeriilt. Vigyazat! Itt tehat a zardjel nem a nyelvtant leird metanyelv
szimboluma, hanem a generalt nyelv egy, pontosabban egy-egy karaktere.

Annak oka, hogy jelen esetben feladtuk a latin kisbetlik alkalmazasara
vonatkoz6 megallapodasunkat az, hogy ezeknek a szimbolumoknak ebben a
nyelvben konvencionalis jelentésiik van, nevezetesen az 0sszeadas illetve szorzas
operatora, tovabba a kezdo- és végzarojel.

A mondatszimbolum jele itt nem S, mint azt megszoktuk. A
nemterminalis szimbolumok jele ugyanis szintén jelentést hordoz, adott esetben a
szamitastechnikaban széltében-hosszaban hasznalt angol nyelven (£ -
expression, T — term, F - factor).

A nyelvtan felirasanal ¢éltiink azzal az egyszertsito jelolésmodddal, hogy
az azonos baloldalakat csak egyszer irtuk le, a jobboldalakat pedig a vagy
olvasatu | jellel valasztottuk el egymastol.

Tételezziik fel, hogy az a termindlis szimbolum egy azonosito, vagy egy
szam helyett all. Ekkor vilagossa valik a nyelv ,.értelme”, a nyelvtan egy additiv
+ és egy multiplikativ * operatort tartalmazo, és a zarojelezést megengedd
aritmetikai kifejezéseket generalja.
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Megjegyzem, hogy pontosan a fenti mintara be lehetne vezetni a —, / és T
operatorokat a kivonas, osztds és hatvanyozas miiveletére, de nem okozna
szamottevo nehézséget a + és — monadikus operatorok, eléjelek bevezetése sem.

Természetesen egy igazi szamitastechnikai nyelv aritmetikai kifejezéseket
generald CF nyelvtana tartalmazza mindezeket. Mondanivalonk demonstralasara
azonban elegendd, ha a nyelv Osszesen két kiilonbdzé precedenciaju operatort
tartalmaz, és lehetdéség van a precedencia zarojelezés utjan vald megtorésére.
Eppen ezért részben az attekinthetdség novelése érdekében, részben papirtakaré-
kossagi okokbdl megelégsziink a (3.2.) nyelvtannal.

A nyelvnek nyilvanvaldan eleme az
ata*a
jelsorozat. Ezt az aldbbi levezetés igazolja:
E=E+T = THT = F+T = atT = atT+F = atF*F = ata*F = ata*a
Ez tehat a mondat levezetése. Pontosabban egy levezetése, hiszen a mon-
datot masképpen is le lehet vezetni. Demonstraljuk ezt ennek a mondatnak egy
masik levezetésével.
E = E+T = E+T+F = E+T+*a = E+F+*a = Eta*a = T+a*a =>F+a*a = ata*a
Amennyiben egy mondatszerii formaban egynél tobb nemterminalis szim-
bélum van, akkor sziikségszeriien egynél tobb levezetés 1étezik, hiszen a kdvetkezo
mondatszeri format kiilonbdzé nemterminalisokat helyettesitve kaphatjuk meg.

Rogton felmeriil a kérdés, okoz-e zavart, és ha igen mikor az a tény,
hogy egy mondatnak egynél tobb levezetése van. Erre a valaszt a levezetési fak
bevezetése adja meg.

Abréazoljuk a levezetést egy rendezett, iranyitott faval. A rendezettség itt
annyit jelent, hogy az egy csomopontbol kiindulo élek sorrendje kotott, és nem
valtoztathatdo meg. Igy példaul a 3.1. abran feltiintetett két graf nem egyenértékdi.

a b c a o b
3.1. dbra

Mint emlitettiik a levezetési graf fa lesz, innen a levezetési fa elnevezés. A
fa csomopontjainak a nemterminalis, leveleinek pedig a terminalis szimbolumok
felelnek meg. A fa gyokere, — iranyitott grafrol van szo, — a mondatszimbolum.

Minden csomo6pontbol annyi él és abban a sorrendben fut ki, amennyi a
szabaly jobboldalan talalhat6 szimbolumok szama é€s a kifutd élek végén sorban a
jobboldal megfelelé szimbolumai helyezkednek el.
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Minden levezetésnek egy €s csakis egy levezetési fa felel meg, ugyanak-
kor egy levezetési fahoz egynél tobb levezetés is tartozhat.

Vegyiik példaul nyelvtanunkat és mondatunkat. A 3.2. 4bra tiinteti fel a
levezetési fat, amely mindkét levezetésre azonos.

®

o

a

3.2. abra

A levezetési faban az egyes csomoépontokhoz tartozo részfakat
szintaktikai egységeknek nevezziik. Minden levél, minden terminalis szimbolum
onmagaban szintaktikai egységet alkot.

Azokat a levezetéseket, amelyek levezetési faja azonos, tehat ahol a jel-
sorozat felbontasa szintaktikai egységekre megegyez6, nem tekintjiik 1ényegesen
kiilonboz6 levezetéseknek.

Vegyiik észre, hogy a fenti nyelvtan ismeri az operatorok precedenciajat.
El6bb kell ugyanis a szorzast elvégezni, az alkot egy szintaktikai egységet, és a
szorzatot kell az elsé terminalis szimbolumhoz hozzaadni, pontosan tigy, ahogy
azt az iskolai tanulmanyainkban tanultuk.

Azonos precedenciajii operatorok esetében a nyelvtan az ugynevezett
balrol-jobbra szabalyt alkalmazza. Ez annyit jelent, hogy két azonos preceden-
ciaju, tehat adott esetben két + vagy két * operator esetében eldszor mindig a
baloldali operatorral meghatarozott miiveletet ,,hajtja végre”.

Fentiekbdl kovetkezik, hogy amennyiben az aritmetikai kifejezéseket a
(3.2.) nyelvtannal illetve annak kibdvitett valtozataval generaljuk, akkor a
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szintaktikai egységek minden kiilon beavatkozas nélkiil kovetik a precedenciakat,
¢s a balrdl-jobbra szabalyt.

Az olyan nyelvtanokat, ahol minden mondathoz egy és csakis egy
levezetési fa tartozik, egyértelmii nyelvtanoknak mondjuk. Természetesen ez
nem zarja ki, hogy egy mondatnak tobb levezetése legyen, ezek azonban nem
lehetnek lényegesen kiilonbozdek.

Egyértelmi{i nyelvtanok esetében, minthogy a levezetési fa unikalis, a
szintaktikai felbontas egyértelmii.

A (3.2.) nyelvtan egyértelmii nyelvtan. Mint emlitettiik, és mint a példa is
mutatja, egy mondatnak egyértelmil nyelvtanok esetében is lehet tobb levezetése.

A levezetések kozott vannak nevezetesek. Amikor a levezetés soran
mindig a mondatszeri forma legbaloldalibb nemterminalis szimbolumat helyette-
sitjiik, baloldali levezetésrol beszéliink. Ugyanigy a jobboldali levezetés esetében
mindig a mondatszer(i forma legjobboldalibb nemterminalis szimbélumat bontjuk
fel a kdvetkezo 1épésben.

A példankban éppen a baloldali és jobboldali levezetéseket demonstraltuk.

Egyszertisitsiik most kissé nyelvtanunkat:
E>EE | EB+E| (E) | a (3.3)
Ez a nyelvtan ugyanazt a nyelvet generalja, mint a (3.2.) szabalyokkal

megadott nyelvtan. Igy a példaként megadott mondatot ezzel a nyelvtannal is
lehet generalni:

E = E+FE = E+E*E = a+E*E = ata*E = ata*a
Probalkozzunk most, mint elobb, egy masik levezetéssel:
E = E*E = E*a = E+E*a = Ft+a*a = ata+*a

A 3.3. abran megrajzoltuk a két levezetés levezetési fait. Mind a két fat,
ugyanis itt a fik nem azonosak, a két levezetés lényegesen kiilonbozik.

@ * :
*
a + a
a a
a a

3.3. dbra
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Amennyiben csak a tartalmazas problémajara szoritkozunk, vagyis csak
azt vizsgaljuk, generalhato-e valamely jelsorozat egy adott nyelvtannal, akkor a
(3.2.) és (3.3.) nyelvtanok egyenértékiiek.

Lényegében ez a matematikai nyelvészet megkozelitése. A szamitastech-
nikai nyelvészeté sziikségképpen mas.

A szamitastechnikai nyelvészet szempontjabdl messzemendéen nem
kozombos, milyen szintaktikai egységeken keresztiil jutottunk el a levezetés
soran a mondathoz. Példankra gondolva 1étkérdés tudnunk, melyik miiveletet kell
el6bb elvégezniink, az 6sszeadast vagy a szorzast.

Eppen ezért a szamitastechnika szempontjabol a nem egyértelmi
nyelvtanok hasznalhatatlanok. Az eddigi tapasztalatokat Gsszegezve egy sereg a
szamitastechnika szempontjabdl nézve alapvetdnek tekinthetd kérdés vetddik fel.

Az egy- illetve tobbértelmiiséget nyelvtanhoz és nem nyelvhez kap-
csoltuk. Példankban ez nyilvan helyes volt, hiszen ugyanannak a nyelvnek egy
egyértelmi és egy tobbértelmii nyelvtanarol volt szo.

Vajon mindig ez a helyzet, vagy lehet-e a tobbértelmiiség nyelvi tulaj-
donsag is? Ki lehet-e mutatni, hogy egy nyelvtan egyértelmii-e, és ha nem, meg
lehet-e allapitani, hogy 1étezik-e a nyelvnek egyértelmii nyelvtana.

Az els6 kérdésre a valasz megadhato.

Léteznek olyan nyelvek, amelyrdl bizonyithato, hogy nem lehet egyértel-
mii nyelvtannal generalni. Ez esetben tehat a tobbértelmiiség nyelvi tulajdonsag.
Mas szoval nincsen minden kornyezetfiiggetlen nyelvnek egyértelmi nyelvtana.

Ugyanakkor példankra gondolva, ahol a tobbértelmiiség nyelvtanhoz volt
kotve, rogzithetd, hogy a tobbértelmiiség egyszer nyelvhez masszor nyelvtanhoz
kapcsolhato tulajdonsag.

Lassunk példat nem egyértelmii nyelvre.

S — adAbX | YbCc A —> adb |abC — bCc | be
X—>cX |c Y—>aY |a

Ez a nyelvtan az S
L=dbdudbc
nyelvet generalja.

Az trivialis, hogy az adott nyelvtan az a'b'c' alaki mondatot két lényegesen
kiilonbozo levezetéssel allithatja eld. Ezen tilmenden igazolhatd, hogy nincsen
olyan egyértelmii kornyezetfiiggetlen nyelvtan, amely a szdban forgd nyelvet
generalna. Itt tehat a tobbértelmiiség nyelvhez kapcsolhato tulajdonsag.

A masodik kérdéscsoportra a valasz negativ. Sajnos nincs olyan
modszer, amelynek segitségével altalanosan, minden esetben alkalmazhatdéan
meg lehetne allapitani egy nyelv vagy egy nyelvtan egyértelmii voltat. Ez is az
algoritmikusan eldonthetetlen problémak soraba tartozik.
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Mint emlitettiik, az a tény, hogy egy kérdés algoritmikusan eldonthetetlen,
vagyis a probléma megoldasara nincs altalanos modszer, nem jelenti azt, hogy
egyes konkrét, ebbe a feladatosztalyba tartozo feladatra ne lehetne adott esetben
valaszt adni. Persze nem minden egyedi feladatra, hiszen akkor a probléma algorit-
mikusan eldonthetd lenne.

Példaképpen igazoljuk, hogy a (3.2.) nyelvtan egyértelmii.

A mondatot alkotd jelsorozatot szintaktikai egységekre osztjuk, majd
ezeket ujabb, kisebb egységekre mindaddig, amig a szintaktikai egységek
egyetlen terminalis szimbolumbol nem allanak. Be kell latnunk, hogy ez a
felosztas egyértelmtl.

Indulaskor a teljes jelsorozatot tekintjiik szintaktikai egységnek, amelyet
az E mondatszimbolumnak le kell generalnia. Két lehetdségiink van, vagy az

E— E+T vagy az E->T
szabalyt alkalmazhatjuk. Amennyiben a jelsorozat tartalmaz zardjelen kiviili
additiv operatort, + szimbolumot nyilvan az els szabalyt kell alkalmaznunk.
Ellenkez6 esetben ugyanis a 7 nemterminalis szimbolumot kapnank, amely nem
tud + operatort tartalmazo jelsorozatot generalni.

Ha a jelsorozat nem tartalmaz + operatort akkor viszont a masodik
szabaly a helyes, hiszen az els6t alkalmazva nem tudnank mit kezdeni a generalt
+ terminalissal.

Tételezziik fel, hogy az els6 szabaly kellett felhasznalnunk. Ilyenkor a
szabaly + terminalis szimbolumat megfeleltetjik a jelsorozat egyik -+
operatoranak, az operator el6tti jelsorozat alkot egy szintaktikus egységet,
amelyet a szabaly £ nemterminalisa general majd, az operatort kovetd rész masik
szintaktikus egység lesz, amelyet viszont a szabaly T nemterminalis szimboluma
allit el6. Ezt vazolja a 3.4. abra.

(e)
[~

3.4. dbra

Amennyiben jelsorozatban tobb zardjelen kiviili + operator talalhatod
sziikségszerii, hogy a szabaly + szimbolumat az utolso + operatorral azonositsuk,
hiszen ellenkez6 esetben a megfeleltetett + operatortol jobbra is maradna még +
operator, amit viszont a T nemterminalis nem képes generalni. Igy tehat csak
egyetlen megfeleltetési lehetdségiink van a jelsorozat levezetésében.
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A baloldali szintaktikus egység felbontdsanal, amelyet az £ nemterminalis
general, és amely tartalmazhat + operatorokat, az elébbi gondolatmenet rekurziv
alkalmazasaval ériink célt. Végiil sikeriil a jelsorozatot olyan szintaktikus egysé-
gekre bontani, amelyek mar nem tartalmaznak zaréjelen kiviili additiv operatort, és
amelyeket a 7 nemterminalis szimbolumok generalnak.

Itt a multiplikativ operatorok jatszzak ugyanazt a szerepet, amelyet az
elobb az additivak jatszottak. Ha van zardjelen kiviili * operator, akkor a
T — T *F szabalyt kell alkalmaznunk, mégpedig ugy, hogy a szabaly * termina-
lisat a szintaktikus egység utolsé * operatoranak feleltetjik meg. Ellenkezd
esetben a 7' — F szabaly keriil sorra.

Ezutan csak olyan szintaktikus egységek maradnak, amelyek vagy zaro-
jeles kifejezések, vagy egyediil az a terminalis szimbolumbol allanak. Az eldbbi
esetben az F — (E) szabaly utan a zardjelen beliili kifejezésre alkalmazzuk a fenti
algoritmust, az utdébbiban az F' — a szaballyal befejezziik az elemzést.

A fentiekbdl kitiinik, hogy a (3.2.) nyelvtan alapjan minden mondatot
egyértelmtien lehet csak felbontani, igy csak egy levezetési fa tartozik hozza, a
nyelvtan egyértelmd.

A masik (3.3.) nyelvtan esetében talaltunk olyan mondatot, és a
mondathoz két kiilonbozé levezetést, amelyhez két kiillonbdzo levezetési fa
tartozik. Ezzel a nyelvtan tobbértelmiiségét demonstraltuk.

Sajnos a gyakorlatban nem mindig sikeriil vagy a nyelvtan egyedi
tulajdonsagait, vagy egy szerencsés Otletet felhasznalva a nyelvtan egy- vagy
tobbértelmiliségét bizonyitanunk. Ilyenkor a kérdés megvalaszolatlan marad.

Tekintsiink most egy pillanatra vissza, és vizsgaljuk meg, vajon felmeriil-e
egyaltalaban az egyértelmiiség tobbértelmiiség kérdése regularis nyelveknél!

A levezetési fat természetesen regularis nyelveknél is megrajzolhatjuk. Itt
ez a fa nagyon egyszer(i lesz. Csupan egy szarbol all, amelynek jobb- vagy balolda-
lan vannak levelei attol fliggden, hogy bal- vagy jobbregularis nyelvtanrdl van szo.

Egy levezetési fahoz itt csak egy levezetés tartozik, ami abbol nyilvanvalo,
hogy minden mondatszeri formaban csak egyetlen nemterminalis szimbolum
szerepel.

Nemdeterminisztikus nyelvtanok esetében el6fordulhat, hogy egy mon-
datnak tobb, sziikségszeriien 1ényegesen eltérd, kiilonbozo levezetési faja van.
Korabban igazoltuk, hogy minden regularis nemdeterminisztikus nyelvtanhoz
talalhat6 egy vele egyenértékii, determinisztikus nyelvtan. Algoritmust is adtunk,
amely a nemdeterminisztikus véges automata alapjan megszerkeszti ezt a
determinisztikus automatat.

Ennek alapjan rogzithetjiik, hogy minden regularis nyelv egyértelm, és
szerkeszthetd hozza egyértelmil nyelvtan.
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3.2. Nyelvtanok atalakitasa

A kornyezetfiiggetlen nyelvtanokkal kapcsolatosan eddig egyetlen megkotést
emlitettiink. A nyelvtan levezetési szabalyainak alakja a (3.1.) szerinti kell legyen.

Célszertiségi és esztétikai szempontbdl azonban tovabbi igényeket is
tamaszthatunk a nyelvtan kiilalakjaval, a helyettesitési szabalyok formajaval
kapcsolatosan.

Az alabbiakban néhany ilyen tdbblet kdvetelményt ismertetiink, ¢és
megadjuk azokat az algoritmusokat, amelyek segitségével az ezen kovetel-
ményeket nem kielégité nyelvtanbol egy, az eredetivel egyenértékii és az uj
kovetelményeket is teljesité nyelvtan szdrmaztathato.

Természetesen mindkét nyelvtan, az eredeti, az igényeket nem kielégito,
¢s az ebbdl kialakitott szebb és célszerlibb nyelvtan is kornyezetfiiggetlen. Ha
szabad klasszikusokra hivatkozni azt mondhatjuk, hogy mindkét nyelvtan
kornyezetfiiggetlen, de az utobbi még kdrnyezetfiiggetlenebb.

Szoljunk elészor a felesleges szimbolumokrol!

Egy terminalis szimbolum akkor felesleges, ha nincs a nyelvnek olyan
mondata, amelyben a széban forgd szimbdlum szerepelne.

Egy nemterminalis szimbolum akkor felesleges, ha nincs a nyelvnek
olyan mondata, amelynek levezetésében taldlhatdé mondatszeri formak legaldbb
egyikben az illetd nemterminalis eléfordulna.

Legyenek valamely nyelvtanban érvényesek a kovetkezd levezetések:

*

S=w=uxay (3.4

S=adpf=>w (3.5)

Amennyiben a (3.4.) és (3.5.) levezetések lehetségesek, akkor sem az a
terminalis, sem az 4 nemterminalis szimbdlum nem felesleges.

A felesleges szimbolumok kisziirésére szolgalo algoritmus 1ényegében a
szimbolumok nem felesleges voltat allapitja meg, és ezeket a nem felesleges
szimbolumokat dsszegylijti. Ami marad, az felesleges.

Legyen adott egy G grammatika. Képezziink egy halmazsorozatot az
alabbi szabdalyszeriiség szerint.

Bu=BuU{Ad|lA4>a 0eB} (3.6.)

Ezek szerint a kdvetkezd halmazt ugy kapjuk, hogy az el6zé halmazhoz
hozzavessziik azokat a nemtermindlis szimbolumokat, amelyeknek létezik olyan
levezetési szabalya, ahol a jobboldalon minden szimb6lum az el6z6 halmaz eleme.

A halmazsorozat szamossaga egy hatarig monotonon ndvekszik. Nyilvan-
valo, hogy amennyiben egy 1épés alkalmaval nem talalunk uj, a (3.6.) Osszefiiggés
értelmében az eredeti halmazhoz hozzafiizhetd elemet, akkor a tovabbiakban a
halmaz szamossaga nem novekszik, a sorozat képzését abbahagyhatjuk.



3. Kornyezetfiiggetlen nyelvek 87

Jelolje B az ily modon kapott legnagyobb szdmossagli halmazt.
Amennyiben kiinduldsul a terminalis szimbolumok halmazat valasztjuk,
B() =2
akkor a B halmaz a termindlis szimbolumokon kiviil azokat és csakis azokat a
nemterminalis szimbolumokat fogja tartalmazni, amelyekbdl kiindulva a
helyettesitési szabalyok alkalmazasaval egy pusztan terminalis szimbolumokbol
allo jelsorozat allithato elo.

Ezzel mintegy alulrédl felfelé bottom-up — innen adodik a B jelolés —
fésiiljiik végig a grammatika szabalyait, és csakis azokat a szimbolumokat
vessziik be a halmazunkba, amelyekre nézve van remény, hogy nem feleslegesek.

Vegyiink ismét egy halmazsorozatot, de valasszunk most mas képzési
szabalyt.
T=Tu{X|A>aXB, AT} (3.7)
Uj halmaz képzésekor tehat az eredeti halmazhoz hozza kell venni azon
helyettesitési szabalyok jobboldalan taldlhaté terminalis és nemterminalis
szimbolumokat, amely szabalyok baloldala az eredeti halmazhoz tartozo
nemterminalis szimbolum.

A halmazsorozat szamossaga itt is monotonon novekszik, és itt is akkor
all meg a novekedés, ha egy lépésben nem tudunk az eredeti halmazhoz egy
szimbolumot sem hozzafiizni.

Jeldlje itt a legnagyobb elemszamu halmazt T. Legyen a kiindulasként
valasztott halmaz egyediil a mondatszimbolumot tartalmazo halmaz:
Ty=1{S}
akkor a T halmaz azokat és csakis azokat a terminalis és nemterminalis
szimbolumokat tartalmazza majd, amelyek egy, a mondatszimbdolumbdl kiinduld
levezetés mondatszerii formaiban szerepelhetnek.

Ezzel az algoritmussal feliilrdl lefelé top down — innen a T jelolés —
fésiiljiilk meg a grammatika szabalyait.
Lassunk egy példat. Legyen a grammatika:
S—»>a S->B B->BC C-b
A nyelvtant alulrol felfelé megfésiilve a kovetkezd halmazsorozatot
kapjuk:
By={ab} B,=B={abSC}
A halmaz szamossaga tovabb nem novelhet6. Mint lathaté a B nemtermi-
nalis szimbolum nem keriilt bele a halmazba, igy feleslegesnek bizonyult. Ezt a
szimbolumot tehat, és minden olyan helyettesitési szabalyt, amelyben ez a szim-
bolum szerepel, kihagyhatunk a nyelvtanbdl. Ez most igy megkurtitva minddssze
egy tartalmaz:
S—>a C->b
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Ezt a nyelvtant feliilrdl lefelé fésiilve a kdvetkez6 halmazsorozatot kapjuk:
Iy={S} T=T={Sa}
Végeredményben tehat a nyelvtan egyetlen helyettesitési szabalyt tartal-
maz, S — a és egyetlen mondatot general.

Amennyiben a fésiilést forditott sorrendben végeztiikk volna el, vagyis
el6szor alkalmaztuk volna a fop down és utana a bottom-up vizsgalatot, akkor az
elobbitdl eltéré eredményt kaptunk volna. A nyelvtannak helyteleniil két
szabalya, nevezetesen S — a és C — b is megmaradt volna. Igy tehat a kigyé a
fejétdl a farkdig nem ugyanolyan hossza, mint a farkatol a fejéig.

Ennek a latszolagos ellentmondasnak a forrasat azok a nemterminalis
szimbolumok képezik, amelyekbol nem vezethetd le terminalis jelsorozat. Ilyen
példankban a B nemterminalis. Ha egyszer ilyen nemterminalisok bekeriilnek egy
mondatszer(i formaba, akkor azokat onnan hosszabb tavon sem lehet kiebrudalni,
az ilyen nemterminalisokat nem lehet agyoniitni.

Az ilyen agyoniithetetlen nemterminalisok természetesen felesleges
szimbdélumok, hiszen bel6liik nem vezethetd le csupa terminalisbol allé jelsoro-
zat. Ezeket a szimbdolumokat az alulrol felfelé torténd fésiiléskor felismerjiik, de
nem detektaljuk felesleges voltukat, ha lefelé fésiiliink.

Vizsgaljuk meg, miért nem lehet ezeket a nemterminalisokat, ha egyszer
belekeriiltek a mondatszerii formaba, onnan kiirtani.

Ha valamely szimbolumhoz nem tartozik olyan levezetési szabaly,
amelynek éppen a szimbolum lenne a baloldala, akkor trividlis, hogy ez a szim-
bolum onnan el nem tavolithatd, 6rokre benne marad a mondatszert formaban.

A B szimbdlum esetében nem ez a helyzet, mégsem tudunk megszaba-
dulni téle, nem kaphatunk beldle terminalis jelsorozatot. Ennek jobb megértésére
célszerli megismerkedniink a rekurzivitas fogalmaval.

Egy nemterminalis szimbolumot rekurzivnak mondunk, ha szdrmaztat-
hato6 beldle olyan jelsorozat, amely az eredeti szimbolumot tartalmazza.

A= adp (3.8.)
Egy nyelvtan akkor rekurziv, ha tartalmaz rekurziv nemterminalist.

Nem rekurziv nyelvtanok csak véges mondatot generalnak. Minden véges
nyelv regularis nyelvtannal generalhato. Ezek igazolasat az olvasora bizom.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy minden végtelen sok mondatot generalod
nyelvtan rekurziv.

Természetesen a rekurziv nyelvtanoknal mindig kell taldlnunk egy
egérutat, egy olyan levezetési lehetOséget, amikor a rekurzivitast el6idézo
nemterminalis szimbolum tobbet nem fordul eld. Pontosan ugyanugy, ahogy egy
rekurziv eljarashivast alkalmazé program esetében, itt is kotelezd egy olyan
alternativa, amikor az eljarast nem hivjuk meg rekurziv médon.
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Igy példaul az alabbi formalisan helyes, a szintakszis szabalyait kielégito
ALGOL 60 nyelven irt programfragmens nem rekurziv eljarast tartalmaz, hanem
egyszeriien badarsag.

integer procedure FACT (N);
value N, integer N;
FACT := N * FACT(N-1);

Nyilvanvald, ha egyszer meghivtuk ezt az eljarast, akkor az — elvben —
soha az ¢életben nem hagyja abba a szamolast.

Nevezziik ezt az ostobasagot alrekurzivitasnak.

Mielétt tovabbmennénk, mutassuk meg az elobbi, a faktorialis kiszamita-
sara hivatott program helyes valtozatat:

integer procedure FACT (N);
value N, integer N;

FACT :=if N=0 then 1 else
N * FACT(N-1);

Mint lathat6 az N=0 esetre van egérutunk.

Itt persze feltételeztilk, hogy az eljarast csak nem negativ szamokkal
mint aktualis paraméterekkel hivjuk meg. Ha ez a feltétel nem biztosithatd, akkor
valamilyen ellendérzést, védelmet kell a programba beépiteniink.

Az alrekurzi6 ugyanugy fenyeget minket nyelvtanok esetében. Itt is
el6fordulhat, hogy egy alkalmas nemtermindlis szimbdlum, ha egyszer bekeriilt a
mondatszeri formaba, ott is ragad, nem tudunk tdle szabadulni. Pontosan ez a
helyzet a B szimbolummal. Minthogy ez alrekurziot okoz nincsen olyan mondat,
amelynek levezetésében a B szerepelhetne, igy természetesen felesleges szimbolum.

Példankban a rekurzivitas kozvetlen volt, a levezetési szabaly baloldalan
talalhatd szimbolum szerepelt ugyanazon szabaly jobboldalan is. Ez persze nem
sziikségszerii. Lehetséges, hogy a szimbolum csak tobb levezetési 1épés utan tér
vissza. Ebben az esetben alrekurziorol akkor beszéliink, ha ebbdl az o6rdogi
korbol nem tudunk kilépni, az egyszer mar el6fordult nemtermindlis wjabb
felbukkanasa elkertiilhetetlen.

Vegyiik észre, hogy az alrekurzioval szemben a két fésiilés, a feliilr6l
lefelé és az alulrdl felfelé torténd, masképpen viselkedik. Alulrdl fésiilve az ilyen
szimbolumok atcsusznak a fésti fogain, és feleslegesnek mindsiilnek. Feliilrol
lefelé azonban az alrekurzid ténye nem detektalhato, az ilyen szimbolumok
benne maradnak a nyelvtanban.

Amennyiben a fésiilést az alrekurziot kiszlir6 médon alulrdl kezdjiik,
akkor két fésiiléssel valoban minden felesleges szimbolumtdl megszabadulunk.

Ezt belathatjuk, ha meggondoljuk, hogy a bottom-up fésiilés eltiinteti
mindazokat a nemterminalisokat, amelyekbdl nem vezethetd le terminalis
jelsorozat. Igy a (3.5.) 6sszefiiggésben az A nemterminalis nyilvan nem ilyen
szimb6lum, ha egyszer fennakadt a féstin.
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A masodik top down fésiilésnél viszont csak azok a szimbolumok marad-
nak meg, amelyek elérhetéek az S mondatszimbolumbol. Amennyiben az 4 nem-
terminalis talélte mindkét fésiilést, akkor az

S=adp=>w
alaku (3.5.) 0sszefiiggésben mind az elsd, mind a masodik = operatorral jelzett
levezetése helytalld, ugyanis a fenti gondolatmenet nem csak az 4 nemtermi-

nalisra, hanem az a és 3 jelsorozatokban esetleg talalhaté nemterminalisokra is
alkalmazhato.

*

A kovetkezokben az 4 — ¢ alaku ugynevezett e-szabalyok kikiiszobolé-
sérdl szolunk.

Mar emlitettiik, hogy a kornyezetfiiggd, vagyis 1-es osztaly nyelveket
nem csokkentd nyelvtanok generaljak. Az e-szabalyok, ahol a baloldal hossza 1,
a jobboldalé viszont 0 természetesen csokkentd szabalyok. Minthogy a regularis
¢s kornyezetfiiggetlen nyelvek a kornyezetfliggd nyelvek részhalmazai, hogyan
engedhetd meg e-szabalyok alkalmazasa ezekben a nyelvosztalyokban?

crer

de elébb vizsgaljuk meg az g-szabalyok kikiiszobolési lehetdségeit.

Fésiiljiik most meg ismét alulrdl az eredeti nyelvtant, valasszuk azonban

most indulé halmaznak az {ires jelsorozatot!
Bo=1{¢}

Nyilvanvald, hogy most a zarohalmazban azok a nemterminalis szimbdlu-
mok talalhatoak, amelyek elenyészhetnek, vagyis amelyek az e-szabalyok
alkalmazasa révén kozvetleniil vagy kozvetve utod €s nyom nélkiil eltinhetnek a
mondatszert formabol.

Itt kiilonbséget kell tenniink két eset kozott, eleme-e ennek a halmaznak
a mondatszimbolum vagy sem? Amennyiben a mondatszimbolum benne van
ebben a halmazban, akkor a mondatszimbolum is elenyészhet, beldle kiindulva le
tudjuk vezetni az iires jelsorozatot, az € eleme a nyelvnek.

Ellenkez6 esetben, tehat amikor a mondatszimbolum nem eleme a
halmaznak, a mondatszimbolum nem enyészhet el, az iires jelsorozat nem eleme
a nyelvnek.

Az elsd esetben, amikor a nyelv tartalmazza az {ires jelsorozatot, allitsuk
el6 a nyelvet két nyelv unidjaként. Az elsé komponensnek egyetlen eleme lesz,
az Ures jelsorozat, mig a masodiknak mondatai az iires jelsorozat kivételével
megegyeznek az eredeti nyelv mondataival.

Jeldlje, mint eddig, L. azt a nyelvet, amelynek egyetlen mondata az tires
jelsorozat. Az L nyelvet tehat, amely feltételezésiink szerint tartalmazza az iires
jelsorozatot, a kovetkezoképpen allitjuk eld
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L=(L-L) UL (3.9.)

Az L — L, formalizmus az iires jelsorozattol megfosztott eredeti nyelvet
jelenti. Az L, nyelvtana csak egyetlen szabalyt tartalmaz:

O—>¢

ahol itt azért jeloltik a mondatszimbdolumot Q betlivel, mert feltételezésiink
szerint S mar le van foglalva az eredeti nyelv mondatszimbolumanak. A (3.9.)
nyelv mondatszimbolumat jeloljiikk P betlivel, akkor az eredeti nyelv szabalyait a
kovetkezo szabalyokkal kell kiegészitentink:

P>Q0 (QO—>¢ P->S

Ha most Gjra elvégezziik az eredeti nyelvtan vizsgalatat, akkor ugyanazt az
eredményt masképpen kell interpretalnunk. A régi mondatszimbolum, amely beke-
riilt az elenyész6 nemterminalisok k6z¢é, mondatszimbdlum rangjat elvesztette, igy
ennek az 01j nyelvnek nem eleme az {ires jelsorozat, ugyanakkor valamennyi ett6l
eltéré mondat legeneralhat6. Ez megfelel a fentebb vazolt koncepcionknak.

Hogyan lehet egy nyelvtanbél, amely nem generalja az iires jelsorozatot,
az e-szabalyokat eltavolitani?

Hagyjuk el az Osszes e-szabalyt, de ugyanakkor az olyan levezetési
szabalyoknal, ahol a jobboldalon szerepelnek elenyészé nemterminalisok, az
Osszes lehetséges konfiguracioban hagyjuk el ezeket a nemterminalisokat. Az
elhagyottakrol feltételezziik, hogy elenyésznek, a megmaradt tobbirél éppen
ellenkezdleg azt tessziik fel, hogy beldliik nem iires jelsorozatok szarmaznak.
Azzal modellezziik tehat az e-szabalyokat, hogy amennyiben feltételezésiink
szerint egy nemterminalis elenyészik, akkor azt be sem irjuk a levezetési szabalyba.

Persze ez nagyon megndvelheti a nyelvtant, igy ha egy levezetési szabaly
jobboldalan k elenyészd szimbolum van, akkor ebbdl az egyetlen helyettesitési
szabalybol 2"1j szabaly szarmazhat.

Visszatérve a nem csokkentd nyelvtanok problémaéjara definidljuk ujra az
els6é nyelvosztaly nyelveit. Minden olyan nyelvet 1-es osztalybelinek tekintiink,
amely, ha nem tartalmazza az iires jelsorozatot, akkor el6allithatdo nem csékkentd
nyelvtan segitségével, ha tartalmazza, akkor viszont eléallithat6 két nyelv unidja-
ként, ahol az els6 nyelvnek egyetlen mondata van, az iires jelsorozat, a masodik
pedig az eredeti nyelv valamennyi az iires jelsorozattdl eltéré mondatat tartamaz-
za, és nem csOkkentd nyelvtannal generalhato.

Ez az 1j felfogas feloldja az ortodox értelmezés miatt jelentkezd ellent-
mondasokat.

Ezek szerint, ha van egy olyan kornyezetfiiggetlen nyelvtanunk, amelyben
vannak e-szabalyok, akkor a fentiek szellemében at kell a nyelvtant alakitanunk,
hogy a nyelv a kdrnyezetfiiggd, tehat nem csokkenté nyelvek részhalmazaba
tartozzék? Szo sincs rola. Az osztalyba sorolas nyelveket és nem nyelvtanokat
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emlit. Ha meggy06zddtiink réla, hogy a nyelvnek van a csokkentés tekintetében
enyhitett kritériumokat kielégitdé nyelvtana, akkor ebben megnyugodhatunk, és
rajtunk all, hogy eltavolitjuk-e az e-szabalyokat vagy sem.

Lassunk egy példat az e-szabalyok kikiiszobolésére. Legyen a nyelvtan:
S — SaSh |e

A nyelvtan, mint arrél konnyen meggy6zdodhetiink, olyan azonos szamu a
¢és b karakterekbdl allo jelsorozatokat general, ahol a mondatok barmely prefixu-
maban legalabb annyi a karakter van, mint b karakter. Elemezziik ezt a nyelvtant.

A fésiilés soran keletkezett halmazsorozat:
By={¢} Bi=B={¢,§}

A mondatszimbolum benne van a zarbhalmazban, minthogy a nyelvnek ¢
eleme. Az ismertetett modon 1j mondatszimbolumot, legyen ez S, és 1j levezetési
szabalyokat kell bevezetniink

S—>e S-S

Az eredeti nyelvtanbol az e-szabalyt elhagyva minddssze egy szabalyunk
marad. Ennek jobboldala viszont két elenyész8 szimbolumot tartalmaz. gy
helyette 2> = 4 uj szabalyt kell bevezetniink:

S—>8SaSb S—aSb S—>Sab S—ab

A teljes nyelvtan:

S—e S—>S S—>SaSh S—aSh S — Sab S — ab

Minthogy az eredeti nyelv tartalmazta az iires jelsorozatot, az atalakitas
eredményeképpen két nyelv unidjat kaptuk. Az elsé nyelvnek csak egyetlen
eleme van, az iires jelsorozat, a masik nyelv nyelvtana nem tartalmaz e-szabalyt,
¢s generalja az eredeti nyelv minden mondatat az € kivételével.

Mig az eredeti nyelvtan alapjan nem tal nagy faradtsaggal a nyelv
felismerhetd volt, a mddositott nyelvtanrdl mar ez kevésbé allithat6. Ezzel az
atalakitassal az attekinthetdséget feldldoztuk az ortodoxia oltaran.

Altalaban gyakori, hogy egy nyelvtan vilagosabb és attekinthetdbb, mint
e-szabalyokat nem tartalmazd egyenértékese. Ez is egyik oka annak, hogy az
irodalom meglehetésen nagyvonalt ezen a teriileten. Meghagyja a régi nyelvtant
¢s megelégszik azzal a megnyugtatd tudattal, hogy ki lehetne kiiszobolni az
e-szabalyokat.

A nyelvtanok csinossaganak novelésére szolgald kovetkezd 1épés az
ugynevezett egyszeres szabalyok kikiiszobolése lesz.
Mint mar emlitettiik egyszereseknek nevezziik az
A—>B (3.10.)

alakl szabalyokat. Rogton felmeriil a kérdés, miért nem szeretjiik ezeket a szaba-
lyokat, miért zavarnak minket?
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Valojaban az egyszeres szabalyok léte csak akkor zavaro, ha ciklicitas
van benniik, mint példaul az

A—>B B->C C—>4
szabalyok esetében.

Altaldban egy mondat levezetésére korlatos szamu véges 1épés
sziikséges. Amennyiben azonban ciklicitas van az egyszeres szabalyok kozott,
akkor levezetési lépésekkel vissza tudunk térni ugyanahhoz a mondatszerii
forméahoz, mas szoval lesznek olyan mondatok, amelyeket nem korlatos szamu
1épésben is le lehet vezetni. Ez valoban nem szimpatikus jelenség.

Persze egyszeres szabalyok jelenléte még nem jelent sziikségszeriien
ciklicitast, ennek veszélyét viszont legegyszeriibben és legdrasztikusabban az
egyszeres szabalyok kiirtasa utjan lehet elharitani. Ha nincs egyszeres szabaly,
akkor bizonyosan nincs ciklicitas.

Kikiiszobolésiik algoritmusa a kdvetkezo lehet.

Emeljiik ki a nyelvtanbodl az egyszeres szabalyokat, és a tovabbiakban azt
a nyelvtant vizsgaljuk, amely csak ezekbdl az egyszeres szabalyokbol all.

Megnézziik, hogy ebben a nyelvtanban, tehat az egyszeres szabalyokban
hany nemterminalis szimbolum van. Ez utan alkalmazzuk a feliilr6l lefelé valo
fésiilést olymodon, hogy kiindulé halmazként rendre egy-egy ilyen nemtermina-
list valasztunk.

Az egyes fésiilések eredményként kapott zaréhalmaz nyilvan azokat a
nemterminalisokat tartalmazza, amelyek a kiindulasul valasztott nemterminalis
szimbolumbol az egyszeres szabalyok utjan elérhetdek.

Az egyszeres szabalyok elhagyasakor ennek megfelelden a nyelvtant 1]
szabalyokkal kell kiegésziteni. Ezen szabalyok baloldala a kiinduldsul valasztott
nemterminalis szimbolum lesz, jobboldala pedig megegyezik azon szabalyok
jobboldalaval, amelyeknek baloldala a zaréhalmazban talalhat6 valamelyik nemter-
minalis. Igy allithatjuk elé egyetlen 1épésben azt a mondatszerti format, amelyet az
egyszeres szabalyok esetleges alkalmazasanak befejezése utan kapunk.

Allitasaink nyilvanvaloak, igy tovabbi magyarazatra nincsen sziikség.

Lassunk erre is egy példat. Legyen a nyelvtan a jol ismert aritmetikai
kifejezéseket generald nyelvtan:
ES>E+T E>T T>T+F T>F F—>(E) F>a
Az egyszeres szabalyok 1étét kiemelendd itt most nem éltiink az azonos
baloldalak nyujtotta egyszeriisito jeloléssel.
Nyelvtanunk két egyszeres szabalyt tartalmaz:
E->T T—>F
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Az egyszeres szabalyok harom nemterminalis szimbolumot tartal-
maznak. Ennek megfeleléen a feliilrl valo fésiilést harom izben, az E, T és F
szimbolumokbol kiindulva kell elvégezni. Megallapodas szerint minden szimbo-
lumbdl sajat maga mindig elérhetd, ha masképp nem, az egyszeres szabalyok
nullaszor valé alkalmazésaval.

A harom vizsgalat zarohalmazait ugy kiilonboztetjik meg, hogy
indexként a kiindulé nemterminalisokat hasznaljuk.

T;={ETF; Ir={TF} Tr={F}

Ennek megfeleléen az egyszeres szabalyok elhagyasaval egyidejiien a
kovetkez6 1j szabalyokat kell bevezetni:

E— T*F E— (F) E—a T— (E) T—a
fgy az 1j, egyszeres szabalyokat most mar nem tartalmazé nyelvtan:
ESET | 1+F | (B) | a
T>T+F | (B) | a
F— (E) | a

Ezzel megkaptuk az ismert nyelvtanunkkal egyenértékii, de egyszeres
szabalyt nem tartalmazé nyelvtant. Oszintén szolva, az egyszeres szabalyok
kiirtasa nem emelte az attekinthetéséget. Raadasul ez a nyelvtan ,,artatlan” volt,
amennyiben itt az egyszeres szabalyokban nem volt ciklicitas. Eppen ezért nem
kell feltétleniil ragaszkodnunk az egyszeres szabalyok eltavolitasahoz.

Az angol irodalom az olyan nyelvtant, amely mentes a felesleges
szimbolumoktol, nem, vagy csak az ismert korlatozassal tartalmaz e-szabalyt,
végiil nincsen benne egyszeres szabaly, proper grammar névvel illeti.

Ennek a szohasznalatnak a magyar nyelven nincsen pontos egyen-
értékese, talan igazandi vagy tisztességes nyelvtan elnevezés volna megfeleld.
Engedtessék meg, hogy javaslatot tegyek a jolfésiilt nyelvtan megnevezés
bevezetésére.

Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy minden kdrnyezetfiiggetlen nyelvtan-
nak, barmilyen 0sszegubancolddott legyen is, mindig van jolfésiilt egyenértékese.
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3.3. Nyelvtanok normalalakjai

Az elobbiekben lattuk, hogyan lehet egy nyelvtanbodl az anomalias, vagy legalabbis
annak tartott struktirakat kiiktatni. A tovabbiakban megkdtéseket tesziink az
alkalmazhat6 helyettesitési szabalyok formaja tekintetében. Azokat a nyelvtanokat,
amelyek csak ezeket, a bizonyos szempontbol egységes formaju szabalyokat tar-
talmazzak a nyelv normalalakjainak, vagy normalformainak nevezziik.

Az els6 ilyen normalalakot még Chomsky javasolta. Az irodalomban
hasznalatos erre a CNF (Chomsky Normal Form) jelolés.

Ebben a normalalakban csak kétféle alaku helyettesitési szabaly engedé-
lyezett:

A— BC A—>a (3.11)

Az els6 formaju szabalynak az a lényege, hogy a jobboldalon két nemter-
minalis all. Természetesen a szabdly harom nemterminalisa koziil barmelyik
kettd, s6t akar mindharom is azonos lehet. Az aldbbiakban igazoljuk, hogy
minden jolfésiilt nyelvtannak van CNF egyenértékese.

Bizonyitasunk szokas szerint konstruktiv lesz, vagyis addig alakitgatjuk az
eredeti nyelvtant, persze iligyelve arra, hogy az atalakitasok soran a generalt nyelv
ne valtozzek, amig végill egy Chomsky normalalakot nem kapunk. Az eredeti
nyelvtannak persze lehetnek olyan szabalyai is, amelyek eleve eleget tesznek a
(3.11.) kovetelményeknek. Tekintsiink ezeket a szabalyokat véglegesnek.

Vezessiink be a tobbi, tehat a kdvetelményeket nem teljesitd szabalyokban
a terminalis szimbolumok helyett nemterminalisokat, alnemterminalisokat.
Amennyiben példaul az a terminalist akarjuk kivaltani, akkor vezessiink be helyébe
egy A nemterminalist, és ezt irjuk minden eléfordulasi helyére.

Ugyanakkor egészitsiik ki szabalyainkat egy

A—>a
alaku szaballyal, amely szerencsés, de egyaltalan nem véletlen mddon eleget tesz
a Chomsky-téle kovetelményeknek, tehat véglegesitheto.

Nyilvanvaléan ez az atalakitds nem érinti a generalt nyelvet, hiszen az
igy bevezetett nemterminalist végiil — mas szabaly nem lévén — az eredeti termi-
nalissa kell atirni.

Ezzel a Chomsky megkotéseknek eleget nem tevd helyettesitési
szabalyok alakja csakis a kovetkezo lehet

C>CGC...C (3.12)

Itt n sziikségképpen nagyobb ketténél, hiszen az eredeti nyelvtan
jolfésilt volt, tehat nem tartalmazott egyszeres szabalyokat, ha viszont a
jobboldalon két nemterminalis allt, akkor eleget tett a kovetelményeknek, és igy
,veéglegesitésre” keriilt.

Bontsuk fel most egy 17j nemtermindlis szimbolum bevezetésével a
(3.12.) szabalyt példaul a kovetkezoképpen:

C—> Clél Cl e d C2C3. .. Cn (313)
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A (3.12.) szabalyt elhagyva, és helyette a fenti két 0 levezetési szabalyt
beiktatva lathato, hogy az elsé rogton kielégiti a kdvetelményeket, mig a masodik
szabaly jobboldalanak hossza eggyel rovidebb, mint el6djéé volt.

Az a tény, hogy a modositas nem érinti a generalt nyelvet, nem igényel
magyarazatot.

A fenti vagy ezzel egyenértékli felbontassal tehat csdkkenteni lehet a
jobboldalak hosszat. Ezt kell¢ kitartassal folytatva a leghosszabb jobboldalt is
kettore tudjuk redukalni. Ezzel viszont a kijeldlt célt teljesitettiik is, 1étrehoztunk
egy az eredeti nyelvtannal egyenértékii Chomsky normalalakot.

Megjegyzem, hogy az S — ¢ alaku szabaly, ahol S a mondatszimbolum,
mint egyetlen olyan e-szabaly, amely jolfésiilt nyelvtanokban eléfordulhat,
szintén Chomsky szabdlynak mindsiil. Nélkiile ugyanis nem lehetne olyan nyelv
nyelvtandt Chomsky alakra hozni, amely az iires jelsorozatot tartalmazza.

A fenti konstruktiv bizonyitds alapjan rdgzithetd, hogy minden
kornyezetfiiggetlen nyelvtannak van egyenértékii Chomsky normalalakja. Ez a
normalforma nem unikalis, hiszen az atalakitasnal levalaszthattuk volna, példaul
az utols6 két nemterminalist, vagyis a szalamit nem az elején, hanem a végén
kezdtiik volna szeletelni. De ez csak két lehet6ség a sok koziil.

Példaképpen hozzuk Chomsky normalalakra az alabbi nyelvtant:

S — aSh S—ab

A nyelvtan nyilvanvaléan az

a'db' i>0
nyelvet generalja.

[rjuk 4t a terminlis szimbolumokat nemterminalisokka. Szerencsére itt
nem kell jelolési konfliktustol tartani, igy a vessz6zés elmaradhat.

S — ASB S —> AB A—>a B—b

Szerencsére a négy Uj szabaly kozil harom rogton megfelel a kovetelmé-
nyeknek. Egyediil az els6 helyen allo szabalyt kell tovabb bontanunk:

S—AC C—>SB
Ezzel a nyelv teljes Chomsky nyelvtana:
§—>A4C C—>SB S§S—>A4AB A—>a B-b

Miel6tt az itt targyalt masik normalalak, a Greibach normalalak
részleteiben elmeriilnénk, szolnunk kell néhany szot a balrekurziordl, illetve
annak megsziintetésérol.

Mar korabban tisztaztuk, mikor mondjuk egy nyelvtanrdl, hogy rekurziv.
Az is kideriilt, hogy a rekurzivitds a nyelv €s nem a nyelvtan sajatja. Ebbdl
kovetkezik, hogy ha egy nyelvet general6 nyelvtan rekurziv, akkor minden, ezt a
nyelvet generalo nyelvtan is sziikségképpen rekurziv lesz. A rekurzivitast tehat
nem lehet megsziintetni, egy rekurziv nyelvtannal csakis egy rekurziv nyelvtan
lehet egyenértékii.
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Balrekurzivnak mondunk egy nyelvtant akkor, ha van olyan a rekurzi-
vitasért felelés nemterminalis szimbolum, amelybdl kiinduld levezetés soran a
szoban forgd nemterminalis a legbaloldalibb pozicidban jelenik meg ujbol.

A baloldali rekurziora tehat a kovetkezo Osszefiiggés irhato fel:

A= Ao (3.14.)

A Dbalrekurzivitast alkalmas atalakitasokkal meg lehet sziintetni.
Természetesen a nyelvtan tovabbra is rekurziv marad, csak ez a tulajdonsag nem
a baloldali rekurzié formajaban jelentkezik.

Itt rogton felmeriil az a kérdés, miért van erre sziikség? Ha egyszer a
rekurzié nem kiiszobolhetd ki, akkor nem mindegy, hogy ez milyen formaban,
hol jelentkezik?

Messzemenben nem mindegy! Mint latni fogjuk, bizonyos egyszerii
szintaktikus elemzé moddszerek nem alkalmazhatdak, ha a nyelvtan balrekurziv.
gy ennek megsziintetése nagyon is 1ényeges.

Eloljaroban az ugynevezett kozvetlen balrekurzié megsziintetését ismer-
tetem. Kozvetlen balrekurziorol beszéliink akkor, ha van a nyelvtanban

A— Aa (3.15)

alaka szabaly, vagyis a balrekurzidé mar egyetlen helyettesitési 1épés utan jelent-
kezik. A (3.15.) alaku szabalyok 1éte szembeszokdvé teszi a balrekurzid tényét,
hianyuk azonban nem biztositék arra, hogy nincsen balrekurzio.

Legyen 4 egy kozvetlen balrekurziot okozé nemterminalis. Soroljuk az 4
levezetési szabalyait két halmazba aszerint, hogy kozvetlen balrekurziot
okoznak-e vagy sem.

A Aoy | Aoy | ... | 4, (3.16.)

A g ... ] Bn (3.17.)
Itt persze a B jelsorozatok nem kezdédhetnek az A nemterminalissal. Sem
n sem m nem lehet zérus, hiszen akkor vagy az 4 szimb6lum nem okozna kozvet-
len balrekurzidt, vagy az alrekurzidnak nevezett badarsaggal volna dolgunk.
Vezessilk be a regularis halmazoknal mar alkalmazott jeloléseket, €s
legyen

a=o;tot...tao, (3.18.)
B=PBi+Pt...+Pn (3.19.)
Ezzel a (3.16.) és (3.17.) egyenlet a kovetkez6 alakot 6lti:
A=Aa+p (3.20)
Konnyen belathato, hogy ebbdl a kifejezésbdl levezethetd
A= Ba (3.21.)

Az A nemterminalis ugyanis csak akkor tiinik el a jobboldal elsd
helyérdl, ha az 4 — B szabalyt alkalmazzuk. El6tte viszont tetszdlegesen sokszor
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beleértve a nullaszoros lehetdséget is, felhasznalhattuk az 4 — Ao szabalyt. Ezt
fejezi ki az o faktor.

Alakitsuk at nyelvtanunkat a kdvetkezok szerint:
A=B+PpA A=a+od (3.22)

A masodik egyenletbél 4 = o és ebbdl mar kovetkezik, hogy a (3.22.)
egyenletek ugyanazt az eredményt adjak, mint a (3.20.) egyenlet. A két egyenlet
tehat egyenértékli, és mivel a (3.22.) kifejezés nem tartalmaz kozvetlen
balrekurziot, feladatunkat megoldottuk, a kdzvetlen balrekurziot sikertilt kikiiszo-
bolniink.

Térjink most at a kornyezetfiiggetlen nyelvtanok masik nevezetes
normalalakjara, a Greibach-féle normalalakra. Az irodalom GNF néven is
emlegeti (Greibach Normal Form). A Greibach normalalakban a helyettesitési
szabalyok engedélyezett alakja:

A—>aW (3.23)

ahol W tetszdleges, csak nemterminalisokbdl allo sorozat. A tetszéleges szdmban
természetesen a zérus is beleértendo, hiszen ellenkezd esetben egyetlen mondatot
sem lehetne levezetni, mindig maradna a mondatszer{i formaban nemterminalis.

Az § — ¢ alakl e-szabaly ugyanugy, ahogy a Chomsky normalalaknal, itt
is engedélyezett Greibach szabaly.

Vegyiik észre, hogy a Greibach normalalakban felirt nyelvtanok nem
balrekurzivak. Ez magatol értet6dd, ha meggondoljuk, hogy minden helyettesi-
tési szabaly jobboldalanak elsé szimboluma terminalis.

A kovetkezOkben a Greibach mnormalalak eléallitasait megoldva,
elvégezziik a balrekurzio kikiiszobolését is. Azt kell elérniink, hogy csak olyan
levezetési szabalyok legyenek a nyelvtanban, amelyek termindlissal kezdddnek.
Ha ezt megvalositottuk, akkor mar nyert {igylink van, hiszen a levezetési
szabalyok belsejében talalhato termindlis szimbolumok eltavolitasaban mar a
Chomsky normalalak szerkesztésekor bizonyos gyakorlatra tettiink szert.

Legyen adott egy jolfésiilt nyelvtan. Definialjunk a nyelvtan nemterminalis
szimbolumai kozott egy szigort, de egyébként teljesen tetszOleges rendezést.
Ennek szemléltetésére valamennyi nemterminalis szimbolumot egyetlen betiivel és
egy indexszel jeloljiik, ahol az index sorszama hatarozza meg a rendezést.

A rendezés tetszOleges abban az értelemben, hogy semmiféle feltételezést
nem tesziink majd a sorrend mikéntjére, igy példaul azt sem kotjiik ki, hogy a
mondatszimbolum hanyadik — elsé vagy utols6 — legyen ebben a sorban.

A sorrend tehat elvben tetszbleges, a gyakorlatban persze lehet, hogy egy
iigyetleniil megvalasztott sorrend az atalakitasi munkat megnoveli, ez azonban a
megvaldsithatésagot nem érinti.
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Els6 1épésben azt kivanjuk elérni, hogy az 4; nemterminalishoz tartozo
valamennyi levezetési szabaly vagy terminalissal kezd6djék, vagy els6 karaktere
magasabb sorszami nemterminalis legyen.

Formalisan:

Ai—>aX vagy Ai—>4Y j>i (3.24)
ahol X és Y tetsz6leges szimbolumokat tartalmazhat.

Ezt a miveletet a legalacsonyabb indexii nemterminalis szimbolumnal
kezdjiik el, és innen haladunk felfelé a nagyobb indexek felé.

Az A, nemterminalis esetében, minthogy ennél alacsonyabb sorszamu nem-
terminalis nincsen, csak az okozhat problémat, ha a jobboldal els6¢ szimbdluma
szintén A,. Ez viszont a kdzvetlen balrekurzio esete, amelynek kikiiszobolésére mar
van algoritmusunk. Ezt alkalmazva elérhetjiik, hogy a (3.24.) feltételei erre a nem-
terminalisra teljestiljenek.

Ha most attériink az 4, nemterminalis szimbolumra, akkor el6szor azokat
a levezetési szabalyokat keressiik meg, amelyek jobboldala az 4; nemterminalissal
kezd6dik. Ha vannak ilyen szabalyok, akkor ezekben az élen allo A, szimbolumot
levezetési szabalyainak jobboldalaval kell helyettesiteni, mégpedig minden
lehetséges kombinacioban.

Igy ha az A4, levezetési szabélyai kozott k olyan van, amelynek jobboldala
az A; szimbolummal kezdddik, és az 4; szimbolumhoz tartozd levezetési szabalyok
szdma j, akkor az eredeti k szabaly helyébe k*j szabalyt kell irni.

Ezzel garantaljuk, hogy A4, szabalyai kdzott nem lesz olyan, amelyiknek a
jobboldala az A, szimbolummal, vagyis a baloldalinal alacsonyabb sorszamu nem-
terminalissal kezdédne. Ennek kdvetkeztében itt most csakis azok a szabalyok
okozhatnak problémat, amelyeknek elsd jobboldali szimboluma A4,, fiiggetlentil
attol, hogy az ilyen szabalyok eredetileg is benne voltak a nyelvtanban, vagy az
atalakitasok soran keriiltek bele. Ez viszont megint a kozvetlen balrekurzié esete,
igy az annak megsziintetésére szolgald algoritmusunkat kell mozgositanunk. fgy
elérjiik, hogy csak vagy terminalissal, vagy nagyobb sorszdmu nemtermindlissal
kezd6do szabalyaink lesznek, a (3.24.) kdvetelmények teljesiilnek.

Altalénosségban, ha fenti célunkat az 4; nemterminalis szimbolumnal
kivanjuk elérni, akkor feltételezhetjiik, hogy ezt az algoritmust az i—1 indexig
bezardan mar sikerrel alkalmaztuk.

El6szor itt is az A; kezdetl levezetési szabalyokat — ha vannak ilyenek —
szlintetjiik meg helyettesitéssel. Ezzel a minimalis kezdeti sorszamot eggyel feljebb
vittiik. Ekkor jon a kovetkezd sorszamt nemterminalis, ismét csak helyettesités, és
ezt alkalmazzuk mindaddig, amig az i indexhez nem ériink. Itt, ha sziikséges, ismét
a kozvetlen balrekurzio elharitasara bevezetett modszert vetjiik be.

Mar a leirasbdl is latszik, hogy ez az algoritmus, bar biztosan c€lhoz ér,
meglehetdsen hosszadalmas.



100 3.3. Nyelvtanok normalalakjai

Vegyiik észre, ha atragtuk magunkat az 0sszes indexen, akkor az utolsd
nemterminalis szimbdlum esetében a Greibach normalalak elbirasainak megfeleld
levezetési szabalyokat kapunk, amennyiben valamennyi szabaly jobboldala termi-
nalis szimbélummal kezdddik. Ez abbol kovetkezik, hogy az utolsé nemterminalis
esetében, az utolsonal nem Iévén magasabb sorszdmu nemterminalis, csak az a
lehetéség marad, hogy a levezetési szabalyok terminalissal kezdddnek. Itt persze
feltételeztiik, hogy az esetleges belsd terminalis szimbolumokat a szokott modon
,hemterminalositottuk™.

Ezekkel az atalakitasokkal elértiik, hogy a nyelvtan nem lehet balrekurziv.
Minden szabaly ugyanis vagy terminalissal, vagy magasabb sorszamu nemtermina-
lissal kezdddik, igy nincs lehetdség arra, hogy egy nemterminalis a jobboldal

Most viszont visszafordulhatunk, és az atalakitds masodik 1épéseként fa-
radsagos utunkat nem kevésbé faradsagos modon lefelé is végigjarjuk.

Az utolso el6tti nemterminalisrol ugyanis tudjuk, hogy ha vannak is nem-
terminalissal kezd6d6 levezetési szabalyai, akkor azok csakis az utols6 nemtermi-
nalissal kezd6dhetnek. Ezen szabalyoknal az utolsé nemterminalis helyébe
levezetési szabalyainak jobboldalat helyettesitve elérhetjiik, hogy az utolso el6tti
nemterminalis valamennyi szabalyanak jobboldala terminalissal kezdédjék. Ezek
szerint ez a nemterminalis is ki fogja elégiteni a Greibach-féle szabalyokat.

Ezt az algoritmust a sorszamok csokkend sorrendjében folytatva, mire az
els6 nemterminalist is talhaladtuk, az egész nyelvtanban nem lesz olyan leveze-
tési szabaly, amely ne terminalis szimbolummal kezdédne.

Minthogy a fent ismertetett algoritmus barmely jolfésiilt nyelvtanra
alkalmazhato, igazoltuk, hogy minden kornyezetfiiggetlen nyelvnek Iétezik
Greibach normalalakja.

Lassunk erre is egy példat. Legyen a nyelvtan:
A—>BC B—-CAlb € —>4Bla
Valasszuk a harom nemterminalis sorrendjének az 4 — B — C sorrendet.
Eldszor azt az allapotot kell eléallitanunk, amikor az egyes nemterminalisokhoz
tartozo levezetési szabalyok csak vagy terminalissal, vagy sorrendben késdbbi
nemterminalissal kezd6dnek.

Szerencsére az 4 és B nemterminalis szimbolumokra ez eleve teljesiil. A
C levezetési szabalyaindl a kezd6 A4 szimbdolumot helyettesitéssel el kell
tavolitani. Sajnos erre az 1j szabaly jobboldalanak elején megjelenik a B
nemterminalis, igy ujabb helyettesitésre van sziikség.

C—>4Bla = BcBla = c4acB | bCB |a

Ezzel sajnos nem vagyunk készen, hiszen a C nemterminalis levezetési
szabalyaiban 6nmaga sem szerepelhet a jobboldal els6 helyén. Most a kdzvetlen
balrekurzivitast megsziinteto algoritmust kell alkalmaznunk.
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C—>bCB | a | bCBC | aC
¢ — ABC | ACBC

Ezzel megkaptuk azt az egyenértékes nyelvtant, amelynek levezetési
szabalyai vagy terminalissal, vagy magasabb sorszdmu nemterminalissal kezdédnek:
A— BC
B—caln
C—bCB | a |l bCBC | aC
¢ —ACB | ACBC
Ami a kalapos szimbolumokat illeti, azokat ugy kezelhetjiik, mintha
sorrendben megel6znék az Gsszes eredeti szimbolumot. Példankban csak egy ilyen
szimbélum van C. Ha t6bb ilyen volna egymas kozétti sorrendjiik kozombas.

Most visszafelé kell az utat bejarnunk. A sorrendben legutols6 nemtermi-
nalis esetiinkben C volt. Ennek levezetési szabalyai mar teljesitik a Greibach
feltételeket, amennyiben terminalis szimbolummal kezdddnek. Azokba a levezetési
szabalyokba, ahol C a kezdGszimbdlum a jobboldalakat behelyettesitjiik. Ezt kell
tenniink a B nemtermindlis egyik levezetési szabalyanal. Ezzel a B szimbdlum
valamennyi levezetési szabalya is terminalissal fog kezdddni.

Ezutan a B szimbolumot kell az 4 egyetlen szabalyaban atirnunk, végiil
az A szimbolumra kapott eredményt a C szabalyaiba beirnunk.

Mindezek utan a nyelvtan a kovetkezo lesz. A szabalyokat célszerlien a
szarmaztatas sorrendjében adom meg.

C—>bCB |l albeBC | aC

B—>bCBA | a4 | bCBCA | aC4 | b

A —> bCBAC | aAC | bCBCAC |aCac | bC

¢ — bCBACCB | aaccB | bcBcaccB| aCaccB| bees |
bCBACCBC | aAaccBC | bcBCACCBC | aCaCCBC | beCBC

Itt emlitem meg, hogy mas rendezés példaul a C—4—B sorrend esetén
talan még szovevényesebb, de mindenesetre mas nyelvtant kaptunk volna.
Természetesen barhogyan is szarmaztatjuk a Greibach normalalakot a kapott
nyelvtanok egyenértékiiek.

Mint lathato az eredeti egyszeriinek tind nyelvtanbol készitett Greibach
normalalak ijesztd bonyolultsagt. Felmeriilhet ezzel kapcsolatban a kérdés, van-e
a normalalakoknak az esetleges elvi jelent6ségen tilmenden gyakorlati
fontossaga.

Gyakran az attekinthetd nyelvtan alapjan nehéz elemz6t szerkeszteni. A
normalalakok erre sokkal jobb kiindulast adhatnak. Minthogy az elemzést a
forditoprogramot futtatdé szamitogép végzi, ez esetben az elemezhetdség szem-
pontja nagyobb prioritasu, mint az olvashatdsagé.
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3.4. Veremautomatak

Mint emlitettiik, minden nyelvosztalyhoz tartozik egy automataosztaly, amely
alkalmas a nyelvosztalynak megfeleld nyelvtan altal generalt nyelvek
felismerésére. A kornyezetfiiggetlen nyelvek esetében ez az automataosztaly a
veremautomatak osztalya.

A veremautomatak ,,szerkezeti” felépitését a 3.5. abra tiinteti fel. Ha a
mar jol ismert véges automatat egy LIFO — Last In First Out — diszciplinajua
memoriaval, veremmel kiegészitjiik, a veremautomatat kapjuk.

Periféria (lyukszalagolvasé-egyséq)
g ——
Véges allapotu
vezérlés

erem

3.5. dbra

Mint ismeretes a verem memoria LIFO szervezést, vagyis mindig csak
az utoljara betett objektum hozzaférhet6. Ez pontosan megfelel a verem
mindennapi szohasznalatanak, amennyiben példaul egy krumplisverembdl is csak
az utoljara bevermelt krumplit lehet kivenni.

A veremautomata veremmemoriaja pontosan ezt a diszciplinat kdveti.
Betenni vagy irni — ezek ez esetben szinonimak — csakis a verem tetejére lehet, és
ugyanigy csak a verem legfels6 elemét lehet elolvasni, kivenni. Definicioészertien
az olvasas egyben a verembdl valo kivételt is jelenti.

Itt sajnos néhany szét kell szolni egy elég szerencsétlen terminoldgiai
balfogasrol. Azt az automatat ugyanis, amir6l beszélink, az angol nyelvii
szakirodalom push-down automaton néven illeti. A push-down ,,nyomd le”
kitétel arra utal, hogy az 0j informaciot mindig a régi tetejére irjuk, és ezzel a
memoria régi tartalmat mintegy lenyomjuk.
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A LIFO szervezésii, a magyar irodalomban veremmemorianak nevezett
memoria angol neve ugyanakkor stack memory. A magyar szamitastechnikai
tolvajnyelvben is gyakran emlitiink a veremmemoria helyett stack-memoriat.

Az a tény, hogy az angol nyelvii szakirodalom a veremmemoriat hasznalo
automata elnevezésére nem a verem sz6 angol megfelel6jét hasznalja, bocsanatos
blin volna. A problémat az okozza, hogy ezzel egyidejlien egy nem verem, vagyis
nem stack szervezésii memoriat tartalmazé automatdnak a stack automaton nevet
adtak. Az automataclmélet szakemberei, akik nem ismerve vagy tudomasul sem
véve a szamitastechnika szohasznalatat ezzel komoly konfuziot okoztak.

A stack automaton nem szerepel tanulnivaldink kozott, igy itt csak
tajékoztatasul jegyzem meg, hogy ennél az automatanal ugyanugy csak legfeliilre
lehet beirni, és csak a legfelsd elemet lehet kivenni, mint a veremmemorianal —
ennyiben valoban stack szervezésii a memoria — de lehet kivétel nélkiil is olvasni
beldle, s6t ezt a miveletet nem csak a verem tetején, hanem barhol bent a
memoéridban meg lehet tenni. Igy olvasasra a memoria egésze hozzaférhets. Ezek
szerint a push-down automaton a stack automaton azon kiilonleges esete, amikor
a kivétel nélkiili olvasas nem megengedett.

A magyar irodalomban az elnevezés tekintetében bizonyos habozas
tapasztalhato. Vannak, akik az automata funkcidjat tekintik mértékadonak, és a
veremmemoriaval ellatott automatat veremautomatanak hivjak. Masok az angol
eredetibdl kiindulva a veremautomata elnevezést az angolban stack automaton
elnevezésii automatanak tartjak fenn.

Jomagam szintén bizonyos hezitdlas utdin a memdria szervezését tekin-
tettem perdontének. Tettem ezt mar csak azért is, mert az egyébként hasznalatos
push-down automata elnevezést nem tartottam elég magyarosnak, masrészt az ily
modon kisemmizett stack automata jelentdsége sokkal kisebb. A ma hasznalatos
terminologiat szemlélve ugy tlinik nem volt rossz dontés.

A terminologiardl szolo ezen hosszabb eszmefuttatast nem csak a magam
mentségére irtam, hanem tajékoztatasul arra az esetre, ha valaki mas termino-
l6giat hasznalé magyar szakirodalmat olvas.

A veremautomata formalis leirdsara egy hetes szolgal.
P ( Q, Z, F, 6, qo0, Zg, F) (325)
ahol — Q az automata allapotainak véges halmaza
— 2 az elemzend6 nyelv alfabetaja
— T'averem alfabetaja, vagyis azon szimbolumok véges halmaza,
amelyek a veremben szerepelhetnek
— 0 amozgasi szabalyok véges halmaza, amelyr6l még
részletesen szolunk
— qoaz automata kezddallapota
— Zyamemoria kezdeti tartalma
— Fazelfogado allapotok halmaza
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A P jelolés nem véletlen, ezt az automata a push-down elnevezéstol
orokolte.

Valamennyi emlitett halmaz véges, hiszen egyébként nem lehetne véges
moddon a nyelvet leirni.

A definiciobol kovetkezik, hogy :
qo € Q Zyel FcQ (3.26.)

A veremautomata csak akkor mozgasképes, ha verme nem tires. Ezért
sziikséges mar indulaskor a vermet egy karakterrel feltolteni, ez Z.

A veremautomata mozgasat az automata allapota, az olvasott karakter és
a verem tetején talalhatd szimbolum hatiarozza meg. A mozgas hatisara az
automata 1j, esetleg az eredetivel megegyez6 allapotot vesz fel, és a verem
tetejére egy véges jelsorozatot ir be.

Ugy tekintjiik, hogy mozgas kovetkeztében az olvaso egy szimbolummal
tovabb 1ép, tehat az olvasofej alatt mar a kovetkezd szimbolum talalhato,
ugyanakkor a verem tetején 1évo, és a mozgas soran figyelembe vett szimbolum
kivételre keriil, megsemmisiil. Amennyiben az a szandékunk, hogy a verem
tetején 1évo szimbolum a veremben maradjon, akkor ezt azzal a fogassal érjiik el,
hogy a szimbolumot visszairjuk a verembe.

A mozgasi szabalyok szama véges, igy a mozgas soran a verembe beirt
jelsorozatok hossza korlatos. Egyes mozgasokndl a verembe beirt jelsorozat
hossza zérus is lehet, ilyenkor azt mondjuk, hogy az € karaktert irtuk a verembe.
Ebben az esetben a mozgas kovetkeztében a verem tartalma csokken.

A veremautomatanak az eldbb ismertetett ugynevezett valodi mozgasain
kiviil van egy masik mozgasi lehetdsége is. Ennél az e-mozgasnak nevezett moz-
gasnal a mozgast csak az automata allapota és a veremtetd hatarozza meg.

Az olvasoéfej alatti karakter itt nem jatszik szerepet, el sem olvassuk, €s
igy természetesen a szalag sem tovabbitodik. SOt, e-mozgas akkor is lehetséges,
ha az olvasofej alatt mar nincs is karakter.

Az e-mozgast jelképesen az ¢ karakter beolvasasaval szokas jeldlni.

Ezzel a mozgasi szabalyok a kovetkezo leképezést definialjak:

Ox(Zueg)xI'=QOxTI* (3.27))
ahol — k a verembe beirt jelsorozatok hosszanak korlatja. Ugy képzelhetjiik el,
hogy az ¢ iires jelsorozat eleme a I' halmaznak, és igy a I'* jelolés a legfeljebb k
hosszisagu jelsorozatok halmazat jeloli.

A (X U g) jel6lés arra utal, hogy a valodi mozgasok esetében a ¥ alfabeta
egy elemét olvassuk, e-mozgasok esetében az ,,olvasott” karakter €, tehat valoja-
ban nem torténik olvasas.

Meég a részletek elott néhany altalanos megjegyzés.
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A jelsorozat elfogadasanak feltételei hasonléak a véges automatak
esetében alkalmazotthoz. Egy jelsorozatot akkor fogadtunk el, ha az automata a
jelsorozatot végigolvasta, és ezt kdvetden elfogado allapotba keriilt. A véges au-
tomata az utolsé karakter elolvasasa utan megallt, és aszerint, hogy elfogado vagy
visszautasito allapotban allt meg, fogadtuk el, vagy utasitottuk el a jelsorozatot.

A veremautomataknal a helyzet nem ilyen egyszerii. Az elemzendd
szoveg elolvasasa utan ugyanis egyaltalaban nem sziikségszeri, hogy az automa-
ta megalljon. Persze csakis e-mozgas johet szoba, hiszen a valédi mozgashoz mar
nincsen karakter az olvasofej alatt.

Felhivnam a figyelmet az elfogadds kritériumanak oOvatos megfo-
galmazasara. Akkor fogad el, ha az elolvasas utan elfogadé allapotba kerdil.
Teljességgel megengedett tehat, hogy az automata az elolvasas utan e-mozga-
sokkal kisérelje meg az elfogado allapot elérését.

Az elfogadasnak nem feltétele a mozgasképtelenség. Olyan eset is elkép-
zelhet6, amikor az e-mozgasokban ciklus van, és igy a mozgas tetszolegesen
hosszu ideig folytatddhat. Ennek ellenére, ha az elfogadd allapotot keresd
e-mozgasok ciklusdban van elfogadd allapot, akkor az automata érvényesen
elfogadta a jelsorozatot.

srcr

véges, de nem korlatos hosszisagu. Ezzel a fogalommal nem el6szor talalkozunk.
Ebben a kontextusban ez a kovetkezdket jelenti. Egy adott jelsorozat

véges, az elemzett jelsorozat és az automata altal meghatarozott érték. Altalanos
korlatot azonban nem adhatunk meg. Barmekkora lenne is ez a korlat, mindig
talalhatnank olyan jelsorozatot, amelynek elemzésére a korlatozott memoriaméret
nem elegendd.

Ezt az allitast intuitive igen konnyen belathatjuk. Amennyiben volna a
memoria hosszara ilyen korlat, akkor ez azt jelentené, hogy csak véges sok
kiilonb6z6 memdriatartalom lenne lehetséges. Vegyiik figyelembe ugyanakkor,
hogy az automata allapotainak szama is véges.

Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy az automatat teljesen leiro, az
automata allapotanak és memoria tartalmanak direkt szorzatdbol allo6 halmaz is
véges. Ha viszont az automata teljes jellemzésére egy véges halmaz elegendd,
akkor ez az automata egyenértékii egy véges automataval.

Ugyanakkor, mint latni fogjuk, a veremautomata ereje nagyobb a véges
automataénal, igy a memoria korlatossagara vonatkozo feltevésiink sziikség-
képpen helytelen.

Az irodalom a memorianak ezt a tulajdonsagat, véges de nem korlatos
voltat azzal a szoéhasznalattal is jellemzi, hogy a memoria potencialisan végtelen
hosszusagu.
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Miel6tt egy példa kapcsan kdzelebbi ismeretséget kotnénk a veremauto-
mataval, allapodjunk meg néhany konvencidban.

Az automata leirasara elegendd a mozgasi szabalyok ¢és az elfogado alla-
potok halmazanak megadasa. Itt azzal a megallapodassal ¢liink, hogy legelsének
olyan szabalyt adunk meg, amelyben az allapot a kezddallapot, és a verem tetején
az induld veremszimbdlum van. Ilyen szabalynak kell lennie, hiszen kiilonben az
automata el sem tudja kezdeni az elemzést.

A mozgasi szabalyok leirasanal a kdvetkezd sorrendet hasznaljuk: auto-
mata allapot, olvasott szimbdlum és a verem teteje, illetve uj allapot és a verembe
beirt jelsorozat. Amennyiben e-mozgasrol van sz6 az olvasott karakter helyén ¢
all. Amennyiben egynél tobb szimbolumot irunk be a verembe, akkor a sorozat
legbaloldalibb eleme keriil a verem legeslegtetejére.

Lassunk ezek utan egy veremautomata-leirast:

(g0, a, Zo) = (q1. aZy) S( qo, b, Zo) = (q1. bZy)
d(qia a) =(q aa) 8(q1, b, a)=(q, ba)

d(qi,a,b)=(qi, ab) 3(q1, b, b)=(q1bb)
3(qi,c,a)= (g2 a) 0(qi, ¢, b)=(qb)
(g2 a a)=(q¢) 3( g2 b, b)=(q2€)
8( g2, €, Zo) = (g3, Zo )
F={qgs}

Ez a veremautomata a wew™  jelsorozatokat fogadja el, ahol w tetsz6-
leges az a és b karakterekbdl all6 nem iires jelsorozat. A -1 hatvanykitevd a
sorozat inverzét jelenti, ami az eredeti jelsorozat forditott sorrendben. Az angol
irodalomban szokasos még az inverzre az " kitevé (reverse) hasznélata is.

Az elemzés alapgondolata a kdvetkezd. Az automata veremmemoria-
jaban elraktarozza a sorozat elsé felét, majd a mondat kézepétdl kezdve, amit a ¢
karakter beolvasasa jelez, ellenérzi, hogy a mondat masodik fele megegyezik-e
az elso fél inverzével. A verem LIFO diszciplinja miatt ,,szerencsére” a mondat
elso felének szimbolumai forditott sorrendben keriilnek a verem tetejére.

Sajnos a veremautomatanak nincs olyan szép €s egyszerii abrazolasi
moddja, mint volt a véges automatanak, igy az automata miikodésének nyomon
kovetése, attekintése nem olyan egyszerti.

Az automata mikodésének pillanatnyi allapotat, mint emlitettiik, az
automata konfiguracidja jellemzi. A veremautomata esetében az automata
tovabbi viselkedésének megallapitasahoz a kovetkezd informaciok sziikségesek:

a jelsorozat még be nem olvasott része,

az automata allapota,
a verem tartalma.
K=(wq ) (3.28)
ahol —w amég el nem olvasott jelsorozat,
— g az automata allapota
— y a verem tartalma
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Itt tehat az automata konfiguracidja ez a harmas, amelyeket a fent leirt
sorrendben adunk meg, azzal a konvencidval, hogy a még clolvasasra vard
jelsorozat legbaloldalibb eleme van az olvasofej alatt, és a verem tartalmanak
legbaloldalibb eleme a verem teteje.

A konfiguracio segitségével formalisan is felirhatjuk, mi lesz az auto-
mata nyelve:

L®) = {w | (wa2)=@pr)rpeF) (329

Az Osszefiiggés szerint azok a w jelsorozatok lesznek az automata
nyelvének mondatai, amelyek a kezddallapottal és a verem kezdd tartalmaval
olyan konfiguraciot alkotnak, amelybdl tetszéleges szamu Iépésben elérhetd egy
olyan konfiguraci6, ahol a még elolvasasra varo jelsorozat az iires jelsorozat, €s
az allapot az elfogadé allapotok halmazanak eleme. A verem tartalma érdektelen.

A veremautomata miikodését tehat konfiguraciok sorozatan keresztiil
kovethetjiik. Tegyiik most ezt az elobbi automataval, amikor az
aabacabaa
mondatot elemzi.

Az indul6 konfiguracid: ( aabacabaa, qo, Zy)

A tovabbiakban kommentar nélkiil adjuk meg a konfiguraciok sorozatat.
{ aabacabaa, qo, Zy } — { abacabaa, q,, aZy } > { bacabaa, q\, aaZ, }—>
> { acabaa, q,, baaZ, } — { cabaa, q,, abaaZ,} — { abaa, q,, abaaZy }—>
> { baa, q», baaZy} > {aa, q, aaZy } > {a, g2, aly} > {€,q2 Zo}
= 1{€4q3 2}

Az automata a jelsorozatot elfogadta, hiszen a bemenet valamennyi
szimbolumat feldolgozta, és azt kovetéen elfogadd allapotba keriilt. Igy a fenti
jelsorozat az automata nyelvének egy mondata.

Az elemzés adott esetben igen egyszerinek mutatkozik, hiszen az
automata determinisztikus.

Ez nem mindig van igy. Lassunk most egy példat a nemdeterminisztikus
veremautomatakra.

Legyenek az automata mozgasi szabalyai a kovetkezok:

3(qo a, Zo) = (q1, aZy) 3(qo b, Zo) = (q1, bZy)
8(qia a)=(q,aa) | (g ¢) 8(qi b, a)=(q ba)

8(qi a b)=(q ab) 8(qu b b)=(q1.bb) | (42,0
g a a)=(qe) (g2 b, b)=(q2¢)

3( g2 & Zy) = (g3, Zo)
F={qs}
Ennek az automatanak két olyan szabalya van, ahol egyetlen baloldalhoz
két jobboldal tartozik. Itt is éltiink azzal az egyszerisitd jelolési konvencidval,
hogy az azonos baloldalhoz tartozé jobboldalakat a vagy jelentést | szimbélummal
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valasztottuk el. Ez annyit jelent, hogy ebben a szituacioban két mozgasra van
lehet6ség, ¢és koziilik az automata barmelyiket valaszthatja. Az automata
nemdeterminisztikus.

Egy veremautomata hasonléan a véges automatakhoz, akkor determi-
nisztikus, ha minden szituacidhoz legfeljebb egy mozgéas tartozik. Mas szavakkal
ez annyit jelent, hogy minden automata allapot, olvasott szimbolum €s veremtetd
harmashoz legfeljebb egy mozgéas rendelhetd. Ezen tilmenden, gondolva az
e-mozgasokra is, kikotjiik, hogy ha valamely automata allapot és veremtetd par
esetében lehetséges e-mozgas, akkor csakis ez a mozgas legyen lehetséges, és a
fenti part barmilyen olvasott szimbolummal egészitsiik is ki, valédi mozgas nem
engedhetd meg.

gy az egyértelmiiség nem csak a valdodi és e-mozgasokon beliil igaz,
hanem a két mozgasfajta kozott is fennall.

A két példanak valasztott automata, a determinisztikus €s nemdetermi-
nisztikus, nagyon hasonlit egymasra. Valoban ez utdbbi nyelve is emlékeztet a
korabban targyalt determinisztikus automata nyelvére. Ez ugyanis:

-1
ww

ahol w az a és b szimbolumokbol allo tetszdleges jelsorozat.

A két nyelv kdzott ,,minddssze” az a kiilonbség, hogy mig az elsé nyelv
szajbaragosan kozli, hol van a mondat kdzepe, addig a masodik nyelv esetében
ugy kell faradsagos munkaval megtalalnunk, hol végzédik a mondat elsé fele, és
kezdddik annak inverze. Valahanyszor két azonos szimbdélum koveti egymast,
mindig felmertil a gyanu, nem éppen a mondat kézepén allunk-e.

Ennek a dilemmanak — k6zEép vagy nem kozép — felel meg a kétféle moz-
gasi lehet6ség.

Elemezziik most az

abbaabba

mondatot, vagyis irjuk le a konfiguraciok sorozatat:
{ abbaabba, qo, Zy } > { bbaabba, q,, aZy} — { baabba, q,, baZy} > ?

Itt most egy valaszuthoz érkeztiink. Legyiink optimistak, és valasszuk azt
az alternativat, hogy elértiik mar a mondat kdzepét.

{aabba, q», aZy} > { abba, gy, Zy} — ?

Ez a levezetés befuccsolt, sajnos ilyen modon nem sikeriilt a mondatot
levezetniink. Ennek két oka lehet. Vagy a jelsorozat valgjaban nem mondata a
nyelvnek, vagy a valaszlton rossz iranyban indultunk el. Térjiink tehat vissza
arra a helyre, ahol a dilemma felmertilt, és most azzal feltételezéssel éljlink, hogy
még nem ¢értiik el a mondat kozepét. Folytassuk ennek megfelelden az elemzést:

> { aabba, q,, bbaZy,} > { abba, q,, abbaZ,} > ?
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Ismét valaszut elott allunk. Legyiink konzekvensek és ismét reményked-
jink abban, hogy mar elértiik a mondat kozepét. Az ennek megfeleld folytatas:

— {bba, q,, bbaZy} > { ba, q», baZy} — { a, q», aZy} —

= {8,6]2, Zg} = {8,6]3, Zg}

Az automata most eclfogadta a jelsorozatot, tehat az az automata
nyelvének egy mondata. Emlékeztetek arra, hogy veremautomatak esetében is
akkor tekintjiik a jelsorozatot elfogadottnak, ha létezik olyan mozgassorozat,
amely mellett az automata a szoban forgd jelsorozatot elfogadja. fgy nem-
determinisztikus automatak esetében az 0sszes lehetséges mozgassorozatot végig
kell tanulmanyoznunk.

Az a korabbi allitasunk, hogy CF nyelvet nem lehet korlatos memoriaval
elemezni, adott esetben trivialis, éspedig mindkét automatat tekintve az.
Barmilyen nagyra valasztjuk is a memoriat, ha olyan mondatot kivanunk
elemezni, amelynek fele hosszabb, mint a memoria hossza, akkor memoria
mérete nem teszi lehetéveé az elemzést.

Persze felmeriil a kérdés, az adott nyelvet nem lehet-e valamilyen mas,
de korlatos automataval elfogadni. Ilyen automatat nem lehet szerkeszteni.
Ahhoz, hogy a mondat két felét 6sszevessiik, nyilvan memorizalni kell a mondat
els6 felét. Marpedig egy korlatos memoriaban nem lehet tetszleges mennyiségii
informaciot tarolni.

Mint azt a véges automataknal emlitettiik, egy automataosztaly definiala-
sara tobb hasonlo ,,szerkezetll” automata koziil barmelyiket valaszthatjuk.

A veremautomatdkra fentebb megadott specifikacid sem az egyetlen
lehetdség az ilyen automatdk meghatirozasara. A veremautomata elfogadasi
feltételét kothetjilk ugyanis a verem flires voltdhoz. Az ilyen iires veremmel
elfogadd automata allapotai k6zott nem disztingvalunk, hiszen az elfogadas nem
az automata allapotatol, hanem a verem iires voltatol fiigg. Persze az iires
veremmel elfogad6 automatanak is végig kell olvasnia a jelsorozatot.

Ennek megfeleldoen az iires veremmel elfogadd veremautomatat egy
hatos irja le, a korabbi automata leirasbdl most ugyanis kiesik az elfogado allapo-
tok halmaza.

Pe( Q; Z’ F’ 6, qo, ZO) (330)

Az . index itt az angol empty — lires — sz6 roviditése.

Az elfogadodallapotok hianya még azzal az el6énnyel is jar, hogy a mar
ismert konvenciokat alkalmazva, pusztan a mozgasi szabalyok megadasa teljesen
specifikalja az automatat.

A két automataosztaly, az allapottal illetve iires veremmel elfogado
automatak osztalya egyenértékli. Barmely egyik osztalyba tartozé automatdhoz
szerkeszthetd ugyanis egy masik osztalybeli, vele ekvivalens, vagyis ugyanazt a
nyelvet elfogad6 automata.
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Legyen adott egy éllapottal elfogadd veremautomata. Vezessiink be egy
Uj ¢g. veremiiritd allapotot, és egészitsilk ki az eredeti automata szabalyait két
szabalyhalmazzal:

8(¢i, €, X) = (ge, X) (3.31))
Vg eFéXel
amely mozgasi szabalyt valamennyi elfogad6 allapotra és valamennyi verem-
szimbdlumra felirunk, mig az alabbi szabaly:
0(ges €, X)=(¢ge €) (3.32)
valamennyi veremszimbolumra érvényes lesz.
Nyilvanvald, hogy az eredeti automata barmely elfogado allapotaban at
tudunk térni a (3.31.) szaballyal a veremiiritd allapotra. Ezutan a (3.32.)
szabalyok segitségével sz¢ép sorjadban ki tudjuk iiriteni a vermet.

Itt felmeriilhet az a veszély, hogy az eredeti automata kiiiriti a vermét. Ez
az (ij automata esetében elfogadast jelent. Ha ez az eredeti automata visszautasitd
allapotaban kovetkezik be, akkor az 0j automata olyan jelsorozatot is elfogad,
amelyet az eredeti visszautasit.

Ezen gy segithetiink, hogy egy 0j g, kezdéallapotot és egy 0j Zo
veremszimbolumot vezetiink be. A g, allapot egyetlen mozgasi szabalyaval

8( qo’,S, Z()):(qO, Z() Zo) (333)
kibéleljiik a vermet a Zo szimbolummal.

Ez a szimbolum akkor is a veremben marad, ha az eredeti automata a
vermet kitiriti. Ha ez elfogado allapotban kdvetkezik be, akkor a (3.31.) szaballyal
attérhetiink a g, veremiirité allapotba, és a Z, szimbélumot eltavolitjuk. Ha viszont
visszautasitd allapotban vagyunk, tovabbi lépésekre nincs lehetéség, a Z
szimbolum a veremben marad, igy a jelsorozatot az 0j automata sem fogadja el.

Konnyt belatni, hogy az 1j, lires veremmel elfogadd automata azokat és
csakis azokat a jelsorozatokat fogadja el, amelyeket az eredeti automata is
elfogadott.

Az iires veremmel elfogadd automatabol allapottal elfogadd automatat a
kovetkezoképpen készithetiink.

Vezessiink be most is, egy 1j Z, verembélelé szimboélumot és egy ¢y’ Uj
kezdoallapotot, valamint egy ¢, egyetlen elfogado allapotot.

Az elemzés itt is a (3.33.) szaballyal kezdddik, amely az eredeti Z, indulo
veremszimbolum ala dugja a Zy ujonnan bevezetett szimbolumot. Ezutan az
eredeti, lires veremmel elfogadd automata mozgasi szabalyai érvényesiilnek.
Amennyiben az eredeti automata kiiiriti a vermet, akkor a mddositott automata
vermében csak az aladugott Z, szimbolum marad. Ekkor tériink 4t egy 1j szabaly
segitségével az egyetlen ¢, elfogadd, akceptalo allapotra. Elfogado allapotba igy
csak akkor keriilhetiink, ha az eredeti automata kitiritette a vermét.

8(qie, Z0)=(qne) VgeQ (3.34.)
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Az, hogy a két automata, az eredeti és a modositott ugyanazt a nyelvet
fogadja el, nem igényel magyarazatot.

Kiséreljiik meg az automata erejének ndvelését azzal, hogy a verembdl
nyerhetd informaciot ne korlatozzuk csupan a verem legfelsd szimbdolumara.
Engedjiik meg, hogy a mozgas eldontésénél az automata bizonyos mélységig
figyelembe vegye a verem tartalmat.

A belelatasi mélység mozgasi szabalyrol mozgasi szabalyra valtozhat, és
a mozgas soran figyelembe vett valamennyi szimbolum eltiinik a verembdl. Ez
tulajdonképpen megfelel a korabbi konvencionak, csak ott mindig egyetlen szim-
bolumot vesziink figyelembe, és ezért csak egyetlen szimbolumot emeltiink le a
verembol.

Minthogy a mozgési szabalyok szama itt is véges, igy a belelatéasi
mélység korlatos. A véges szamu szabalyok kozott ugyanis nyilvan van olyan,
amelyik legmélyebben lat bele a verembe, és ez a mélység korlatot szolgaltat az
automata belelatasi mélységére.

Legyen a legmélyebbre latd szabaly belelatasi mélysége i. Ezzel
formalisan leirhatjuk a mozgasi szabalyok altal definialt leképezést:

Ox(Zug)xI'=QOxTI* (3.35))
ahol — I és T'* itt is, mint elébb, a T alfabetabol alkotott és legfeljebb i, illetve k
hosszusagu jelsorozatokat jeldli.

A mélybelato automata ereje nem lehet kisebb az eredeti, mondjuk klasszi-
kus automataénal. Ugyanis, ha i értéke egy, akkor a klasszikus automatat kapjuk.

Az alabbiakban konstruktiv bizonyitast adunk arra, hogy az i mélységbe
belelaté automata ereje nem nagyobb a klasszikus, csupan egyetlen szimbolumot
figyelembe vevO automatanal. Konstrudlunk ugyanis egy, a belelatoval ekviva-
lens klasszikus veremautomatat.

Az algoritmus azon a meglatason alapszik, hogy a belelatas mélysége
korlatos, feltevésiink szerint i. A legfelsd i veremszimbdlum ezért korlatos
informacidt hordoz. Taroljuk ennek alapjan a legfels i szimbolum altal képviselt
informaciot az j automata allapotaiban, vagyis legyen az 0j automata allapottere
az eredeti automata allapotterének, €s az i veremszimbdlumnak direkt szorzata:

0'=0xTI" (3.36.)

Az eredeti automata mozgéasahoz sziikséges valamennyi informaciét az
automata allapota, az olvasott karakter, és a verem els6, legfeljebb i szamu
szimboluma hordozta. Ezeket az informaciokat mind megtalalhatjuk az uj
automata allapotaban és az olvasott szimbolumban.

Két megjegyzés.

Egy veremszimbolumot a klasszikus veremautomata is figyelembe tud
venni. Igy tulajdonképpen elegendd lenne az eredeti verem elsd i-1 szimbélumat

az 1j automata allapotaban tarolni. Az egységesebb targyalas miatt suvasztottuk
bele mind az i szimbolumot az 0 allapotba.
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Az 10j automata verme igy az eredeti veremnek csak a felsé i
szimbolumnal mélyebben elhelyezkedd szimbolumait tarolja. El6fordulhat, hogy
az eredeti automata vermében kevesebb, mint i szimbolum van. Ilyen esetekben
egyrészt az 0j automata allapotdban hidnyozni fognak egyes szimbdlumok,
masrészt az 1j automata vermébe mar nem jut szimbolum.

Ezen Ggy segithetiink, hogy az eredeti, belelatd automata veremtartalma
alda i szamu, eddig nem szerepelt szimbdlumot, az irodalomban szokasos
valasztassal mondjuk a $ szimbolumot tessziik. Persze a T' halmazt ezzel a
szimbolummal ki kell béviteniink.

Most mar az 0j klasszikus automata vermébol csak akkor fogyhatnak el a
szimbolumok, ha az eredeti, belelatdé automata verme kiiiriilt. Ilyenkor az 1j auto-
mata allapotterében tarolt i szimbolum mindegyike a most bevezetett $ szimbolum
lesz. Nagyon lényeges, hogy az 10j és régi automata vermei egyszerre uriilnek ki,
hiszen ez elofeltétele annak, hogy egy tires veremmel elfogado belelatdé automatat
egy iires veremmel elfogadé klasszikus automataval modellezziink.

Nyilvanvald, hogy az eredeti belelatod és 0j klasszikus automataknak az
automata allapotaval €és a verem tartalmaval meghatarozott szituacioi kozott egy-
egy megfeleltetés van. Az egyik automata allapotaval és vermének tartalmaval
jellemzett szituaciohoz kolcsondsen egyértelmiien hozzarendelheté a masik auto-
mata egy adott szituacioja, vagyis allapota és veremtartalma.

Az 1) automata mozgasi szabalyainak megallapitasanal a fenti kapcsola-
tot kell szem el6tt tartani. Amennyiben az eredeti automatat egy mozgas az A =
B szitudcié atmenetet hozza létre, akkor az ennek az {1j automata esetében egy
olyan mozgas vagy mozgassorozat feleljen meg, amely a hozzarendelt szituaciok
kozotti atmenetet biztositja.

Amennyiben az eredeti, belelatd automata olyan mozgasi szabalyait
tekintjlik, ahol a verembe beirt jelsorozat hossza nem révidebb a mozgas soran
figyelembe vett, és ezért a verembdl kitorolt jelsorozat hosszanal, akkor a két
automata mozgasai kozott az egy-egy megfeleltetés konnyen megvaldsithato.

Legyen ugyanis az eredeti, belelatd automata egy ilyen mozgasi szabalya:

(¢ a a)=(pPB) lal<IBl (3.37.)

A fenti szabalynak megfeleld Uj szabaly aszerint, hogy a verembe beirt

jelsorozat hossza nagyobb-e vagy sem a maximalis betekintési mélységnél, a
kovetkezd lesz:

8(g—oh, a, X)=(p—Phi, MX) ha |Bl<i (3.38)

§(qg-ar a X)=(p—Pi, B2AX) ha |Bl>i (3.39.)

A kotdjellel az 0j automata direkt szorzatként eldallo allapotainak két
Osszetevojét kapcsoltuk dssze.



3. Kornyezetfiiggetlen nyelvek 113

A fenti képletekben
A=A Ay illetve B=pi P tovabba
lal +Ial =18l + |n | =iilletve || =i (3.40.)

Hataresetben, ha |[3 | =i akkor A, illetve ha |a| =| B | akkor A, az
tires jelsorozat lesz. Minthogy valamennyi relevans szimbolumot belevettiink az
uj allapotba, a verem teteje itt nem jatszik szerepet, ezért X tetszdleges
veremszimbolum.

Az a tény, hogy a két megfeleltetett mozgasi szabaly valoban teljesiti a
kikotott feltételeket, nem igényel magyarazatot.

Kissé bonyolultabb a helyzet, ha a verembe beirt jelsorozat rovidebb a

kitoroltnél. Tételezziik most fel, hogy
locl > [

A nehézséget most az okozza, hogy az eredeti automata vermének elso i
szimb6luma a mozgés utan nem 4all rendelkezésre, hiszen tobbet tordltiink ki a
verembdl, mint amennyit beirtunk. Atmeneti megoldasként feleltessiink meg az
eredeti automata (3.37.) szerint, tehat

8(g -0k, a, X)=(p. B)
alaku mozgasi szabalyanak a
0(g—-ar,a, X)=(p—-Proc...c,¢€) (3.41.)
mozgéasi szabalyt. Természetesen most is
lal + 0] =i

A (3.41.) osszefiiggésben a I' halmazhoz most hozzacsatolt, egyébként
sohasem volt ¢ szimbolumbol helykitoltés céljabol annyit suvasztunk be az
allapotban tarolt els6 szimbolumok ko6zé, hogy a sziikséges mennyiség, i darab
kiteljék.

Ezen kiviil az 0j automata mozgéasi szabalyaihoz hozzavesziink még egy
e-mozgasokbol allé halmazt, a kovetkezOk szerint:

O(p—yoo...0,e,X)=(p—yXo...0,¢) (3.42)

Mint lathato, a (3.42.) mozgasok a klasszikus veremautomata vermének
tetejét hozzaveszik az allapotban tarolt szimbolumokhoz, és a helykitoltd ¢ szim-
bolumokbol egyet elhagynak. A fenti szabalyt kell6 tiirelemmel alkalmazva elér-
hetd, hogy valamennyi helykitolté szimbdolumot igazandival helyettesitsiink.
Ezzel a kovetkez6 mozgas megallapitasahoz sziikséges valamennyi informacio
rendelkezésre all.

Abban az esetben tehat, amikor a beirt jelsorozat hossza rovidebb a
kitoroltnél, csak egy kis vargabetivel ériink célt. Ilyenkor a (3.42.) tipust
szabalyok ismételt alkalmazasaval biztositjuk, hogy az uj klasszikus automata
végiil is abba a szitudcioba keriiljon, amely az eredeti automata mozgas utani

srcr
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Itt feltételeztiik, hogy az eredeti automata valddi mozgast végez. e-mozgas
esetén ugyanez a modszer ugyanigy célra vezet.

Végeredményben, ha egy jelsorozat elemzésekor figyelemmel kisérjiik
mind az eredeti belelatd, mind az 1) klasszikus automata sorsat, akkor azt tapasz-
taljuk, hogy azok egymashoz rendelt szituacidparokon at haladnak. Ebbé6l viszont
kovetkezik, hogy a két automata ugyanazt a nyelvet fogadja el.

3.5. A kornyezetfiiggetlen nyelvek és veremautomatak ekvivalenciaja

Emlitettiik mar, hogy a kornyezetfiiggetlen nyelvtanok éppen azokat a
nyelveket generaljak, amelyeket a veremautomatak elfogadnak. A két halmaz, a
kornyezetfiiggetlen nyelveké, és a veremautomatak altal elfogadottaké azonos.
Ennek igazolasaval még addsak vagyunk.

Bizonyitasunk ismét konstruktiv lesz.

El6észor egy kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz készitiink olyan veremauto-
matat, amely pontosan a nyelvtan altal generalt nyelvet fogadja el. Ebbol kdvet-
kezik, hogy a veremautomatak altal elfogadott nyelvek halmaza nem lehet
szilkebb, mint a kornyezetfiiggetlen nyelvtanok altal generaltaké. Ezutan
csinaljuk meg a fenti szerkesztés visszajat, vagyis egy veremautomatahoz egy
olyan kornyezetfiiggetlen nyelvtant konstrualunk, amely éppen az automata
nyelvét generalja. Ebbdl viszont mar kdvetkezik az ekvivalencia.

Nézziik el6szor a nyelvtan = automata atalakitast.

Legyen adott egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan levezetési szabalyaival.
Definialjunk egy iires veremmel elfogadé automatdt a kovetkezdképpen. A
verem alfabetdja a nyelvtan terminalis és nemterminalis szimbdlumainak unio6ja
lesz. A verem kiindulé tartalma legyen a mondatszimbolum. Az egyszerliség
kedvéért az automata allapothalmaza egyetlen elemet tartalmaz, jelolje ezt g, igy
abban nem tarolunk informaciot.

Az automata mozgasi szabalyai kétfélék. Az egyik fajta mozgasi szabaly-
halmaz fiiggetlen a nyelvtan szabalyaitol, a masik természetesen fiigg tole.

Az elsé csoportba tartozo szabalyok alakja a kovetkezo:

0(qg, aa)=(q ¢) (3.43)

Ezek szerint, ha a verem tetején terminalis elem van, és az megegyezik

az éppen beolvasottal, akkor az a verem tetejér6l leemelhetd. Arra az esetre,

amikor a verem tetején 1évo termindlis nem azonos a beolvasott karakterrel nincs
kadencia, az elemzés — legalabbis ezen az uton — zsakutcaba jutott.

A szabalyok masik fajtdja, amelyek a nyelvtant és igy a nyelvet tiikrozik,
e-mozgasokat hataroznak meg.
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Alakjuk a kdvetkez6:
8(q e,4)=(q o) (3.44.)
ahol — 4 a nyelvtan egy nemterminalis szimboluma, és l1étezik egy
A—>a (3.45)

alaku levezetési szabaly. Minden levezetési szabalynak megfelel egy ilyen
szabaly.

Szavakban ez annyit jelent, hogy valahanyszor egy nemterminalis keriil a
verem tetejére, azt egy olyan szabaly jobboldalaval helyettesitjilk, amelynek
baloldala éppen a széban forgd nemterminalis.

Konnyti belatni, hogy ez az automata éppen a baloldali, a fop-down
vagyis feliilrdl lefelé torténd levezetést illetve elemzést hajtja végre. Vegyiik
észre, ha a mar elolvasott jelsorozathoz a verem tartalmat hozzafiizziik, éppen a
baloldali levezetés mondatszerti formait kapjuk.

Indulaskor, amikor még egyetlen szimbolumot sem olvastunk be, a
verem tartalma a mondatszimbolum. Ez tehat levezetésiink els6 mondatszeri
formaja. Az elemzés soran a (3.44.) tipusu szabalyok alkalmazasakor a baloldali
levezetés egy jabb mondatszer(i formajat allitjuk el6. A (3.43.) mintaji mozgasi
szabalyok nem valtanak mondatszerii format, csupan a kdvetkezé nemterminalist
keresik. Minthogy a verem tetejére mindig a legbaloldalibb nemterminalis kertil,
kovetkezésképpen az automata a baloldali levezetést hajtja végre.

A gondolatmenetbdl kdvetkezik, hogy minden sikeres baloldali leveze-
téshez tartozik egy olyan automata mozgassorozat, amely a levezetett mondat
elfogadasadhoz vezet, és forditva, minden az automata altal elfogadott mondatnak
van a nyelvtanban baloldali levezetése.

Természetesen a fenti algoritmussal szdrmaztatott automata nem unikalis,
nem az egyetlen, amely a nyelvtani szabalyok alapjan generalt mondatokat elfo-
gadja. Mint ahogy a baloldali levezetés sem az egyetlen idvozitd6 modszer. Ennek
dokumentalasara kornyezetfiiggetlen nyelvtanunkhoz most egy olyan veremauto-
matat szerkesztlink, amely a jobboldali bottom-up elemzést végzi.

A jobboldali elemzés a jobboldali levezetést kdveti, csak éppen forditott
sorrendben. Igy a generalt mondatbol indul ki, és a levezetési szabalyok jobbolda-
lat megkeresve, azokat a baloldallal helyettesitve halad mondatszeri formarol
mondatszerli formara visszafelé, mindaddig, amig a végén az eredeti mondatot a
mondatszimbolumra nem redukalta.

A jobboldali elemzést modellezé veremautomata iires veremmel elfogado,
belelatod automata lesz. Kényelmi okokbol a belelatdé automatanal a verem tartalmat
nem a megszokott modon balrél jobbra, hanem forditva irjuk. Itt tehat a verem
teteje nem a legbaloldalibb, hanem a legjobboldalibb szimbdlum. Hogy ez mennyi-
ben jelent kényelmet az a késobbiekbdl deriil ki. Az automata allapothalmaza itt is
egyetlen elemet tartalmaz.
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Ebben az esetben is a mozgasi szabalyoknak két csoportjat definidlunk.
Az egyik csoport itt is fliggetlen a nyelvtani szabalyoktol, és csak a masik csoport
tiikrozi a nyelvtan sajatossagait.

A nyelvtantol fiiggetlen szabalyok alakja a kdvetkezo :

8(qg, a, X)=(g, Xa)VaecX és VXell (3.46.)

ahol — X tetszdleges verembeli szimbolum.

Ezen szabdly szerint az olvasott szimbolumot minden esetben beirhatjuk
a verem tetejére — vigyazat, a verem teteje most a jobboldalon van — anélkiil,
hogy a verem korabbi tartalmat t6rélnénk.

A nyelvtantol fiiggd szabalyok alakja, amelyek ez esetben is e-szabalyok
lesznek, a kovetkezo:

0(q e a)=(g, 4) (3.47)
ha létezik egy 4 — a alakt levezetési szabaly.

Ez annyit jelent, hogy ha a verem tetején kialakul egy levezetési szabaly
jobboldala — forditott sorrendben, — akkor helyette beirhatjuk a megfeleld baloldalt.

Amikor ugyanis a (3.46.) szabalyok segitségével sz&p sorjaban az olvasott
szimbolumokat a verembe beirjuk, akkor azok ott forditott sorrendben jelennek
meg. Amikor a szokastdl eltérden a verem tetejét a jobboldalra irjuk, akkor ebben
az a kényelem, hogy ilyenkor a levezetési szabalyok forditott sorrendben elhelyez-
kedd jobboldalai a megszokott betiiképpel olvasmanyosan lathatoak.

A fenti két megadott tipusti mozgasi szabalyokon kiviil még egy mozgasi
szabalyra van sziikségiink :

0(q,¢28)=(q,¢€) (3.48.)
ahol

— Zy averem kiindulasi szimbo6luma, amely nem azonos egyik nemter-

minalis szimbélummal sem,

— Sanyelvtan mondatszimboluma.

Amennyiben a veremben a kiindulasi szimbolumon kiviil csak a mondat-
szimbolum marad, akkor a vermet kiiiritve az elemzett jelsorozatot elfogadjuk.

Az elemzés gondolatmenete megegyezésben korabbi megjegyzésiinkkel
a kovetkezd: A kész mondatbol indulunk ki és keressiik azokat a fragmenseket,
amelyek egy nemterminalis helyettesitése Utjan keriilhettek be a mondatba vagy
mondatszeri formaba. Ezek nyilvan azonosak a levezetési szabalyok jobbol-
dalaval. Ezeket a jobboldalakat nyeleknek nevezziik. Az ilyen nyelek helyébe
irhatjuk be azt a nemterminalist, amelybdl szarmazott. Ezt a miiveletet a szakmai
zsargon a nyelek letérésének nevezi.

Minthogy balrol jobbra olvasunk, els6ként mindig a legbaloldalibb nyelet
fogjuk letorni. Ennek alapjan nem nehéz belatni, hogy ez az elemzés forditott sor-
rendben végzi el a jobboldali levezetést, tulajdonképpen jobboldali «felvezetésty
hajt végre.
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A teljes mondatbol indul ki, és a nyelek letorésével a jobboldali levezetés
mondatszer(i formainak sorozatan visszafelé haladva siker esetén egészen a mon-
datszimbolumig jut.

Ugyelniink kell arra, hogy nem minden fragmens, amely megegyezik egy
szabaly jobboldalaval, bizonyul nyélnek. Lehet, hogy nem igazandi nyél, hanem
csak nyélnek latszé nyelvi tiinemény. Ha azutan egy ilyen alnyelet toriink le,
akkor az elemzés eldbb utobb katyuba keriil.

Az a probléma, hogy egy jobboldallal megegyez6 fragmens valddi nyél-e
vagy csak alnyél, a formalis nyelvek elméletének egyik igen fontos kérdése. A
késobbiekben ezzel még mélyrehatobban foglalkozunk.

Szerencsére pillanatnyilag nincsen problémank, hiszen automatank
nemdeterminisztikus. Ha a verem tetején nyelet, pontosabban annak forditottjat
talaljuk, akkor mind a ny¢l letorését jelentd (3.47.) tipust szabalyt, mind annak
negligalasaval egyenértékii (3.46.) szabalyt alkalmazhatjuk.

A nemdeterminisztikus automatak esetében tudjuk, hogy valamennyi
lehetséges 1épést figyelemmel kell kisérniink. fgy tehat a nyél letorését is, meg
negligalasat is ki kell probalnunk. Ha a jelsorozat eleme a nyelvnek, akkor vala-
melyik ut sziikségképpen eredményre vezet.

Abbol, hogy az automata a jobboldali levezetést allitja eld, — az, hogy for-
ditott sorrendben, az ebbdl a szempontbdl kdzombds — kovetkezik, hogy a nyelvtan
altal generalt nyelv azonos az automata nyelvével. Ha ugyanis a mondat generalha-
to, akkor a jobboldali levezetés szerint az automata el tudja fogadni. Forditva, ha az
automata a jelsorozatot elfogadta, akkor létezik annak az adott nyelvtan szerinti
jobboldali levezetése, vagyis a jelsorozat generalhatod, tehat mondat.

Miel6tt a bizonyitas masodik 1épését megtennénk, vagyis egy veremauto-
matahoz készitenénk kornyezetfiiggetlen nyelvtant, lassunk példat az eddigiekre:
Legyen a kornyezetfliggetlen nyelvtan:
S—aSa | bSb | aa | bb

Ez a nyelvtan, mint mar tudjuk, a

-1
ww

nyelvet generalja. Itt w tetszéleges a és b karakterekbdl allo jelsorozat.

frjuk fel a baloldali levezetést elBallitd veremautomata mozgasi

szabalyait. EI6bb a nyelvtantol fliggetlen mozgasi szabalyok:
g aa)=(g,¢) 3(q, b,b)=(q ¢)

A nyelvtan levezetési szabalyaitol fliggdé mozgasi szabalyok :

5(q.e8)=(q aSa) | (q.bSb) | (g aa) | (bb)

Itt az egyszerisités kedvéért ismét €ltlink a vagy jelentésii | jel haszna-
lataval. Az automata nemdeterminisztikus, hiszen az egyetlen nemterminalis
szimbolum négyféleképpen irhato at.
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Elemezziik most az abbaabba mondatot. A mondat természetesen az
adott nyelvtan segitségével generalhatd, de ennek demonstralasat a szorgos
olvasodra bizom.

Az egyszeriiség €s papirtakarékossag okabol a nemdeterminisztikus auto-
matanak — bolcs elérelatassal — mindig csak azokat a 1épéseit vessziik, amelyek
célra vezetnek. Az olvasé persze ellendrizheti, hogy a negligalt 1épések valoban
zsakutcat eredményeznek.

Kovessiik konfiguraciorol konfiguraciora az elemzés menetét:

{ abbaabba, q, S } — { abbaabba, q, aSa } — { bbaabba, q, Sa } —
> { bbaabba, q, bSba } — { baabba, q, Sba } — { baabba, q, bSbba }
— { aabba, q, Sbba } — { aabba, q, aabba } — { abba, q, abba } —
> { bba, q, bba } — { ba, q, ba} > {a,q a}+>{¢e,q ¢}

Az automata a jelsorozatot elfogadta, hiszen azt végigolvasta, és verme
kitiriilt.

A masik esetre, amikor belelatd automata segitségével végziink jobboldali
elemzést, valasszuk példanak az aritmetikai kifejezéseket generald nyelvtant.

ESET| T ToT+F | F F>E) |a

Talan most engedjiik meg magunknak azt a lazasagot, hogy mell6zziik a
nyelvtantol nem fiiggd mozgési szabalyok leirdasat. A nyelvtantol fiiggo
szabalyok alakja:

o(q & E+T)=(q E) g ¢&T)=(q E)
(g & T*F)=(q,T) g &F)=(qT)
(g & (E))=(q F) 3(q &a)=(q F)

Remélem, hogy a két kiilonboz6 funkcidju zarodjel jelenléte nem zavaro.
Mindenesetre a mozgasi szabalyokat leird6 metanyelv zardjeleit egyszerlien, a
generalt nyelvét pedig vastagitva irtuk.

A zaroaktusként hasznalt mozgasi szabaly most:

g e ZE)=(q ¢)
hiszen esetiinkben a mondatszimbolum E.
Elemezziik az alabbi mondatot:
a*(ata)

Ez alkalommal készitsiik el a jobboldali levezetést is, egyrészt, mert ilyet
még ugy sem csinaltunk, masrészt, hogy 0Osszevessiikk a jobboldali ,,felveze-
téssel”, pontosabban a felvezetés soran kapott mondatszer(i formakkal.

Ezeket a mondatszeri formakat majd ugy allithatjuk 6ssze, hogy a verem
tartalmahoz hozzaflizziik a még el nem olvasott jelsorozatot.

A jobboldali levezetés:

E=T= T*F = T*(E) = I*(E+1) = T*(E+F) = T*(E+a) =
= T*(T+a) = T*(F+a) = T*(at+a) = F*(at+a) = a*(at+a)
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Az elemzés soran itt is csak a valodi nyeleket torjiik le. Elvben minden
nyélnek latszo fragmenst le kellene torniink, €s csak fiasko esetén térni at a még
reményt keltd agakra.

Minden olyan helyen, ahol a nyélnek latsz6 fragmenst nem tortiik le, a —
szarmaztatasi jelet koveto felkialto jellel hivjuk fel erre a koriilményre az olvaso
figyelmét. Az elemzés:

{ ax(ata), q, Zo} — { *(ata), q, Zoa } > { * (ata), q, ZyF } —

— { *(ata), q, ZoT } > ! { (a+a), q, ZoT* } > {ata), q, ZoT+( } —
= {+a),q, ZoT*(a } > {+a), q, ZoT*(F } — {+a), q, ZoT*(T } >
= {+a), g, ZT*(E } > { a), q, ZoT<(E+ } = {), ¢, ZoT*(Eta } >
= {), g, ZT*(EAF } 15 {), q, ZT*(E+T } 15 ), g, ZyT*(E } >
- {e,q ZoT*(E) } > {&,q ZoT+*F } > { &, q, ZoT } —

=g q LE} - {eq e}

A felkialtojellel azokat a helyeket jeloltiik meg, ahol a 7 nemterminalis
letdrése helyett a kovetkezo karaktert csusztattuk be a verembe. A jelzett helyen
kiviil volt olyan eset is, amikor ,,nyéltultengésben” szenvedtiink. Példaul amikor
a verem fels6 harom szimboluma E+T volt, persze forditott sorrendben. Ekkor a
T, de az E+T is potencialis nyél volt. Természetesen itt is csak az eredményre
vezetd valtozatot vettiik figyelembe.

Nyelvtanbol tudunk mar veremautomatat késziteni, de hogyan szerkes-
sziink egy veremautomatahoz kornyezetfiiggetlen nyelvtant?

Elére kell bocsatanunk, hogy a targyalas itt kissé terjedelmesebb lesz. Ed-
digi eredményeinket ugyanis nem tudjuk kézvetleniil megforditani, felhasznalni.

Ha a fentiek szerint egy nyelvtanhoz akar a baloldali levezetést, akar a
jobboldali ,,felvezetést” modellez6 automatat készitiink is, az automatanknak
csak egy allapota lesz. Ez annyit jelent, hogy a kidolgozott, a nyelvtanbdl
automatat szerkesztd algoritmus megforditdsa csak akkor hasznalhatd, ha az
automatanak csak egy allapota van. Szandékunk szerint viszont olyan modszerre,
olyan algoritmusra van sziikségiink, amely barmely veremautomatahoz, igy a
tobb allapottal biré automatahoz is rendel egy kornyezetfiiggetlen nyelvtant.

Kiindulasul tételezziik fel, hogy automatank tires veremmel fogad el. Ez
nem jelent korlatot, hiszen mint lattuk, minden veremautomatahoz szerkeszthetd
egy vele egyenértékii iires veremmel elfogad6 automata.

Az az alapoétlet, hogy az elemzés automata szituacioihoz a nyelvtani
levezetés mondatszeri formadi tartozzanak, itt is gylimolcs6zo lesz.

Vizsgaljunk meg egy — az elemzés soran eléallo — szituaciot. Tételezziik
fel, hogy az automata a jelsorozatot végiil el fogja fogadni. A mar olvasott
szimb6lumokat az automata mar feldolgozta. Ennek a feldolgozasnak az
eredménye a verem tartalmaban tiikr6zodik. A siker feltétele az, hogy a verem
tartalma lehetévé tegye a még el nem olvasott szimbolumok feldolgozasat,
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mégpedig olymodon, hogy mire az utolsé szimbdolumot is elolvassuk, a verem
éppen kiiiriiljon.

Amennyiben egy ilyen szituacidhoz megprobaljuk a nyelvtani levezetés
egy mondatszerti formajat hozzarendelni, akkor a kdvetkezoképpen jarhatunk el.

Az elemzés soran elolvasott szimbolumok kiléte mar kideriilt. A mondat-
szerll forma célszertien ezekkel a mar elolvasott szimbdlumokkal kezd6djék. Ezt
koveti a verem tartalmanak megfelel6 nemterminalisok sorozata. A megfeleltetés
nyilvan akkor helytallo, ha ezekbdl a nemterminalisokbol akkor és csak akkor
generalhatd a még el nem olvasott jelsorozat, ha azt az automata elfogadja, a
teljes jelsorozat az automata nyelvének mondata.

Vizsgaljuk most meg, hogyan lehet az automata egy mozgasi szaba-
lyanak a nyelvtan egy levezetési szabalyat megfeleltetni. Rendeljiink a verem
minden szimb6lumahoz a mondatszerii forma egy nemterminalisat.

Az automata mozgasa sordn megallapodasunk szerint tordljiik a verem
legfelsd szimbolumat, és helyébe egy — esetlegesen iires — jelsorozatot irunk. Ezen
tilmenden, ha valodi mozgasrol van szo, akkor még egy karaktert is elolvasunk.

Az automata mozgasi szabalyahoz rendelt levezetési szabaly baloldala a
verem tetején 1évo, a mozgas soran kitérolt szimbolumnak megfelelé nemtermina-
lis lesz. Valodi mozgés esetén a jobboldal az elolvasott terminalis szimbdlummal
kezdddik. Ez biztositja, hogy a mondatszer(i forma mindig a mar elolvasott jelsoro-
zattal kezdddjék.

A levezetési szabaly jobboldalanak tobbi eleme a verem tetejére most
beirt jelsorozat szimbolumainak feleljen meg. Ha példaul semmit sem irunk a
verembe, akkor a jobboldal nem tartalmaz nemterminalis szimbolumot.

Els6 latasra kézenfekvonek tiinik az a megoldas, hogy amikor a
veremszimbolumokhoz olymodon rendeliink nemterminalisokat, hogy kiilonb6z6
szimbolumhoz kiilonb6z0, azonos szimbolumhoz azonos nemterminalist felel-
tetiink meg. Ezzel a mondatszer(i formaban azt az informaciot taroltuk, amit az
automata verme hordoz.

Ezzel tulajdonképpen célt is érnénk, ha az automatanak csupan egy allapo-
ta lenne. Ebben az esetben ugyanis az automataban tarolt informaciot egyediil a
veremtartalom szolgaltatja. Amennyiben az automatanak tobb allapota van, ezt az
informaciodt is érvényre kell juttatnunk a mondatszeri formaban. Ilyenkor az elol-
vasott jelsorozat nyujtotta informacié nem csak a verem tartalmaban testesiil meg,
hanem az automata allapotaban is. Eppen ezért az egyes nyelvtani szabalyok alkal-
mazhatosaganak fliggenie kell az automata allapotatol. A megoldast az adja, hogy
az automata allapotait is beépitjiikk a nyelvtan nemterminalis szimbolumaiba.

A verem minden szimbolumahoz két, az adott szimbolum életében fontos
szerepet jatszo allapotot tarsitunk.
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Az els6 allapot az, amikor a szimbdolum a verem tetejére keriil, €s befolya-
solja az automata kdvetkezé mozgasat, amelynek soran azutan kitorlodik.

A masik nevezetes allapot az az allapot, amikor a szdban forgd verembeli
szimbolum és Osszes utddai kihalnak. Amikor a verem tetejérél a szimbolumot
kitoroljiik, szimbolumok sorozatat irjuk be a helyére. Ezeket kis fantdziaval a
szimbolum gyerekeinek tekinthetjiik. A verem tetején a legiddsebb gyermek, a
sorozat utolso eleme a legfiatalabb gyermek. Itt szigoru hierarchia van. El6szor a
legid6sebb gyermek hal ki, majd az azt kovetd, legvégiil a legfiatalabb gyermek
kihalasaval sziinik meg a csalad. Persze ezt a kihalast rekurzive kell értelmezni,
hiszen a gyermekeknek is lehetnek gyermekei, és igy tovabb. Kérdés, valoban
kihal-e mindegyik veremszimbolum csaladostul. Igen, mondatok elemzésekor ez
sziikségszerl, hiszen az automata iires veremmel fogad el, igy végiil egy szimbo-
lum sem marad a veremben.

Ezt masképpen ugy is fogalmazhattuk volna, hogy a masodik allapot az az
allapot, amikor a széban forgo alatti veremszimbolum keriil a verem tetejére.
Természetesen a két megfogalmazas egyenértéki.

A nyelvtan nemterminalis szimbolumainak tehat tartalmazniuk kell ezt a két
allapotot is, igy tulajdonképpen egy harmast alkotnak. Jel6lésiik:

[pAr] (3.49.)

A félreértések elkeriilése végett szeretném ismét hangstlyozni, hogy a
(3.49.) alaku fragmensek a nyelvtan egy nemtermindlis szimbolumat jelolik. A
leirt nemterminalis megfelel az automatiban egy olyan 4 verembeli szim-
boélumnak, amely a p allapotban keriil a verem tetejére, és az r allapotban hal ki,
kozvetleniil vagy utddaiban.

fgy természetesen a verem alfabetajanak egy szimbélumahoz a nyelvtan tobb
nemterminalis szimbdluma tartozhat, hiszen annak kiilonb6z6 példanyai kiilon-
boz6 nevezetes allapotokat vehetnek fel. Persze ez azzal jar, hogy a nyelvtan
nemterminalisainak szdma jelent6sen nagyobb lehet a verem alfabetdjanak sza-
mossaganal.

Tekintsiik most az automata lehetséges mozgasi szabalyait, és feleltessiink
meg ezeknek nyelvtani levezetési szabalyokat.

Aszerint, hogy az automata valédi vagy e-mozgast végez, illetve, hogy
torténik-e beiras a verembe vagy sem, négy szabalyvaltozatot fogunk megkiilon-
boztetni.

3(p,a A)=(r, a) (3.50.)

d(p e Ad)=(r a) (3.51)
ahol — a a veremszimbolumok nem flires sorozata:

oa=X1X... Xk k>1 (3.52)
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A masik két szabalyvaltozat arra az esetre érvényes, amikor nem torténik
beiras a verembe:
(pad)=(rz¢) (3.53)
3(p e d)=(rc¢e) (3.54)
Most rendre megadjuk az egyes valtozatoknak megfelelé nyelvtani
szabalyokat:
[pAsk] — a [rXis1] [s1Xas2] . -« [Ske1XkSk] (3.55)
[pASk] e d [VX1S1] [S1X2S2]. e [Sk_leSk] (356)

Itt természetesen a (3.55.) levezetési szabaly a (3.50.) mozgasnak, mig a
(3.56.) szabaly a (3.51.) mozgasnak felel meg.

Az Osszefiiggések bizonyos magyarazatot igényelnek.

Az s1,55, . .sx szimbolumok nem sziikségszertien kiilonb6zé automata
allapotokat jeldlnek.

A szabalyok megértéséhez probaljuk meg Osszefoglalni, mi mindent
tudunk az egyes verembeli szimbolumok megjelenési és kihalasi allapotarol.

A (3.50.) és (3.51.) mozgasi szabalybol kovetkezik, hogy az A4
szimbolum a p allapotban, mig az a jelsorozat els6 eleme az X; szimbolum az
allapotban jelenik meg a verem tetején. Az, hogy a tobbi szimbdlum milyen
allapotban tlinik fel és milyen allapotban hal ki, arra az automata mozgasi
szabalyai nem adnak felvilagositast.

Pusztan azt tudjuk, hogy amikor valamely szimbolum akar dnmagaban,
akar utodaiban kihal, akkor jelenik meg az 6t sorrendben kévetd szimbolum. igy
egy szimbolum kihalasi allapota meg kell egyezzen a kovetkezd szimbolum
megjelenési allapotaval.

Az automata mozgasi szabalyaibdl kovetkezik, hogy az 4 veremszimbo-
lum utddaiban hal ki. Pontosan akkor, amikor annak legkisebb gyermeke, a most
beirt sorozat utolsé eleme Xy kihal. Ezek szerint az 4 és Xi szimbolum kihalasa
ugyanaz az esemény, igy természetesen ugyanaz az allapot tartozik hozzajuk.

Ezeket a megfontolasokat a (3.55.) és (3.56.) kifejezések felirasanal mar
érvényre juttattuk. A két szabaly kozott csak annyi a kiilonbség, hogy az egyik
valédi, a masik e-mozgast feltételez, igy az elsé szabaly jobboldala az elolvasott
terminalissal kezdddik.

Az 6sszes rendelkezésiinkre all6 informacio tehat be van épitve a leveze-
tési szabalyokba. Mit kezdjlink azonban azokkal, az egyelére szabadon hagyott
allapotokkal, amelyekrol kozelebbi informacionk nincsen. A valasz: irjuk be az
Osszes lehetséges valtozatot. Tovabbi ismeret hidnyaban akkor jarunk el biztonsa-
gosan, ha valamennyi lehetséges helyzetre felkésziiliink.

Ha — mint esetiinkben — egy mozgas soran k szami szimbolumot irunk
be a verembe, és az automata allapotainak szama i, akkor az automata egyetlen
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szam, vagyis i* levezetési szabaly tartozik.

Sajnos ez kétségbe ejtden megnodveli a levezetési szabalyok szamat, és
felduzzasztja a nyelvtant. Szerencsére az automata mikodése soran nem minden
allapotpar realizalodhat, ami annyit jelent, hogy a nyelvtanban sok lesz a felesleges
szimbolum. Egy alapos fésiilés tehat jelentdsen megritkithatja a nyelvtant.

Adodsok vagyunk még a (3.53.) és (3.54.) mozgasi szabalyoknak
megfeleld levezetési szabalyokkal.

[pAr] — a (3.57))

[pAr] —> € (3.58.)

Itt egy olyan pillanatnak vagyunk szemtanui, amikor az 4 veremszimbo-
lum kihal. A korabban elmondottak alapjan talan felesleges a tovabbi magyarazat.
Szerencsére itt minden mozgasi szabalyhoz csak egy levezetési szabaly tartozik.

Amikor egy kdrnyezetfiiggetlen nyelvtanhoz szerkesztettiink veremauto-
matat, akkor a nyelvtan levezetési szabalyai, és az automata mozgasi szabalyai
kozott egy-egy értelmi kapcsolat volt. Itt sajnos nem ez a helyzet.

Ennek alapvet6 oka az, hogy mig a mondatszerti formak, illetve a leveze-
tési szabalyok messzemenden predeterminaljadk az automata allapotvaltozasait,
hiszen a nemterminalisokban egy allapotsorozat van rogzitve, addig a mozgasi
szabalyok csak a kovetkez6 automataallapotot irjak eld.

Ezek szerint, mig egy levezetési szabaly alkalmazasakor a nyelvtannak el
kell dontenie, hogy az automata a jovoben milyen allapotokat vegyen fel, addig
az automata mozgasi szabalyai még nagymértékben szabad kezet biztositanak az
automatanak.

Barhogyan ,,dont” is azonban a késébbiekben az automata az allapotok
sorozatat illetden, a mozgasi szabalybdl szarmaztathatd levezetési szabalyok
kozott biztos lesz olyan, amely pontosan ezt az allapotsorozatot irja eld. Vagyis a
mozgast kovetd valamennyi allapot-egymasutanhoz tartozik levezetési szabaly.

Elobbi megallapitasunk trivialis, ha meggondoljuk, hogy a levezetési sza-
balyok szarmaztatasanal az allapotok sorrendjének Osszes lehetséges kombinaciojat
figyelembe vettilk. Barmi legyen is tehat az allapotok sorrendje, van ra levezetési
szabaly. S6t a veremautomata altalaban nem is tud minden elképzelheté allapot
sorrendet 1étrehozni, igy a kombinaciok kozott eléfordulhatnak lehetetlenek is.

Természetesen, ha az igy kiadod6é kornyezetfiiggetlen nyelvtanbol
kiirtjuk a felesleges szimbolumokat, akkor a lehetetlen allapotkombinacioknak
megfelel6 levezetési szabalyok kiesnek.

Amennyiben a nyelvtan képes valamely mondat generalasara, akkor ez
az allitas egyenértékii azzal, hogy csakis lehetséges allapotsorozatnak megfeleld
levezetési szabalyt hasznaltunk fel. Ez annyit jelent, hogy az automata mindig
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képes miikddését olyan értelemben folytatni, hogy a levezetési szabaly altal
megszabott allapotsorozat korrekt legyen.

fgy, ha van egy szituacio sorozatunk, amely egy jelsorozat elfogadasahoz
vezet, akkor mindig taldlhaté a mondatszerti formaknak olyan egymasutanja,
amely az automata altal elfogadott mondat levezetését szolgaltatja.

Forditva, ha a nyelvtan képes valamely mondat generalasara, akkor az
automata a mozgasi szabalyok alkalmazasaval el fogja fogadni a kérdéses
jelsorozatot.

Egy dologgal még addsak vagyunk. Ha mar van egy mondatszerii
formank, ¢és vele egylitt egy kompatibilis automata szituacionk, akkor a
tovabbiakban mar tudjuk, mit kell tenniink. Ezt az allapotot azonban el6 kell
allitanunk, mert kiilonben nem indulhatunk el a levezetéssel.

Ennek érdekében egy 1j levezetési szabalycsoportot hozunk Iétre.
Legyen az automata kezddallapota ¢o, és az induld veremtartalom Z. A
veremtartalomnal az eddig szokasos indexet a késébbiekre tekintettel elhagytuk.
Jelolje itt is S a nyelvtan mondatszimbolumat. Ekkor a kovetkezd levezetési
szabalyokat kell bevezetniink:
ahol — s; végigfut az Osszes lehetséges automata allapotokon.

Valoban. Indulaskor még egyetlen szimbolumot sem olvastunk el, igy a
mondatszeri forma elején nem lehetnek terminalis szimbolumok. A verem
tartalma csak egyetlen szimbolum, igy a mondatszerli forma is csak egyetlen
nemterminalisbol allhat. Tudjuk, a Z verembeli szimbdélum megjelenésekor az
automata a g, allapotban van, arr6l azonban nincs informacionk, milyen allapot
lesz érvényes akkor, amikor a Z szimbolum kihal. Minthogy a Z szimbolum alatt
nincs semmi, ez a verem Kkiliriilését, vagyis a mondat elfogadasat jelenti.
Fogalmazhattunk volna tehat ugy is, hogy nincs tudomasunk arr6l, milyen
allapotban lesz az automata akkor, amikor elfogadja a jelsorozatot. A jol bevalt
modszer szerint az 6sszes lehetséges allapotra irunk egy-egy szabalyt, valamelyik
majd csak eltalalja.

Lassunk erre is egy példat. Legyenek a veremautomata mozgasi szabalyai:

3(qo, a, 2) = (q1, A) d(qo, b, 2) = (q1, B)

8(q1, a, A) = (q1, 44) | (¢ ©) 8(q1, b, A) = (g1, BA)

8(q1, @, B) = (q1, AB) 8(q1, b, B)=(q1, BB) | (¢, )
3(q2 a, A) = (g2, €) 3(q2 b, B) = (g2 €)

Ez az automata régi ismerdsiink, bar kicsit at lett alakitva annak érdekében,
hogy iires veremmel fogadjon el. Nyelve a nem szajbaragos palindrom, azaz
ww
ahol w az a és b szimbolumokbol alkotott tetszéleges nem {ires jelsorozat.
Kezdjiik el6szor a (3.59.) szerinti szabalyokkal:

S = [96Z90] | [90Zq11 | [g0Z2)
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Egy megjegyzés és egy megallapodas.

Megbeszélésiink szerint felkésziiltiink arra, hogy a verem barmilyen alla-
potban kiiiriilhet. Ha azonban jobban megvizsgaljuk a nyelvtant, kidertil, hogy a
jelsorozat elfogadasa, a verem Kkiiiriilése csakis a ¢, allapotban kovetkezhet be.
Ebbol kovetkezoen a fent leirt harom szabaly koziil csak a harmadik, az utolsd
vezethet eredményre. Pontosan az, ahol az az allapot szerepel a verem legalso
szimbolumanak halala, magyaran a verem kiliritése esetére, amelyben a verem a
valosagban kiiiriil. A masik két szabalyban talalhaté harmas nemterminalisok
nem fordulhatnak el6, igy feleslegesek. Errél azonban ne vegyiink tudomast,
ennek a fésiilésnél ki kell deriilnie.

Az attekinthetdség novelésére, egyszerusités céljabdl a nemterminalis
szimbolumokat alkotdé harmast jeldljiik egy kettds indexszel ellatott nagybetiivel.
Igy példaul az 4, lesz a [¢14q,] nemterminalis egyszerisitett jelolése.

A kapott eredmények atirasa az 0j jeldlésre nyilvan nem okozhat gondot.

Az automata tiz mozgasi szabalya koziil négy szabaly két-két szimbolu-
mot, két szabaly egy-egy szimbolumot végiil tovabbi négy semmit sem ir be a ve-
rembe. Minthogy az allapotok szdma harom, ezekhez a szabalyokhoz rendre 3* =9,
3'=13 ¢s 3" =1 levezetési szabaly tartozik. Ha még ezekhez hozzavesszik az indu-
lashoz sziikséges harom szabalyt, akkor kiadodik a levezetési szabalyok szama,
ami 49. Kétségbe ejtéen nagy szadm, kiilondsen, ha meggondoljuk, hogy ezt a
nyelvet egyszer mar sikeriilt leirnunk egy négy szabalybol allo nyelvtannal. Csak
reménykedni lehet, hogy a fésiilés majd jelent6sen redukalja a szabalyok szamat.

Ehhez azonban le kell irnunk ezeket a szabalyokat. Mar csak papirtakaré-
kossagi okokbol is alkalmazzunk egy jeloléstechnikai huszarvagast. Ott, ahol fel
kell venni minden lehetséges allapotot, vezessiink be indexvaltozokat azzal, hogy
ezeknek végig kell futni a {0,1,2} indexhalmazon.

[rjuk le ezzel a konvencidval a levezetési szabalyokat, a kiindulé szaba-
lyokkal kezdve, egyébként a mozgasi szabalyok leirasanak sorrendjét kdvetve.

S - Z()i Zgi e d aAli Zgi e d bBli
A > adnd An—a Aii = bBAyi
Bii—>adnByi Bi—> bBiByi Bi,—>b

Azz —>a Bzz —>b

Azok a szabalyok, ahol két futd index szerepel, 9 levezetési szabalyt
reprezentalnak, ahol csak egy fut6 index van, azok harmat. Kezdjiik el a nyelvtan
fésiilését alulrol:

B0= {a,b} B]Z {(1, b, Azz, Bzz,Alz, Blz}
By=1{a b, Az, By, A1, Bia, Zop }
B; =B = {a, b, A, By, A1z, Bio, Zop, S}

A fésiilés hatasara valoban sok felesleges szimbolum kihullott. Az is

kiadodott, hogy a verem a g, allapotban iiriil ki. A nyelvtan leirdsanak tovabbi
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egyszerusitése érdekében vegylik észre, hogy az 4,; €s By, szimbolumoknak csak
egyetlen levezetési szabalya van, igy azzal egyszerUsithetiink, hogy ennek jobb-
oldalat irjuk be mindeniivé, ahol ezek a nemterminalisok levezetési szabalyok
jobboldalan szerepelnek. Persze ezzel a két érintett szabaly el is hagyhato.

Amint azonban a fenti két nemterminalist kikiiszoboltiik, valamennyi
indexes nemterminalisnak csak egyetlen allapotparja, indexkettdse van. Ezért az
indexek nélkiil is azonositani tudjuk ezeket a nemterminalisokat.

Végiil az S — Z, egyszeres szabalyt is elhagyhatjuk, ha a jobboldalon
szerepld nemterminalis helyébe ezen nemterminalis levezetési szabalyainak jobb-
oldalat irjuk. Mindezeket a roviditéseket és egyszertsitéseket végrehajtva nyelv-
tanunk a kovetkezo lesz:

S—ad | bB
A—a | ada | bBa
B—b | atb | bBb

Ami azt illeti, a nyelvtan valéban megkarcstisodott.

3.6. Determinisztikus veremautomata
Miiveletek kornyezetfiiggetlen nyelvekkel

Mieldtt a kornyezetfiiggetlen nyelvekre a nyelvi miveleteket sorra vennénk,
ismerkedjiink meg a kornyezetfiiggetlen nyelvek egy fontos tulajdonsagaval,
amelyre egyébként a tovabbiakban sziikségiink is lesz. Ez a kettés pumpalés,
amely remélem, minthogy a regularis nyelvek pumpaldsahoz hasonlo jelenség,
mint elnevezés polgarjogot fog nyerni. A szakirodalom nem tal nagy
talalékonysaggal vwxyz tételnek nevezi.

A tétel allitasa a kovetkezo:

Legyen adott egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Amennyiben sikeriil ezen
nyelvtan segitségével egy kelld hosszisagi ¢ mondatot generalni, akkor ez a
mondat felbonthatd 6t részsorozatra

q =vwxyz (3.60.)
olymodon, hogy az alabbi jelsorozat
vw 'x)'z (3.61.)

is mondata a nyelvnek.

Ennek igazolasara tegyiik fel, hogy a nyelvtan nemterminalis
szimbolumainak szama n.

Vegylink egy olyan mondatot, amelynek levezetési fajaban van olyan tut,
amely a gyokértdl a levélig tobb mint n csomopontot tartalmaz. Ez a feltétel adja
a kell6 hosszisag ismérvét.
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Emlékeztetve arra, hogy a levezetési faban a csomoépontok a nemtermi-
nalis szimbolumoknak felelnek meg, kell hogy legyen olyan nemterminalis,
amely ezen az uton legalabb kétszer eléfordul

A 3.6. dbraban feltiintettiik egy ilyen kell6 hossziisagu mondat levezetési
fajat. Bejeloltiik azt az 4 nemterminalis szimbolumot is, amely a fa egyik utjan
egynél tobbszor eléfordul. Megadtuk ezen kiviil az egész mondat felosztasdnak
modjat.

.6. abra

Természetesen semmi akadalya sincsen annak, hogy az alsdbb szinten he-
lyet foglald6 A nemterminalis ne csak az x jelsorozatot generalja, hanem ugyanazt,
mint magasabb emeleten helyet foglalo ikertestvére, vagyis a wxy jelsorozatot. Mas
szavakkal megtehetjlik, hogy az alsé 4 nemterminalisra ugyanazt a részfat akaszt-
juk, amilyen pillanatnyilag a fels6, hasonl6 szimbolumon fiigg.

Ezt a miiveletet kelld tiirelemmel folytatva elérhetjiik, hogy a w és y
jelsorozat annyiszor ismétlddjék, amennyiszer csak jonak latjuk.

Az igazolas feltételezte, hogy a nyelvtanbol az egyszeres szabalyokat
kikiiszoboltiik. Az olvasé ezt — gondolom — minden magyarazat nélkiil érzékeli.
Ez persze nem korlatozza a tétel érvényességét, hiszen korabban lattuk, hogy
minden nyelvtanbol készithetlink egy vele egyenértékli, de egyszeres szabalyt
nem tartalmazé nyelvtant.

A két w és y részsorozat koziil barmelyik, de egyidejien nem mindketto
az iires jelsorozat is lehet.
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Legyen a nyelvtan levezetési szabalyainak leghosszabb jobboldala s
hosszisagi. Ahhoz, hogy a levezetési faban sziikségszeriien talaljunk olyan utat,
amelyben egy nemterminalis legalabb kétszer eléfordul, n kiilonb6zo szinten kell
helyettesitési szabalyt alkalmaznunk.

Amennyiben csak n-1 emeletiink van, akkor nem biztos, hogy van a
faban olyan Ut, amely valamelyik nemterminalist kétszer tartalmazza. Ezek
szerint n-1 emeletes faval még nem generaltunk kelld hosszisagth mondatot. Ha
most feltételezziik, hogy minden alkalmazott szabaly jobboldala s hosszusagu
volt, akkor ily modon egy

s™! (3.63.)
mondatot kapunk. Az ennél hosszabb mondatok levezetési fija mar biztosan
tartalmaz olyan utat, amelyben valamely nemterminalis legalabb kétszer
elofordul, tehat kelld hosszusagu.

Emlékeztetnék arra, hogy az
a'b’

nyelvrél éppen a pumpalasi képesség hianya miatt ismertiik fel, hogy az nem
regularis nyelv. A nyelv ugyanakkor — ahogy az egy komyezetfiiggetlen
nyelvhez illik — teljesiti a kett6s pumpalas feltételeit, kielégiti a vwxyz tételt.

A legelsd nyelv, amellyel talalkoztunk, az

a'b'c i>0

nyelv volt. Az erre a nyelvre megadott nyelvtan, mint az késébb kideriilt, nem
csokkentd, azaz elsé nyelvosztalyba tartozé volt. Mostani ismereteink tiikrében
ez teljesen korrekt 1épés volt, hiszen ez a nyelv nem képes kettdés pumpalasra,
tehat nem lehet kornyezetfiiggetlen nyelv. Ennek a megallapitasnak a késGbbi-
ekben hasznat vessziik.

Térjiink most at a kornyezetfiiggetlen nyelveken végzett miiveletekre, és
azok zartsagara.

Most is, mint a véges automataknal kezdjiik el a komplemensképzéssel.
Az univerzum persze itt is a £ halmaz lesz.

A véges automatak esetében alkalmazott alapgondolat, az allapotok
min6sitésének felcserélése itt is jo Otletnek latszik. Ennek kapcsan persze olyan
veremautomatat kell szem el6tt tartanunk, amely allapottal fogad el. Ez a nyelvre
nem jelent korlatozast, hiszen minden nyelvhez szerkeszthetd allapottal elfogadd
veremautomata.

A véges automataknal végzett vizsgalatokbol kitlint, hogy nemdetermi-
nisztikus automatdk esetében problémak meriilhetnek fel. Ezért aztan, ha nemde-
terminisztikus automataval volt dolgunk, akkor munkéankat azzal kezdtiik, hogy
egy, az eredeti automataval egyenértékii determinisztikus automatat készitettiink.
Tehettiik, mert volt erre algoritmusunk.
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A veremautomataknal, mint kitiinik nem ez a helyzet. Mint késébb
igazoljuk, nem készithet olyan algoritmus, amely tetsz6leges nemdeterminisz-
tikus veremautomatabdl determinisztikusat szerkeszt.

Ugyanis, mint arrdl mar emlitést tettiink, a veremautomatak vildgaban is
definiadlhatunk determinisztikus automatat. Emlékeztet6iil alljon itt ismét ennek
meghatarozasa.

Egy veremautomata akkor determinisztikus, éspedig mind a valédi, mind
az e-mozgasokra nézve, ha minden esethez, tehat allapot, beolvasott karakter,
veremtetd harmashoz, illetve e-mozgasok esetében allapot—veremtetd parhoz
legfeljebb egy mozgasi szabaly tartozik. Ezen tulmenden a valddi €s e-mozgasok
kozott sem lehet atfedés, igy ha valamely allapot—veremtetd parosra g-mozgas
van definiadlva, akkor ez a paros semmilyen beolvasott karakterrel sem alkothat
olyan harmast, amelynél valodi mozgas lehetséges.

Ez annyit jelent, hogy nem csak a valédi mozgasokon belill, illetve
e-mozgasok kozott nem johet l1étre konfliktushelyzet, de a valodi és e-mozgasok
kozott sem.

Sajnos a fentiek értelmében vannak olyan nemdeterminisztikus veremauto-
matéak, amelyek nem alakithatoak at. Az ilyen automataknal a véges automataknal
bevalt mddszer nem alkalmazhat6 a komplemens nyelv automatajanak megszer-
kesztésére.

Ennek a problémanak a megkeriilésére tételezziik fel, hogy verem-
automatank eleve determinisztikus volt. Persze itt tudomasul kell venniink, hogy
ez egy lényeges korlatozast jelent, a tovabbiakban csak determinisztikus kdrnye-
zetfiiggetlen nyelveket vizsgalunk, vagyis olyanokat, amelyek determinisztikus
veremautomataval elfogadhatoak.

A veremautomataknal gondot okozott az is, ha az automata nem volt telje-
sen specifikdlva. Ezt a betegséget itt is tudjuk kezelni. Vezessiink be itt is egy nem
elfogadd csapdaallapotot, és ha valamelyik szituaciora nincsen mozgasi szabaly,
akkor erre az esetre hozzunk létre egy olyan mozgasi szabalyt, amely a csapdaalla-
potba viszi at az automatat. Ha egyszer beleestiink a csapdaba, akkor onnan nem
lehet kimaszni, hiszen az ismert modszer szerint a csapdaban mindent el tudunk ol-
vasni, ezért lesz az automata teljesen specifikalt, de ugyanakkor benne maradunk a
csapdaallapotban.

A véges automataknal ennyi el6késziilet utin mar megcserélhettiik az
allapotok mindsitését, €s ezzel megkaphattuk a komplemens nyelvet elfogado
véges automatat. Sajnos a veremautomatak esetében a helyzet bonyolultabb.

Itt kétféle veszEllyel is szembe kell nézniink.

Az egyik a végtelen e-ciklus. A teljes specifikacid ugyanis nem zarja ki,
hogy az automata e-mozgasok végtelen ciklusaba keriiljon. Ilyenkor persze tobb
valodi mozgast, olvasast nem végez, €és a jelsorozatot nem tudja végigolvasni,
jollehet az automata allandéan mozgasban van. Az atmindsités ezen nem
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valtoztat, a jelsorozatot sem az eredeti, sem az atmindsitett veremautomata nem
fogadja el.

A masik zavart az okozhatja, hogy a jelsorozat végigolvasasa utan az
automata g-mozgasokkal bolyongasba kezd, és ezalatt mind elfogadd, mind
visszautasito allapotokat érint. Ez a helyzet az atmindsitéssel sem valtozik meg,
csupan az elfogado6 és visszautasito allapotok cserélnek szerepet. A jelsorozatot
mind az eredeti, mind az atmindsitett automata elfogadja.

Az alabbiakban ezeken a nehézségeken igyeksziink majd eredménnyel
urra lenni. Az els6 esetben a végtelen ciklus tényét, bekovetkezését probaljuk
detektalni. Ha ez sikeriil, akkor nyert iigylink van. Ilyenkor ugyanis a ciklusbol
kilépve csapdaallapotba vihetjiik at az automatat, ahol a jelsorozatot végig-
olvassuk, €s visszautasitjuk.

A masodik esetben, az utdlagos e-bolyongasok alkalmaval kiilon kell
véalasztanunk azokat a mozgassorozatokat, amikor az automata érintett, illetve
nem érintett elfogado allapotot.

Kezdjik a végtelen ciklussal. Amennyiben a veremautomata végtelen
e-ciklusba keriil, akkor a verem tartalma vagy minden hataron tal ndvekszik,
vagy egy minimum és maximum kozott 1élegzik. A két szindroma kiilonbozo
gyogykezelést igényel.

Tekintsiik el6szor azt az esetet, amikor a verem tartalma minden hataron
tul novekszik. Bar ebben az esetben is akadhat olyan e-mozgés, amikor a verem
tartalma csokken, magyaran szélva a leemelt szimbolum helyébe nem irunk
semmit, Gsszességében a verem novekedik.

Lesznek tehat sziikségképpen olyan e-mozgasok, amelyet kdvetéen a
verem a jelenlegi mélységénél mindig nagyobb lesz, az automata sohasem tér
vissza a verem ezen pontjara. Ez annyit jelent, hogy ilyen mozgasoknal a
veremnek a veremtetd alatti része 6rok idokre el van temetve, igy annak tartalma
az automata tovabbi miikddését nem befolyasolhatja. Az ilyen mozgasok esetén
tehat az egész folyamat tovabbi menetét csakis a mozgast kivaltd automata
allapot és veremtetd alkotta par hatdrozza meg.

A végtelen mozgassorozat egy ciklusat két ilyen, azonos éallapotveremtetd
parossal kivaltott, soha vissza nem téré veremtartalmi e-mozgas altal hataroltnak
tekintjiikk. Az a feltételezés, hogy a verem tartalma minden hataron tal novekszik
annyit jelent, hogy egy ilyen ciklus alatt a verem tartalma valamelyest no.

Felmertiil a kérdés, hany e-mozgas lehetséges, és mekkora lehet a verem
tartalmanak novekedése egy ilyen ciklusban.

Legyen az automata allapotok szama n, és a verem alfabetajanak

szamossaga pedig m. Nyilvanvald, hogy a ciklust alkotd e-mozgasok szamanak
felso korlatja n x m.
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Ez természetesen az Osszes lehetséges mozgasok szama. Persze ha az
e-mozgasok kihaszndlnanak valamennyi lehet6séget, akkor — minthogy az
automata determinisztikus, — valédi mozgasokra méar nem jutna szabaly. Igy az
el6bb megadott érték durva felsd becslés.

Legyen az egy mozgas kovetkeztében eloalldo maximalis veremtartalom
novekedés s. Ez a legszoszatyarabb szabaly altal beirt szimbolumok szamanal
eggyel kevesebb. Ezzel az egy ciklus soran mutatkozo tartalom novekedés felsd
korlatja

nxXmxs (3.64.)

Ha azt tapasztaljuk, hogy a veremtartalom ndvekedése ennél az értéknél
nagyobb, akkor bizonyosak lehetiink abban, hogy a vermet egy végtelen e-ciklus
tolti tul.

A fenti eredmény keziinkbe adja annak kulcsat is, hogyan lehet a két
sz¢€1s6 allas kozott ingadozd veremtartalom esetét detektalni.

Az ingadozd verem valtozd hosszara ugyanis a (3.64.) Osszefiiggés
korlatot jelent. A l¢élegzd veremrészlet nagysaga igy nem lehet tetszolegesen
hosszu.

A legfeljebb (3.64.) szerinti hosszisaghi verem viszont csak véges sok
kiilonbozo tartalmat vehet fel. Ennek szamossaga az eddigi jelolésekkel:
m("* " (3.65.)

Ezzel a nagyon durva becsléssel altalaban igen nagy, de azért véges
szamot kapunk. Ha most figyelembe vessziik, hogy ugyanaz a veremtartalom ¢s
ugyanaz az automataallapot hatarol egy ciklust, akkor megadhatjuk azt a
legnagyobb Iépésszamot, amelybdl egy ciklus allhat. Ennek értéke:

nxm"*mY (3.66.)

Ezek szerint az e-mozgasok okozta végtelen ciklus, ha az taltolti a
vermet, akkor a novekedés mértékével, ha a verem korlatos marad, akkor a 1épés-
szammal detektalhato.

Eppen ezért az automata allapotaba iktassunk be két indikatort, az egyik
a verem hosszat, a masik a 1épésszamot vigyazza. Minthogy ez az ellenérzés csak
az e-mozgasokra terjed ki, minden valodi mozgas nullazza ezeket az indikato-
rokat. Ez az informacié beiktathaté az automata allapotterébe, hiszen a két
indikator legfeljebb a (3.64.) illetve (3.66.) 0Osszefliggésekkel megszabott
értékeket veheti fel. Igy az eredeti allapottér és a két indikator direkt szorzata is
véges halmazt, allapotteret alkot.

Készitsiink tehat egy olyan veremautomatat, amelynek allapothalmaza az
eredeti automata allapothalmazanak, és a két indikator értékkészletének direkt
szorzata. Egészitsiik ki ezt még egy csapdaallapottal, és detektalt végtelen ciklus
esetében ebbe a csapdaba essiink bele. Az eredeti és az 0j automata, mint latjuk,
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ugyanazt a nyelvet fogadja el, azzal a 1ényeges kiilonbséggel, hogy mig az elbbi
bizonyos jelsorozatok esetén végtelen ciklusba kertiil, és a jelsorozatot el sem
tudja olvasni, addig az uj a végtelen ciklusbodl kitor, és minden jelsorozatot
végigolvas. Az elébbi kényes jelsorozatoknal persze visszautasitja az elolvasott
jelsorozatot.

Ezzel az egyik betegségre mar megtalaltuk a gyogyszert.

A masik problémat, az elolvasas utan az elfogadé és visszautasitod allapo-
tok kozott kdszalo automata kérdését a kovetkezoképpen oldhatjuk meg.

Készitsiink az eredeti automatabdl szdrmaztatott olyan 0j veremautoma-
tat, ahol az eredeti automata mindegyik allapotanak az 01j automata négy allapota
felel meg. Tekintsiik ezeket az eredeti allapot alallapotainak, és a 0, 1, 2 és 3
indexekkel kiilonboztessiik meg azokat.

Egy valodi mozgas soran az automata vagy a 0 vagy az 1 alallapotot
veszi fel, aszerint, hogy az allapot visszautasitd vagy elfogado allapot. Termé-
szetesen a ,,foallapot” vagyis az az allapot, amelynek alallapotair6l beszéliink,
minden esetben megegyezik az eredeti automata allapotaval.

Ha most az automata a valdédi mozgast kovetden e-mozgasokba kezd,
akkor a 0 indexii alallapot addig lesz érvényes, amig az automata e-mozgasa soran
csakis visszautasitd allapotokat érint. Ha kdzben egyszer is elfogadd allapotba
keriilt, azonnal atvalt az 1 index(i alallapotokra, és azt tobbet az e-mozgasok soran
nem hagyja el. Ily modon az alallapot memorizalja, €rintett-e az utolsd valodi
mozgas Ota az automata az g-mozgasok soran elfogado allapotot. Itt az elfogado
illetve visszautasito allapot az eredeti automata allapotainak mindsitését jelenti.

Ha most az e-mozgassorozat végén valodi mozgasra keriil sor, akkor ezt
megeldzOen az 0j automata még egy e-mozgast végez, nevezetesen alallapotot
valt. Ha az alallapot 0 volt, akkor a 2 alallapotra, ha 1 volt, akkor a 3 alallapotra
valt at. Ha most bekdvetkezik a valodi mozgés, akkor az egész folyamat a maga
alallapotaival ujra kezdédik.

A modszer értelme akkor tiinik ki, amikor — bar az automata felkésziilt a
valoédi mozgas végrehajtasara, — erre nem keriil sor. Ez akkor kovetkezik be, ami-
kor az automata a teljes jelsorozatot mar elolvasta, és hidba van meg a szandék a
valddi mozgas végrehajtasara, nincs hozza karakter az olvasofej alatt. Ilyenkor az
automata mozgasképtelenné valik, és ott marad, ahol van, vagyis a 2 alalla-
potban, ha az utolsé valdédi mozgas 6ta nem érintett elfogado6 allapotot, vagy a 3
alallapotban, ha elfogado allapotot érintett.

Nyilvanvald, hogy az 0j automataban a 3 alallapotokat kell elfogado
allapotoknak tekinteni, mig a 2 alallapot visszautasitd. A komplemens nyelvet
elfogadd automatanal persze a 2 lesz az elfogado alallapot, a 3 pedig a vissza-
utasito. A 0 és 1 alallapotok mindkét automatanal visszautasitanak. Ez nem okoz
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gondot, hiszen a jelsorozat elolvasdsa utdn az automatanak mindent el kell
kovetnie, hogy elfogadé allapotba kertiiljon.

Két megjegyzés.

Azt allitottuk, hogy az eredeti automata minden allapotahoz négy alallapotot
rendeliink. A helyes szoveg legfeljebb négy lett volna, hiszen az elfogado foalla-
pothoz nem tarozik 0 alallapot, és ennek kdvetkeztében 2 alallapot sem.

A vazolt megoldassal mellékeredményként azt is elérjiik, hogy
elfogadast kdvetden az automata mar nem végezhet tobb mozgast.

Mint lattuk bar kissé nydgvenyeldsen, és nagy arat fizetve, de sikeriilt a
determinisztikus veremautomatak minden betegségét kikuralnunk, és a komple-
mens nyelvre egy determinisztikus veremautomatat szerkeszteniink.

Definici6 szerint determinisztikusak azok a kornyezetfiiggetlen nyelvek,
amelyekre determinisztikus veremautomatat lehet szerkeszteni. Ennek alapjan ezt
az eredményt ugy is fogalmazhatjuk, hogy a determinisztikus kdrnyezetfiiggetlen
nyelvek zartak a komplemens képzés miiveletére.

A tobbi nyelvi miivelettel nem lesz ennyi gondunk. Nézzik két nyelv
unidjat.

Legyen adott két kornyezetfiiggetlen nyelv nyelvtanaval. Amennyiben a
két nyelvtan nemterminalis szimbolumai nem alkotnak diszjunkt halmazokat,

akkor ezt a nemterminalisok atnevezésével érjikk el. Legyenek S; és S, a két
nyelvtan mondatszimbolumai.

A két nyelvtan valamennyi levezetési szabalyabol alkossunk egy uj
nyelvtant, fosszuk meg az eredeti mondatszimbolumokat ett6l a rangjuktol, végiil
vezessiink be egy 1j S mondatszimbolumot, és két 0j levezetési szabalyt:

S—> 8 1 S— Sz
Vegylik észre, hogy az igy kiadodo nyelvtan akkor sem determinisztikus,
ha az eredeti két nyelvtan determinisztikus volt.

Trivialis, hogy az igy konstrualt 4j kdrnyezetfiiggetlen nyelvtan a két nyelv
uniodjat generalja. A kornyezetfliggetlen nyelvek tehat zartak az unioképzésre.

Vegyiikk most két nyelv metszetét. Definidljunk két nyelvet. Az elsd
mondatainak alakja: izi k
ab'c
a masiké ik k
ab'c
Minkét nyelv determinisztikus komyezetfiiggetlen nyelv. Errdl az olvasé
is meggy6zddhet, ha szerkeszt hozzajuk determinisztikus veremautomatat. A
feladat nem ttl nehéz.
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Konnyt belatni, hogy a két nyelv metszete
ab'c
amir6l nemrég lattuk be, hogy nem kornyezetfiiggetlen nyelv, hiszen nem tud
kettésen pumpalni. Ezek szerint a kornyezetfiiggetlen és ezen belill a deter-
minisztikus kornyezetfiiggetlen nyelvek nem zartak a metszet miiveletére.

Az a tény, hogy a kornyezetfiiggetlen nyelvek nem zartak a metszés
miiveletére persze nem jelenti azt, hogy két kornyezetfiiggetlen nyelv metszete
minden esetben kilép a kornyezetfiiggetlen nyelvek halmazabol. Példaul, ha egy
kornyezetfiiggetlen nyelvet nmagaval mint masik kornyezetfliggetlen nyelvvel
elmetsziink, akkor az eredmény nyilvan az eredeti nyelv lesz, amely definicio-
szerlien kornyezetfiiggetlen. Egy masik trivialis példa. Ha két kornyezetfiiggetlen
nyelv diszjunkt, akkor metszete az iires nyelv, amely nem csak kornyezetfiig-
getlen, hanem regularis is.

Az az allitas, hogy a komyezetfliggetlen nyelvek nem zartak a metszésre,
ugy értelmezendd, hogy biztosan lehet talalni két olyan kornyezetfiiggetlen nyel-
vet, amelyeknek a metszete nem kornyezetfiiggetlen. Ami azt illeti mi talaltunk
ilyet.

Azt nehezen, de igazoltuk, hogy a determinisztikus kornyezetfiiggetlen
nyelvek zartak a komplemens képzésre. Nem lehetne ezt az allitast altalanositani,
mas szoval nem zartak-e a kornyezetfiiggetlen nyelvek altalaban a komplemens
képzésre.

Nem lehet. Azt ugyanis tudjuk, hogy a kornyezetfiiggetlen nyelvek
zartak az unioképzésre. Ha a komplemens képzésre is zartak lennének, akkor a de
Morgan szabalyok alapjan

(AUB)=(ANB) (ANB)= (AUB)
zartaknak kellene lennidk a metszet képzésre is. Errdl viszont tudjuk, hogy nem
igaz, kovetkezésképpen az a feltételezésiink, hogy a kornyezetfiiggetlen nyelvek
zartak a komplemens képzésre hamis.

Hasonlé modon lehet belatni, hogy a determinisztikus kornyezetfiig-
getlen nyelvek nem zartak az unioképzésre. Azt tudjuk, hogy ezek a nyelvek a
komplemens képzésre zartak, ha zartak lennének az unioképzésre is, akkor zartak
volnanak a metszet miiveletére is, ami viszont nem helytallo.

Ebbdl viszont az is kdvetkezik, hogy a csak nemdeterminisztikus verem-
automataval elfogadhaté kornyezetfiiggetlen nyelvek halmaza nem iires, hiszen
kell, hogy legyen két olyan determinisztikus kornyezetfiiggetlen nyelv, amelynek
az unidja nemdeterminisztikus. Igy a determinisztikus kornyezetfiiggetlen nyel-
vek halmaza a kdrnyezetfiiggetlen nyelven halmazanak valodi részhalmaza.

Két kornyezetfiiggetlen nyelv konkatenaltja.

Legyen a két nyelv nyelvtanaval adott. Gondoskodjunk arrél, hogy a két
nyelvtan nemterminalisai diszjunkt halmazt alkossanak. Fosszuk meg
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mondatszimbolum cimétdl a két nyelv S| és S, eredeti mondatszimbolumait,
vezessiink be egy 0j S mondatszimbolumot, egyesitsiik a két nyelvtan levezetési
szabalyait, végiil adjuk hozza az

S—S51S (3.67.)
levezetési szabalyt. Magyarazat nélkiil is érthetd, hogy ez a nyelvtan valoban a
konkatenalt nyelvet generalja. Ezek szerint a kdrnyezetfiiggetlen nyelvek zartak a
konkatenacio miiveletére.

Kornyezetfiiggetlen nyelv tranzitiv lezartja.

Legyen a kornyezetfiiggetlen nyelv nyelvtanaval adott, és mondatszim-
boluma legyen S. Egészitsiik ki a nyelvtan levezetési szabalyait két 11j szaballyal:
S—>¢e S8 (3.68.)

Az els6 szabaly gondoskodik arrdl, hogy az iires jelsorozat eleme legyen

a nyelvnek, a masodik szabaly segitségével viszont olyan hosszu csak a mondat-

szimbolumbol all6 mondatszeri format generalhatunk, amilyen hosszt csak
jolesik, Ezek mindegyikébdl pedig generalhatd az eredeti nyelvnek egy mondata.

Azonban itt is sziikség van dvatossagra. Ha az eredeti nyelvnek az iires
jelsorozat nem volt eleme, vagyis nem volt levezethetd az S mondatszimbolum-
bol, ugyanakkor a mondatszimbolum szerepel levezetési szabalyok jobboldalan,
vagyis Ujra megjelenhet mondatszerli formakban, akkor az S — & szabaly
bevezetésével olyan jelsorozatokat is elfogadhatunk, amelyek sem az eredeti
nyelvnek, sem tranzitiv lezartjanak nem mondatai.

Ennek elkeriilésére el kell érniink, hogy a mondatszimbolum ne
szerepeljen levezetési szabaly jobboldalan. A médszer — 1j mondatszimbolum
bevezetése, €s a régihez tartozd szabalyok multiplikalasa — betlire megegyezik a
regularis nyelvtanoknal kovetettel.

Ebbdl kovetkezden a kornyezetfiiggetlen nyelvek zartak a tranzitiv lezart
képzésre.

Térjlink vissza még egyszer a metszet miiveletére.

Azt tudjuk, hogy két regularis nyelv metszete regularis. Az is ismert,
hogy két kornyezetfiiggetlen nyelv metszete altalaban nem koérnyezetfiiggetlen.
Kérdés mit allithatunk egy regularis és egy kornyezetfliggetlen nyelv metszetérol.
A metszet nyelv kornyezetfiiggetlen lesz.

A bizonyitas persze itt is konstruktiv, vagyis készitiink egy olyan verem-
automatat, amely a metszet nyelvét fogadja el.

A véges automatak esetében lattuk, hogyan lehet két automatat dsszekap-
csolni olymoédon, hogy az 10j automata a két automata nyelvének metszetét
fogadja el. Ezt az otletet itt is alkalmazhatjuk, hiszen a veremautomata magja egy
véges automata. Bizonyos oOvatossaggal egyesithetjiik ezt a magot a regularis
nyelvet elfogadd automataval.
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Ha a véges automata illetve veremautomata allapottere Oy €s Op akkor a
szerkesztett veremautomata allapottere a két allapottér direkt szorzata On x QOp lesz.

Amennyiben a kornyezetfiiggetlen nyelv veremautomataja valodi
mozgast végez, vagyis olvas, az 11j automata mozgasi szabalya a két mozgas
Osszekapcsolasabol adodik. Legyenek az eredeti mozgési szabalyok:

(pa)=qg (s, a,X)=(t,a) pgeOu és s, teOp (3.69.)
Ebbdl a két szabalybol az uj automata kdvetkezd mozgasi szabalya szarmazik:
o(p-s,a, X)=(g-t o) (3.70)

Amikor a veremautomata g-mozgast végez, akkor a véges automata ,,pihen”, nem
valtoztatja allapotat
o(s, e, X)=(ta)
igy ennek a szabalynak az atirasa:
O(x-s5, &, X)=(x-t, ) Vx € Owm (3.71)

A szerkesztett automata kezddallapota természetesen a két automata kez-
doallapotainak ,,direkt” szorzata lesz, mig a kezd6é veremszimbolum megegyezik
a kdrnyezetfiiggetlen nyelv veremautomatajanak kezd6 veremszimbolumaval.

Amennyiben az eredeti veremautomata allapottal fogadott el, akkor mar
készen is vagyunk, a szerkesztett automata is allapottal fogadjon el, és az elfogado
allapotok halmaza a két automata elfogado allapotainak direkt szorzatabol adodik.

Amennyiben az eredeti veremautomata iires veremmel fogadott el 6vato-
san kell eljarnunk, hiszen ha az eredeti veremautomata kitiritette a vermét, akkor
a szerkesztett is ezt teszi, fliggetleniil attdl, hogyan viselkedik az eredeti véges
automata. Ha a véges automata nem elfogado allapotban fejezte be vandorlasat,
akkor hidba iires a verem, a jelsorozatot nem szabad elfogadni.

Ha az 10j szerkesztett automatat is iires veremmel elfogadonak képzeljiik,
akkor a kovetkezoképpen jarhatunk el. Indulaskor a vermet kibéleljiikk. Amen-
nyiben az eredeti veremautomata elfogadott, vagyis kiiiritette a vermét, akkor az
Uj automata vermében mar csak ez a bélés marad. Ha ezzel egyidejlien a véges
automata is elfogadast mutat, akkor egy e-mozgassal kiemeljiik a bélést a verem-
bol, és teljesen kiliritjiik azt. Ezzel az automata a jelsorozatot elfogadja.

Ez lényegében megegyezik azzal a modszerrel, amelyet az allapottal
elfogadd veremautomataval egyenértékli iires veremmel elfogadé automata
szerkesztésekor alkalmaztunk.

Ezekhez a modositasokhoz sziikséges mozgasi szabalyok a kdvetkezok:

d(qgo-50’, € Zo)=(q0-50 ZoZy) (3.72.)
illetve
o(x-y,e7Zy)=(x-y¢) VxeFuyaAYyeOp (3.73.)
ahol — F; a véges automata elfogad¢ allapotainak halmaza.
Az 6sszefliggések megértéséhez magyarazat nem sziikséges.
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4.1. Véges forditok

Miel6tt a fordité automatakrol szot ejtenék, definidlnunk kell mit értlink forditas
alatt. Mint azt korabban megszokhattuk, erre a fogalomra is egy teljesen formalis
meghatarozast adunk, amelynek természetesen mégis van kapcsolata a forditas
kdznapi fogalmaval.

Legyen adott két véges alfabeta ¥ és A. Jelolje most is = illetve A" a fenti
alfabetakbol alkotott véges, de nem korlatos jelsorozatok halmazat. Képezziik
most ezen két megszamlalhatéan végtelen szamossagu halmaz direkt szorzatat:

T XA (4.1)

A forditdas ennek az egyébként szintén megszamlalhatéan végtelen
szamossagl halmaznak egy részhalmaza.

Ezen részhalmaz elemei jelsorozatparok lesznek, ahol az elsd jelsorozat a
5, a masodik pedig a A" halmaz eleme. Ha a T részhalmaz (T mint translation )
tartalmazza az o-n part, vagyis

(a,n)eT (4.2)

akkor az 1 jelsorozat az a jelsorozat forditasa.

Vegyiik észre, hogy sem az egyértelmiiségre, sem a teljességre nem
tettiink semmiféle kikotést.

Ez megegyezésben van a forditasrol alkotott eddigi nézeteinkkel.
Gondoljunk példaul egy angol — magyar forditasra. Ebben az esetben a Z, illetve
A alfabeta az angol illetve magyar abécé jelkészlete.

Nyilvanvald, hogy nem minden jelsorozat képvisel értelmes, és ezért
fordithato angol mondatot, igy a £ nem minden elemének van forditasa.

Ugyanakkor egy angol mondatnak tobb magyar egyenértékese lehet, és
forditva kiilonb6z6 angol mondatoknak felelhet meg ugyanaz a magyar mondat.

Ez a talan talzottan absztrakt definici6, amely valdban lefed minden
elképzelhetd forditasi esetet, éppugy teljesen hasznalhatatlan, mint a nyelv
teljesen altalanos meghatarozasa volt.

Persze vannak nagyon egyszerli forditasok, amelyek formalis eszk6zok-
kel kezelhetdek.

A legegyszeribb az izomorfizmus, amikor az egyes szimbdlumokat
kiilon-kiilon irjuk at az egyik alfabetarol a masikra. Ez a helyzet példaul akkor,
amikor valamilyen mondjuk cirill vagy gorog betiikkel leirt szoveget irunk at
latin betiis alakra. Egy gorog példa

( ®ecoarta, Thessalia) e T
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A forditas egyszeriisége nem ad semmilyen felvilagositast a forditando
nyelv bonyolultsagarol. Adott esetben ez a gordg nyelv, amelynek leirasahoz
bizonyara legalabbis 0-4s osztalyu nyelvtan lenne sziikséges.

A legegyszeriibb forditoautomata a véges forditd. Ez csak néhany rész-
letben tér el a véges automatatol.

A fordité automataknak nem csak bemeneti, hanem kimeneti berendezésiik is
van. Igy itt az olvaso mellett egy nyomtatot, vagy szalaglyukasztot kell elképzelniink.

Ami a véges forditd formalis leirasat és abrazolasat illeti, ez nagyon
hasonlit a véges automataéhoz.

Természetesen az allapotok szama itt is véges. A bemend alfabeta mellett
azonban itt egy kimend alfabeta is van. Az automata miikodése soran ugyanis a
bemeneti szoveg olvasasaval egyidejlien kiadja a kimeneti berendezésen az
olvasott szoveg forditasat.

A mozgasi szabalyok annyiban bOvebbek, hogy a mozgas eredménye
kapcsan nem csak az automata vesz fel egy 11j allapotot, hanem kiadhat egy korlatos
hosszusagu jelsorozat fragmenst is. Ha egy véges forditd egy mozgas soran kiirt
jelsorozatainak maximalis hossza k, akkor a mozgasok az alabbi leképezést adjak:

OxZ—> OxA" (4.3)
ahol — Q az allapotok halmazat,
— 2 és A a bemend illetve kimend alfabetat,
— A" a A alfabeta feletti, legfeljebb k hosszusagh jelsorozatok
halmazat jelenti.

A fordité automatanak nincsenek megkiilonboztetett elfogadé allapotai.
Nem a forditd automata feladata ugyanis a forditandd szoveg helyességének
ellendrzése.

Az eldbbi, a gordog abécérdl latinra atird, és véges forditdval magatol
értetddden megoldhato forditas esetében nem az automata feladata a bemeneti
szoveg gorog voltanak megallapitasa.

A 4.1. abra egy véges forditot tiintet fel, amely a és b szimbolumokbol
allo jelsorozatokat alakit at ¢ és d szimbdolumokat tartalmazo jelsorozatokka. Az
eredeti a és b szimbolumokbdl alld jelsorozatot kettesével parositva foglalja
Ossze, és ha a par azonos szimbolumokat tartalmaz, d, ellenkezd esetben ¢
szimbolumot ad ki.

=
b/d b/c
4.1. dbra
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Az abraban a mozgasnak megfeleld nyilakon most nem csak az olvasott,
hanem a kiirt szimbolumot is feltiintettiik. A két szimbolumot a / jel valasztja el.
Természetesen, ahol € szerepel akar mint olvasott, akar mint kiirt szimbdélum, ott
nem torténik olvasas, illetve kiiras.

Ha példaul a bemend nyelvnek azt a nyelvet hasznaljuk, amelyben mind
az a mind a b karakterek szama paros, akkor olyan nyelvet kapunk, ahol a ¢
szimbolumok szdma paros, a d szimbolumoké tetszéleges.

Ez esetben mind a bemend, mind a kimend nyelv regularis nyelv. A 4.2.
abran egymas mellett tiintettiik fel a bemend, illetve kimend nyelvet elfogadd
automatakat.

4.2. dbra

Az, hogy a forditas eredménye is regularis nyelv nem véletlen. A fordito
automatakkal végzett miivelet egy nyelvbol egy masikat készit, a kimenet
nyelvét. Ezt felfoghatjuk igy, mint nyelvi miveletet, amely egy nyelvhez egy
masikat rendel.

Amennyiben a forditd automata egy véges forditod, akkor az automatéval
végrehajtott transzformaciora mind a regularis, mind a kornyezetfiiggetlen
nyelvek zartak. Igy, ha a bemenet nyelve reguldris illetve kornyezetfiiggetlen
volt, az lesz a kimenet nyelve is.

Igazoljuk ezt az allitdsunkat a kdrnyezetfiiggetlen nyelvek esetére. A
bizonyitas — mint megszokhattuk, — ismét konstruktiv lesz, vagyis a bemend
nyelv automatdjabol és a véges forditobol megszerkesztjiik a kimenet nyelvét
elfogad6 automatat.

Esetiinkben, minthogy kornyezetfliggetlen nyelvrdl van sz6 a bemenet és
a kimenet nyelvét elfogad6 automatak veremautomatak.

Legyen tehat adott a bemend nyelvet elfogadd veremautomata, és a véges
fordito. Alakitsuk at a forditdé automatat, ha sziikséges, olymddon, hogy egy moz-
gas soran vagy csak egyetlen szimbolumot olvas, vagy csak egyetlen szimbolumot
ir ki. fgy a modositott fordito mozgasi szabalyai vagy a/e vagy €/x alaktiak. Ez nem
okoz problémat. Ha az eredeti automata egy mozgasa soran egy szimbolumot
olvasott, és i szimbolumot irt ki, akkor ennek hatasat i+1 sorba kapcsolt olyan moz-
gassal tudjuk leképezni, amelybdl egy csak olvas, i pedig egy-egy karaktert kiir.
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Tételezziik fel, hogy a forditonak van a/x mozgasa, ahol x=bb,...b;. Az
atalakitast a 4.3. dbra szemlélteti.

a/x
—

®8/8>©€/b1>08/b2>08/b3

4.3. dbra

Persze ez az atalakitas azzal jar, hogy a forditd automatat 6vatosabban
kell kezelniink. Tételezziik fel, hogy az eredeti forditd automataban egyik ¢l az
a/x feliratot viselt, ahol x egy i hosszisagu jelsorozat volt. Ennek a mozgasnak
végrehajtasa soran az automata beolvasta az a karaktert, és a teljes x sorozatot
kiirta. Az 0 automata sem viselkedhet masként, annak ellenére, hogy ezt az
egyetlen mozgast itt i+1 mozgas sorozataként végezziik el. Ez annyit jelent, hogy
ha az automata egyszer elindult ezen a soros mozgaslancon, akkor azt végig kell
jarnia, nem allhat meg utkozben. A szamitastechnikdban az olyan miivelet-
sorozatot, amelyet vagy nem hajtunk végre, vagy ha igen, akkor teljes egészében,
mégpedig gy, hogy kozben mas miveletet nem kezdiink el, primitivnek
nevezik. Az a/x miivelet tehat primitiv.

Ezek szerint lesznek az 0j automatanak olyan allapotai, ahol befejezheti
mitkodését, mas allapotokban viszont nem allhat le. A kétféle allapotot meg kell
kiilonboztetniink. Kézenfekvonek latszik az a megoldas, amikor a megallasra
engedélyezett allapotokat kettds korrel emeljiik ki. Az automata rajza szerint
tehat mégis lesznek elfogado, és visszautasitd allapotok, pontosabban itt ezt Ggy
kell értelmezni, hogy bizonyos allapotokban abba lehet hagyni a miikddést,
masokban viszont végig kell menni a kdvetkez6 megallohelyig.

Tételezziik fel, hogy a véges forditd automatan elvégeztiik ezt a beavat-
kozast, tehat az a mozgasok soran egyetlen karaktert vagy olvas, vagy ir, és a
megallas tekintetében kiilonbséget tesziink az allapototok kozott.

Ami a bemend nyelv veremautomatajat illeti, feltessziik, hogy az egyet-
len allapottal biro, és iires veremmel elfogadé automata. Ha eredetileg nem ilyen
lett volna, atalakitjuk. Emlékeztet6iil az ilyen automatat a nyelvtanbdl gy lehet
szarmaztatni, hogy a bemeneti Z alfabeta minden a szimbdolumara 1étesitiink egy
8(q, aa)=(q ¢) YVaelXZ

mozgasi szabalyt, mig minden 4 — o alak levezetési szabalyanak egy
0(q,e,4)=(q, ) VA—>aed

alaku szabalyt.
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Az utobbi szabalyokkal generaljuk a mondatot, mig a nyelvtantol fliggetlen
szabalyokkal ellendrizziik, hogy a generalt sz6veg megegyezik-¢ a bemenettel.

Az 1j veremautomata allapothalmaza a véges forditdo allapothalmaza
lesz. Pontosabban a két automata allapotainak direkt szorzatat kellene venniink,
de minthogy szerencsénkre az eredeti veremautomatanak csak egyetlen allapota
van, megengedhetjiik magunknak azt a lazasagot, hogy a veremautomata allapo-
tat egyszertien elhagyjuk. A véges forditonak az atalakitas utan lesznek olvaso és
kiiréallapotai.

Legyenek a véges forditd allapotai po, p1, p2, - . . pn € P . A verem-
automata mondatgeneralé mozgasi szabalyait megtartjuk azzal a kiegészitéssel,
hogy ezek a szabalyok minden allapotban alkalmazhatoak:

O(pi, &, A)=(pi,a) VpeP 4.4.)

A koncepcid szerint az 10j veremautomata is generalja ezekkel a
szabalyokkal a veremben a forditandd szdveget. Ha a verem tetején terminalis
szimbdlum talalhato, akkor ez a forditandd szoveg kovetkezd karaktere. Ezt kell
tulajdonképpen elolvasnia a véges forditonak, és ennek soran allapotot valtania. Ezt
ugy képezhetjiik le, ha a véges forditd nem a bemenetr6l, hanem a verem tetejérdl
olvas. Figyelembe véve, hogy az Uj veremautomata allapotai kovetik a véges
fordité allapotvaltozasait, az eredetileg olvasd mozgasok atirasa a kdvetkezo lesz:

o(pi,a)=(px,e) = 8(pi, e a)=(pk.¢) (4.5.)
A véges forditd masik szabalyrendszere eredetileg a kimenetet, a forditast
irta le. Minthogy ilyenkor az automata nem olvas ezek tulajdonképpen e-szabalyok.

3 pu,e)=(pv.b) (4.6.)

A véges forditod eredetileg a forditott, kimeneti nyelv egy mondatat adta
ki. Minthogy feladatunk a kimeneti nyelvet elfogadd automata készitése, az
automatanak éppen ezt a mondatot, amelyet a véges fordito kiad, kell elfogadnia.
Vagyis azt kell biztositanunk, hogy az olvasofej alatt azok a karakterek
jelenjenek meg, amelyeket a véges forditd kiadna. EbbGl mar lathato az atiras
metodikaja. Az {1j veremautomata persze nem ir ki semmit, nem is tudna, hiszen
nincs is kiir6 berendezése, Viszont dssze kell vetni az olvasofej alatti és a véges
automata altal kiadni szandékozott szoveget. Ennél a miveletnél a verem
tetejének értéke, amely a forditandd szoveget tartalmazza, kozOmbdos.

(pu,e)=(pv,b) = O(pu, b X)=(py, X) 4.7.)

Végiil is sikeriilt elérniink, hogy az 1 veremautomata azokat a
jelsorozatokat fogadja el, amelyet a véges fordité a bemeneti, forditandé nyelv
mondatainak forditasaként kiad.

Még egy veszélyt kell elharitanunk. Az algoritmusbol kovetkezik, hogy
amikor a véges fordito elolvasta a bemenetet, akkor az 0j veremautomata verme
kitiriil. Ez bajt okoz. Ilyenkor ugyanis az automata mar nem tud lépni, és ha a
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véges forditdo éppen megallni tilos allapotban van, akkor el kellene jutnia az els6
megalloig, kiilonben a forditott szoveg végét nem olvassa el.

A mar korabban is alkalmazott modszerrel indulaskor kibéleljiik a
vermet, igy amikor a verem egyébként kiiiriilne, a bélés még benne marad. Az
automata tehat tovabb folytatja munkéjat addig, amig egy megallohelyhez nem
ér. Ezekben az allapotokban a bélés eltavolithatd, és a verem teljesen kiiiritheto.
Ezért van sziikség erre a bélelésre:

8(p0’, &, Z() ) = (p() , ZoZo ) (48)
A megallohelyeken a kovetkez6 mozgasi szabalyokkal irithetjiik ki a
vermet:

8(pie.Zo)=(pe)  VpiePs (4.9,
ahol — Pg a véges forditdo megallasra engedélyezett allapotainak halmaza.

Ezzel igazoltuk, hogy kornyezetfiiggetlen nyelv véges forditasa
veremautomataval elfogadhat6, tehat szintén kornyezetfiiggetlen nyelv.

Foglaljuk még egyszer Ossze a gondolatmenetet. A veremben most is a
forditandé szoveget generaljuk. Ezt azonban nem a bemenettel vetjik Ossze,
hanem kovetjiik, milyen allapot valtozasokon megy at ezt olvasva a véges fordi-
td, hiszen veremautomatank allapottere azonos a véges forditd allapotterével.
Amikor a véges forditdé a forditott mondat valamilyen szimbdlumat késziilne
kiirni, akkor ezt dsszevetjiik a bemeneten talalhaté szimbolummal. Ha a bemene-
ten 1évo jelsorozat megegyezik a forditdsként kiadni szandékolt jelsorozattal,
akkor az automata elfogadja azt.

Regularis nyelvekre csupan egy példat adunk, amelybdl a teljesen
hasonl6 gondolatmenetii bizonyitas rekonstrualhato.

4.4, abra
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A 4.4. abra a bemend nyelv véges automatajat, és a véges forditot
mutatja. A nyelv az olyan a és b karakterekbdl allo jelsorozatokbol all, ahol mind
az a mind a b karakterek szdma paros.

A fordit6 is régi ismerdsiink. A bemend nyelv szimbolumait parosaval
Osszefogja, és ha két szimbolum kiilonbozik ¢, ha megegyezik d szimbolumot ir
ki. Minthogy az eredeti véges forditd néhany oszthatatlan, primitiv miivelete itt
fel van aprézva, a megallasra engedélyezett és tiltott allapotokat meg kellett
kiilénboztetni.

Az 1j szerkesztett véges automata allapothalmaza a véges automata ¢s
véges forditd allapothalmazanak direkt szorzata lesz. A mar megismert elvnek
megfelelden az eredeti véges automata szimbolumait parositjuk Ossze a véges
forditd bemeneti szimbolumaival, mig a forditasként kiaddédoé szoveg lesz az 1j
automata bemenete.

Az igy megszerkesztett, és a véges automata éleihez megtévesztésig
hasonlé parositott élekhez természetesen nem kapcsolodik valdodi mozgas.
Hasznuk csupan annyi, hogy altaluk kdvethet6 a forditandd nyelvet elfogado, és
a forditast végzo automatak egyiittmiikodése.

A 4.5. abra ezt az egyesitett automatat tiinteti fel.

4.5. abra

Az é4braban a zsufoltsag elkeriilésére az allapotokat indexelt betiivel
jeloltiik. A betii a forditandoé nyelvet elfogadd automatara, az index pedig a
forditora utal. Elfogaddé csak az az allapot lehet, amely elfogado illetve
megallasra engedélyezett allapot direkt szorzataként jon létre. Ilyen allapot
csupan az S.
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A parositott éleken zardjelben feltiintettiik a bemend nyelvnek azt a
karakterét, amelyet az azt elfogadd véges automata és a véges forditod egyidejiien
elemez. Mint tisztaztuk, ezen élek mentén nem torténik olvasas.

Az ilyen lényegében e-mozgasokkal Osszekotott allapotokat Ossze-
vonhatjuk. Ekkor viszont — mi mas torténhetne — megkapjuk a 4.2. dbran mar
egyszer amugy Osztondsen felrajzolt véges automatat.

4.2. Szintakszisvezérelt forditasi sémak

A forditasoknak a véges forditdénal lényegesen nagyobb osztalya jellemezhetd
szintakszisvezérelt forditasi sémakkal.

Itt nem a kész szoveg alapjan késziil el a forditas, hanem a két mondat,
forditando és forditott, egyidejlien generalodik. Ez annyit jelent, hogy a levezetés
soran a mondatszimbdlumbol kiindulva parhuzamosan 1éplink mondatszeri
formarol mondatszerii formara, pontosabban mondatszerii formaparrdl mondat-
szerll formaparra.

A szintakszisvezérelt forditasi sémak elemei a helyettesitési szabalyok-
nak megfeleld, és tulajdonképpen két ilyen szabalybdl allé konstrukciok. A sza-
balyok kornyezetfiiggetlen jellegliek, vagyis baloldaluk egyetlen nemterminalis
szimbolum. Alakjuk:

A— oly,0 (410)

Ez lényegében az 4 — a, és az A — o, alaki helyettesitési szabaly
egyesitése.

Az ilyen szabalyparokat ugy alkalmazzuk, hogy a part alkot6 mondat-
szerl formak els6, a forditandd szoveget szolgaltatd tagjaban az A — a;, a masik

tagban pedig, amely a forditott szoveget generdlja, az 4 — o, helyettesitést
végezziik el.

Természetesen a sémaelemeknek olyanoknak kell lenniok, hogy ez a
parhuzamos helyettesités elvégezhetd legyen. Ennek az a feltétele, hogy a két mon-
datszerii formaban ugyanazok a nemterminalisok €s ugyanannyiszor szerepeljenek.
Ennek a megkotésnek minden mondatszerti formaparra teljesiilnie kell.

Ez csak igy biztosithatd, ha a sémak elemeihez tartozo két jobboldalban
a nemterminalisok nemben és szamban megegyeznek.

Egy tovabbi megkotést is figyelembe kell venni a szintakszisvezérelt
forditasi sémak hasznalatanal. A part alkotd6 mondatszer(i formaban minden nem-
terminalisnak egy és csakis egy parja lehet a masik mondatszer(i formaban.

Ha a mondatszerii formdban minden nemterminalis kiilonb6z6, akkor ez
a megkotés tovabbi intézkedés nélkiil teljesiil. Amennyiben vannak azonos
nemterminalisok, akkor azokat tgy kell parositani, hogy az egy iddében
keletkezettek alkossanak egy part.
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Ha a szintakszisvezérelt forditasi sémanak van olyan eleme, ahol vala-
melyik nemterminalis egynél tobbszor szerepel a jobboldalon, akkor egyértelmiien
definialni kell, hogyan allnak parba az azonos nemterminalisok.

Lassunk egy példat a szintakszisvezérelt forditasi sémakra.

Ismeretes az aritmetikai kifejezések, a megszokott infixnél sok
szempontbodl szerencsésebb prefix illetve posztfix lengyel jelolése. Itt nincsen
precedencia az operatorok kozott, igy zardjelek sincsenek, hiszen ezek a
precedencia feliilbiralasara lennének hivatottak.

Amennyiben itt is csak az 0sszeadas és szorzas muveletére szoritkozunk,
akkor az alabbi nyelvtan az aritmetikai kifejezéseket posztfix lengyel alakban
generalja.

E—>EFE+ E—>EEx E—>a

Készitsiink olyan szintakszisvezérelt forditasi sémat, amely az aritme-
tikai kifejezéseket infix jelolésben generalé kedvenc nyelvtanunk mondatait
posztfix lengyel jeldlésbe irja at. Ime a séma:

E— E+T ET+
E->T T
T—>T*F TF*
T—>F F
F— (E) E
F—a a

Sajnos itt kénytelenek voltunk a posztfix lengyel jelolés nyelvtanat kissé
komplikaltabba tenni. Ugyanis — mint tisztaztuk — a forditadsi sémak két
jobboldalan azonos nemterminalis elemeknek kell lenniok. Hasonld szabaly a
terminalisokra természetesen nem vonatkozik.

Minthogy az el6zdek szerint a lengyel jelolésben nincsenek zardjelek, az
infix jelolés zarojeleit nemes egyszeriiséggel elhagytuk.

Allapitsuk meg mi az aldbbi infix jelolésben megadott aritmetikai
kifejezés posztfix lengyel alakja.

(ata)*a

Felhasznalva a szintakszisvezérelt forditasi sémat, allitsuk el a fenti
infix jelolést aritmetikai kifejezést. A parhuzamos generalas kovetkeztében ezen
miivelet kozben ohatatlanul megkapjuk a kifejezés posztfix lengyel formajat is.

Induljunk ki az { E, £ } mondatszimbolumparbdl. A példa kidolgozasa
soran a nemterminalis szimbolumokat — néhol feleslegesen is — indexszel lattuk
el. Ezt kizardlag annak érdekében tessziik, hogy ettdl a parositds mindig
kovetheto legyen.
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Ugyancsak indexszel lattuk el az azonositd értelmii a terminalis
szimbdlumot, hogy az aritmetikai miiveletekben szerepld mennyiségek nyomon
kovethetoek legyenek.

(ELE )= { T, T} = { T*F, ToF\* } = { Fo*F), FFy* } =

= { (B)*Fy, ExF\* } = { (E5tT3)*F), EsT5tFx } =

= { (T4+T3)*F1, T4T5+F* } = { (F3+T3)*F1, F3T5+F* } =

={ (a\+13)*F), a\T5+F1*) } = { (a\+F)*F), aiFy+F* j=

= { (a1ta)*F, aarytFi+ } = { (a1tax)*as, ajartas* }

Az infix kifejezés forditasa, vagyis ugyanazon aritmetikai kifejezés
posztfix alakja — ahogy illik — kiadddott.

A forditasi sémak végrehajthatésaganak elemzése kapcsan egy sereg elég
szigoru megkotést tettiink az azokban szerepld nemterminalis szimbolumokra vo-
natkozoan. Egy szo6t sem szo6ltunk azonban a terminalis szimbolumokrol.

Nyilvanvald, hogy ezekre semmiféle megkotést sem kell tenniink.
Azonossaguk vagy kiilonbozoségiik, meglétiik vagy hianyuk nem befolyasolja a
szintakszisvezérelt forditasi sémak végrehajthatdsagat.

A szintakszisvezérelt forditasi sémak kozott megkiilonboztetett figyelmet
érdemelnek azok a sémak, ahol a part alkoté mondatszersi formakban a nemtermi-
nalis szimbolumok nem csak nemben és szamban egyeznek meg, hanem a két
Osszetartozod mondatszeri formaban még sorrendjiik is azonos. Az ilyen tulajdon-
sagu sémak neve egyszerl szintakszisvezérelt forditasi séma.

Visszatérve példankra lathatd, hogy az infix jeldlést posztfix jeloléssé
atalakito forditas egyszerii szintakszisvezérelt forditasi sémaval valosithatdo meg.

Az egyszerll szintakszisvezérelt forditasi sémak jelentdésége abban van,
hogy ezek miikddését automatdval lehet realizalni. Ezt majd a kovetkez6 pontban
targyaljuk.

Vizsgaljuk meg most azt a kérdést, hogy hogyan lehet leini egy mondat
levezetését. Szamozzuk meg a helyettesitési szabalyokat, és irjuk le abban a
sorrendben ezeket a sorszamokat, amelyben az egyes szabalyok alkalmazésra
keriiltek. Tekintsiik ezt a szamsorozatot a szintaktikus elemzés leirasanak.

Az egyértelmiiség kedvéért itt azt is meg kell mondanunk, hogy milyen
elemzésrol van sz6. Bar vannak mas elemzési modok, itt csak kétféle elemzésre
szoritkozunk.

Amikor a mondatszimbolumbol kiindulva, a baloldali levezetés 1épéseit
kovetve jutunk el az elemzend6é mondathoz, akkor felilrdl lefelé torténd, top-
down elemzésrol, illetve balelemzésrol beszéliink.

A maésik elemzési mdédnal a mondatbol indulunk ki, és a nyelek mar
bemutatott letdrése utjan redukaljuk a mondatot, illetve a mondatszer(i format, ha
lehet a mondatszimbolumig. Ilyenkor — mint azt megmutattuk a 107.-108.
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oldalon — a jobboldali levezetést kovetjiik, csak forditott sorrendben. Ebben az
esetben alulrdl felfelé, vagy bottom-up elemzésrdl, jobbelemzésrél van szo. A
jobbelemzés kifejezésben tehat a jobb eltag nem az olvasas iranyara utal, amely
egyébként mindkét elemzési modnal a nekiink megszokott iranyban balrol jobbra
torténik, hanem az igy kapott mondatszerti formakbol allo sorozat jellegére.

Az eljaras demonstralasara szamozzuk be ismert nyelvtanunk
helyettesitési szabalyait.

1 E — E+T 2 E—>T
3 T — T*F 4 T>F
5 F— (E) 6 F—a
Legyen a mondat ismét:
(ata)*a

Ennek a mondatnak a baloldali levezetését, vagyis a balelemzés eredmé-
nyét a kovetkezd szamsorozat jellemzi:
23451246466
Ugyanigy a jobbelemzés eredménye:
64264154632

Az elébbiek szerint ez a jobboldali redukalast, vagyis forditott sorrend-
ben a jobboldali levezetést adja.

Az els6 eredmény azonnal kiadodik, ha az el6bbi példat attekintjiik. Ott
ugyanis a baloldali levezetés alapjan nyertiik a fenti mondatot.

A jobboldali redukalas helyességének ellendrzése sem okozhat tl nagy
gondot, és a szorgalmas olvasonak kifejezetten kellemes feladat.

Mivel mindkét levezetésnél a levezetési fa azonos — ugyanazokat a
levezetési szabalyok keriiltek alkalmazasra, csak kiillonb6z6 idopontokban — a két
levezetés leirasaban ugyanazok a szamok szerepelnek, csak mas sorrendben.

Ezeket az eredményeket mechanikusan is megkaphatjuk, a
szintakszisvezérelt forditdsi séma felhasznaldsaval. Tekintsiik ugyanis
forditasnak azt a transzformaciot, amelyik egy mondatbdl annak szintaktikus
elemzését allitja eld, és szerkessziink ehhez egy szintakszisvezérelt forditasi
sémat.

Legyen adott egy nyelvtan, és legyenek helyettesitési szabalyai szamo-
zottak. Keresslink most minden szabalyhoz egy part, amivel a szintakszisvezérelt
forditasi séma elemei kiadodnak.

Legyen ez egyszeru szintakszisvezérelt forditasi séma. Ezzel eld6lt, hogy
a szabalyok parjaiban milyen sorrendben szerepeltessiik a nemterminalis szimbo-
lumokat. Minthogy végeredményben a levezetést leird szamsorozatot kivanjuk
megkapni, terminalis szimbolumként ezek a sorszamok szerepeljenek, mégpedig
olymddon, hogy minden helyettesitési szabaly ,forditasi” felében a sajat
sorszama all terminalisként.
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Ezek a sorszamok alkotjak terminalisként az adott sorrendli nemtermi-
nalisokkal egyiitt a helyettesitési szabalyparjat. Azt kell csak meggondolnunk, hova
irjuk ezt a sorszamot. Két nmagat kinalo lehet6ségiink van, eléje irjuk, vagy utana.

Maradjunk tovabbra is kedvenc nyelvtanunknal. Ez a két lehetdség az
alabbi szintakszisvezérelt forditasi sémakat szolgaltatja:

E— E+T 1ET E>T 2T
T — T*F 3TF T>F 4F
F— (E) SE E> a 6

Ha nincsen a jobboldalon nemterminalis, akkor a parban csakis a
sorszam szerepel.

E— E+T ET1 E—T 72
T— T+F TF3 T>F F4
F— (E) ES E—>a 6

Ha most ezekkel a szintakszisvezérelt forditasi sémakkal generaljuk az
aritmetikai kifejezéseket, akkor az els6 séma esetében a baloldali, a masodik
hasznalatakor a jobboldali elemzést, pontosabban annak leirasat kapjuk meg.

Ennek igazolasa érdekes idotoltést jelenthet az olvasonak.

4.3. Veremfordito

A véges forditoval valdo megismerkedés utan aligha okoz nagy meglepetést az a
tény, hogy a veremautomatanak is van fordit6 valtozata.

Vegyiik sorra ismét, miben tér el a veremfordito a jol ismert veremauto-
matatol Természetesen a bemeneti egységen kiviil itt is sziikség van egy kimeneti
egységre, mondjuk nyomtatora.

A veremforditd mozgasainal, épplgy, mint a véges forditd esetében, az
automata egy korlatos jelsorozatot adhat ki ezen a kimeneten. Minthogy csak
véges szamui mozgas van, a kiadott jelsorozat hosszanak van felsé korlatja, a
legbobeszédiibb mozgas altal nyomtatott szoveg hossza, legyen ennek mérete i.

Legyen a fordito bemend alfabetija 2 és a kimeneté A, és az ismert

modon tekintsiik az iires jelsorozatot is a A alfabeta elemének, akkor a
veremforditd mozgasi szabalyai az alabbi leképezést jelentik:

Ox(Zue)xI'=0xT A (4.11.)

ahol a megszokott jelolésekkel O az automata allapothalmaza, 2, I' és A pedig

rendre a bemenet, a verem ¢és a kimenet alfabetdja, mig k illetve i a mozgasok

soran a verembe beirt, illetve a kimeneten megjelend jelsorozat legnagyobb hossza.

Ezzel egy valodi illetve e-mozgéast leird szabaly:

8(¢q. a, X)=(po,m) 8(q &X)=(p a,mn) (4.12.)
ahol o a I' az 1 pedig a A" halmaz eleme.
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A kovetkezokben kimutatjuk, hogy az egyszerli szintakszisvezérelt
forditasi sémak, és a veremforditok altal definialt forditasok ugyanazt a forditasi
osztalyt alkotjak.

A bizonyitas — ez mar nem meglepetés — konstruktiv. Legyen adott egy
egyszeri szintakszisvezérelt forditdsi séma. Szerkessziink hozza egy vele
egyenértékil, vagyis ugyanazt a forditast realizal6é veremforditot.

Legyen az egyszerli szintakszisvezérelt forditasi séma egy eleme,
szabalyparja:

A— xoleszx3 R ann,y()Bllegyz .. Bnyn (413)

Minthogy a szintakszisvezérelt forditasi séma egyszerii, a B,B, . . .B,
nemterminalisok szimbdélumok mindkét jobboldalban ugyanabban a sorrendben
kovetik egymast.

Az xo, x1, . . xyilletve yo, y1, . . ¥ jelsorozatok a ¥ bemeneti illetve A
kimeneti alfabetak karaktereib6l allo, esetleg iires jelsorozatok.

Amennyiben a bemenet és kimenet alfabetdja, tehat a & és a A halmaz
nem diszjunkt, akkor definidljunk egy olyan A’ halmazt, amely egyrészt diszjunkt
a 2 halmazzal, masrészt a A és a A’ halmaz elemei ko6zott kolcsondsen
egyértelmli megfeleltetés all fenn.

Ekkor a (4.13.) szerinti szabalyparhoz a kovetkez6 mozgasi szabalyt
rendeljiik:

0(q,e,4A)=(q, xeyo ' Bix1y1'Baxoys’. .. Bixa vn”) (4.14.)
ahol az yo’,y1" . . . yu’ jelsorozatok a A’ halmaz elemeibdl képzett, és rendre a
Yo, - - - Y jelsorozatoknak megfelel6 jelsorozatok.

A (4.14.) szabaly szerint tehat, ha a verem tetején nemterminalis szimbo-
lum van, akkor a szintakszisvezérelt forditasi séma szabalyparjainak valamilyen
kombinacigjat irjuk a verembe. Itt messzemenden felhasznaltuk azt a koriil-
ményt, hogy a két jobboldalon a nemterminalis szimbolumok sorrendje azonos,
vagyis egyszer szintakszisvezérelt forditasi sémank van.

Megjegyzem ez nem az egyetlen lehet6ség a mozgasi szabalyra, ugyanis az

XVi
jelsorozatparok barmelyike felcserélhetd, s6t szimbolumaik dssze is keverhetoek
azzal a megkdtéssel, hogy az x; és az y;’ jelsorozatok szimbdolumai kiilon-kiilon
tartsak meg sorrendjiiket. Persze elegendd a sok lehetdség koziil egyet, példaul a
(4.14.) szabalyban leirtat alkalmazni.
Arra az esetre, amikor a verem tetejére 2 halmazbeli szimbolum keriil, a
kovetkez6 mozgasi szabaly lesz érvényes:

0(q,a,a)=(q,¢¢) (4.15)
vagyis a verem tetején talalhatd szimbolum ,,rekombinalodik™ a beolvasottal, €s
sem a verembe, sem a kimenetre nem irunk sem be, sem ki semmit.
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Amennyiben a verem tetejére egy A’ halmazbeli szimbolum kertil, akkor
az ennek megfeleld szabaly a kovetkezo lesz:

g &b’ )=(q¢b) (4.16.)

vagyis egy €-mozgas soran a A’ halmazbeli szimbdlum A halmazbeli parjat irjuk
ki a kimenetre.

Ez a megoldas nem tartalmaz sok 0j gondolatot. A (4.14.) tipust szaba-
lyok mind a forditando, mind a forditott szoveg terminalisait beirjak a verembe.
Persze a megfelel6 nemterminalisok elé, kozé illetve moge.

A legelso, tehat legbaloldalibb nemterminalis eldtt all6 terminalis szimbo-
lumokat aztan a (4.15.) és (4.16.) alaku szabalyok dolgozzak fel. A bemené alfa-
beta szimbolumainal ellenérzik, hogy valdban a vart jelsorozat van-e a bemeneten,
a kimeno alfabeta esetében pedig a megfeleld szimbolum kinyomtatodik.

A mitkodésmodbdl az is vilagos, hogy ez a veremfordit6 éppen a kiindu-
lasul valasztott szintakszisvezérelt forditdsi sémaval meghatarozott forditast
realizalja.

Gyakorlasképpen irjuk fel az infix jelolésbdl posztfix lengyel jelolésbe
forditast leir6 egyszerli szintakszisvezérelt forditasi sémabol szarmaztatott
veremforditd mozgasi szabalyait. Kezdjiik most a szintakszisvezérelt forditasi
séma elemeitdl fiiggd szabalyokkal:

8(q, &, E)=(q, E+T+’, €) 8(q,8,E)=(q T ¢)
0(q & T)=(q T*F*¥ ¢) 3(q ¢eT)=(q F ¢)
0(q & F)=(q (E).¢) 3(q, & F)=(q aa’ e)

Kovetkezzenek azok a szabalyok, amelyeket akkor alkalmazunk, ha
bemend terminalis van a verem tetején:
8(q, +,+)=(q, &¢) 8(q, **)=(q, &¢)
5(q, O=(q ¢¢) 5(q.),))=(q. ¢&¢)
(g aa)=(qz¢¢e)
Végiil adjuk meg azokat a szabalyokat, amelyek akkor érvényesek,
amikor a verem tetején A’ halmazbeli szimbo6lum jelenik meg:
5(g, &+t )=(g, &) 5(g, &% )=(q, &*)
8(q,&a’)=(q &a)
Az eredmény annyira attekinthetd, hogy a példa kidolgozasat batran az
olvasora bizhatom.
A Dbizonyitds visszaja, vagyis annak igazoldsa, hogy minden
veremforditohoz szerkesztheté egy egyszerii szintakszisvezérelt forditasi séma,
mar korantsem ilyen konnyl. Lényegében ezzel a problémaval egyszer mar

megszenvedtiink, amikor igazoltuk, hogy minden veremautomatdhoz rendelhetd
egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan.
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Még egyszer ne keveredjlink ilyen részletekbe, hanem csupan Iényegé-
ben a korabbival azonos gondolatmenetet ismertet;jiik.

A nehézséget persze itt is az jelenti, hogy a veremforditonak tobb allapota
is lehet, igy itt a nyelvtan, pontosabban az egyszerii szintakszisvezérelt forditasi
séma nemterminalisaiban nem csak a veremszimbolumokra, hanem a veremforditd
allapotaira vonatkoz6 informaciot is tarolnunk kell. Az elgondolas és megoldas, és
sajnos a munka terjedelme ugyanaz, mint volt a veremautomatanal.

A verem tartalmat, és az abbol készitett nemterminalisokat most is
minden allapot kombinacidban el6 kell allitani. Mégpedig két példanyban, hiszen
a szintakszisvezérelt forditasi sémanak két jobboldala van. A megfeleltetett
nemterminalisok nem csak azonos veremszimbolumra vonatkoznak, hanem a
hozzajuk rendelt allapotpar is azonos kell legyen.

Ha valamely mozgasi szabalyban olvasunk, akkor a forditand6 szoveget
generald jobboldal elé kell irni a szimbolumot. Ez betiire megegyezik a verem-
automatanal kovetett eljarassal.

Amennyiben a mozgasi szabaly kiirasrol intézkedik, akkor a forditott
szoveget generalo jobboldal elé irjuk a kiirando jelsorozatot.

Ha torténetesen valamelyik szabaly olvas is meg ki is ir, akkor a neki
megfelelé forditasi séma szabalyparjanak mindkét tagja prefixalva lesz, az els6
az olvasott, a masodik a kiirt szoveggel.

4.4. Jellemzo nyelvtanok

A szintakszisvezérelt forditasi sémak kapcsan tulajdonképpen két dsszekapcsolt
nyelvtannal hataroztunk meg egy forditast.

Felmeriilhet a kérdés nem lehet-e a forditast egyetlen nyelvtannal,
egyetlen nyelvvel jellemezni? Kis segitséggel, két homomorfizmus alkalma-
zasaval, ez a kérdés sokszor megoldhato.

A homomorfizmus, mint eddigi tanulmanyainkbo6l ismeretes, egy halmaz
elemeihez egy masik halmaz elemeit rendeli. A mi specialis esetlinkben ez annyit
jelent, hogy egy alfabeta, egy jelkészlet elemeihez egy masik alfabeta elemeit
rendeli. Ez a hozzarendelés adja az elsé alfabeta elemeinek homomorf képét. Egy
jelsorozat homomorf képét ugy kapjuk, hogy a jelsorozat karaktereinek homomorf
képébodl alkotunk egy jelsorozatot. Amennyiben ez a leképezés kolcsondsen
egyértelmil, akkor izomorf leképezésr6l beszEliink, ami egyszersmind persze
homomorfizmus.

A homomorfizmust két oldalan all6 alfabetanak nem kell diszjunktnak
lennie, sot az is megengedett, hogy a két alfabeta azonos legyen. Ha ilyen esetben a
homomorfizmus minden karakternek 6nmagat felelteti meg, akkor ez az identikus
leképezés, a homomorfizmus, pontosabban izomorfizmus specialis esete.
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A goOrog abécé atirasa példaul olyan homomorfizmus, amely egytttal
izomorfizmus. Jeldlje £ a homomorfizmus altal definialt fliiggvényt, akkor a
példankban emlitett gorog-latin atiras felirhato:

h(o) =a h(B)=>5b h(y)=g....

A jellemz6 nyelvtan meghatarozasa az eddigi fogalmak felhasznalasaval
a kovetkezo.

Legyen adott G grammatikajaval egy L nyelv, és két homomorfizmus: /,
¢és M. Az L akkor jellemzi a T forditast, ha a nyelv minden w mondatanak a fenti
két homomorfizmussal torténé leképezése éppen a forditas egy elemét adja,
ugyanakkor a forditds valamennyi eleméhez taldlhat6 a nyelvnek olyan z
mondata, hogy a forditand6 és forditott jelsorozat éppen a z mondatnak a két
homomorfizmussal valo leképezése.

T ={hw),hw)|welL} (4.17.)

Amennyiben a fenti feltételek teljesiilnek, akkor a G grammatika, illetve
az L nyelv a T forditas jellemz0 nyelvtana, illetve nyelve.

Ha az L nyelv alfabetaja 1, mig a forditando illetve forditott nyelv
alfabetja X illetve A, akkor A; és i, homomorfizmus a IT alfabetat képezi le a Z,
illetve A alfabetara.

h:I1—> % hy . I1—> A (4.18))

Mint lathatd, a nyelvtan illetve nyelv, és a két homomorfizmus nem
valaszthato el egymastol. Egy adott nyelvtan csakis az adott homomorfizmus par
alkalmazasaval lesz jellemz6 nyelvtan.

Lassunk erre egy példat. Legyen a forditas a kovetkezd
szintakszisvezérelt forditasi sémaval meghatarozott:

S— xS, yS S-S xS S—>xy S>>y x

A forditas ezek szerint az x és y szimbolumokbol allo jelsorozatokat viszi
at az ugyancsak x és y karakterekbol szimbolumokat tartalmazo olyan jelsorozatok-
ba, ahol a két szimbolum szerepe az eredetihez képest meg van cserélve.

Feltéve, hogy a két valasztott homomorfizmus

h(a)=x h(b) =y hy(a) =y hy(b) = x
akkor az alabbi nyelvtan jellemzi a forditast:

S—aS|bslalb

Az is megengedett tovabba, hogy a homomorfizmus valamely szimbo-
lumot az iires jelsorozatba vigyen at. Ilyenkor a leképezés soran ez a szimbolum
nyom nélkiil eltlinik.

Amennyiben a két homomorfizmus olyan, hogy a nyelv terminalisait
vagy az egyik, vagy a masik leképezés az iires jelsorozatba viszi at, akkor az
ilyen homomorfizmusok mellett érvényes jellemzé nyelvtant a forditas szigortian
jellemz6 nyelvtananak mondjuk.
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Az elébbi megfogalmazasban a vagy kitételt kizaro értelemben illik
felfogni, ha ugyanis egy terminalist mindkét homomorfizmus eltiintet, akkor
minek szerepel a nyelvben egyaltalaban.

Az el6bbi példaban megadott homomorfizmusok nem ilyen szigora
homomorfizmusok. Ennek kovetkeztében nyelvtanunk csak ugy kozonségesen,
€s nem szigoruan jellemzi a forditast.

Persze valaszthattunk volna masik, szigora jellemzést biztositd
homomorfizmust is. Példaul:

h(a)=x h(b)=y h(c)=¢ h(d)=¢

hy(a)=¢ hy(b)=¢ ha(c)=y ho(d) = x

Ezek mellett a homomorfizmusok mellett az alabbi nyelvtan jellemzi, €s
mast mar szigoruan jellemzi a forditast:

S—acS | pdS | ac | bd

Amennyiben egy forditasnak van jellemz6 nyelvtana, akkor van szigo-
rian jellemz6 nyelvtana is.

Ezt konnyl belatni, és igen egyszerii egy jellemzé nyelvtanbol és a
hozzatartoz6 két homomorfizmusbol két mas, alkalmas homomorfizmust, és egy
most mar szigoruan jellemzo6 nyelvtant konstrualni.

Legyen adott egy jellemz6 nyelvtan homomorfizmusaival. Keressiik meg
azokat a terminalis szimbdlumokat, amelyek egyik homomorfizmus esetében
sem tlinnek el. [lyen biztosan akad, hiszen ellenkezd esetben mar eleve szigoruan
jellemzo nyelvtannal lett volna dolgunk.

Ezen terminalisok helyébe irjunk két j terminalist, amelyek koziil az
els6 leképezése az els6 homomorfizmussal az eredeti eredményt adja, mig a
masodik homomorfizmus ezt a terminalist megsemmisiti. A masodik termina-
lisnal pont forditva jarunk el. Itt az els6é homomorfizmus tiinteti el a terminalist.

A jellemz0 nyelvtanok bevezetésével két fontos megallapitast tehetiink.

Amennyiben egy forditast egy regularis nyelvtan jellemez, akkor ez a
forditas véges forditoval megvaldsithatd, és viszont, minden véges forditoval
megadott forditasnak van regularis jellemz6 nyelvtana.

Ha egy forditast egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan jellemez, akkor ez
leirhaté egy egyszerl szintakszisvezérelt forditasi sémaval, és kovetkezésképpen
megvalosithatd veremforditoval. Itt is igaz az allitas megforditasa, vagyis minden
veremforditoval megadott forditdsnak van kornyezetfiiggetlen jellemz6 nyelvtana.

Nézziik el6szor az elsd tételt.

Jellemezze a forditast egy regularis nyelvtan, és legyen A, és h, a fordi-
tando, illetve forditott szovegre leképezd homomorfizmus. Szerkessziik meg a
véges forditét olymoddon, hogy a nyelvtan minden nemtermindlisinak a véges
fordito egy allapota feleljen meg. A mondatszimbolumnak a kezddallapot a meg-
feleloje. Minthogy a jellemzd nyelvtan csak egész mondatok forditasat értelmezi,
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ezek az allapotok ,,non stop”, vagyis lényegében visszautasitd allapotok lesznek.
Vezessiink be ezeken kiviil egyetlen elfogadé allapotot is.

Legyen a jellemz6 nyelvtan egy szabalya: A4 — aB

Ekkor kossiik 0ssze az automata 4 ¢és B allapotait egy az utobbi allapotba mutato, és
hi(a)/ hy (a) (4.19.)
jelzésii nyillal.

A jellemz6 nyelvtan A — a alaku szabalyainak atirdsanal ugyanezt a
modszert alkalmazzuk, csak most a masodik allapot szerepét az egyetlen
elfogado allapot jatssza.

Ennek alapjan gondolom, nem okoz problémat annak belatasa, hogy az
ily modon kialakitott véges forditd éppen a jellemzd nyelvtan és a homomor-
fizmusok altal meghatarozott forditast valositja meg.

Szerkessziink most jellemz0 nyelvtant egy véges forditohoz.

Elébb alakitsuk at a véges forditot olymodon, hogy az egyes mozgasok
soran az automata csak egyetlen szimbolumot olvasson, vagy irjon. Ennek
részleteit mar megbeszéltiik.

Legyen % illetve A a forditandd, illetve forditott nyelv alfabetaja.
Amennyiben ezek nem diszjunktak, akkor — szintén ismert mddon — vezessiik be
a A’ halmazt, amely a 2 halmazra nézve diszjunkt, és amelyb6l a A halmaz
izomorfizmussal szarmaztathato.

A véges fordito olvaso illetve kiird €leinek egy-egy helyettesitési szabaly
felel meg, amelynek alakja:

A —>aB illetve A— b'B
ahol 4 és B az €l indulo illetve érkezd allapota, mig a az olvasott szimbolum, és
b’ pedig a kiirtnak megfeleld A’ halmazbeli szimbolum. Rendeljiink ezen kiviil
még minden ,,stop” allapothoz egy-egy
A—>e¢
alaku e-szabalyt.
Legyen a két homomorfizmus:

h(a)=a m(b’)=¢

hy(a) =e hy(b’) = b

A jellemzd nyelvtan és a homomorfizmusok altal definialt, illetve a
véges forditoval megvalositott forditas azonossaga itt is nyilvanvalo.

Masodik allitasunk, amely a kornyezetfiiggetlen nyelvtanok és a verem-
forditok kozotti megfeleltetésrdl szol, még kdnnyebben belathato.

A fordité veremautomatak és az egyszerii szintakszisvezérelt forditasi
sémak megfeleltetésérdl mar beszéltiink. Igy elegendd, ha itt csak a kornyezet-
fiiggetlen nyelvtanok és az egyszer(i szintakszisvezérelt forditasi sémak kozotti
kapcsolatrol szolunk.
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Megegyezésben a (4.13.) ¢és (4.14.) Osszefiiggésekben foglaltakkal, a
szintakszisvezérelt forditasi séma elemeihez tartozd levezetési szabaly a
kovetkezo lesz:
A— xXoB1x1By . .. ann, yOBlleZ RN Bnynj
A - Xoy ’()B].le ’1Bz Ce anny ’n (420)

ahol az y’oy’; . . .y’ jelsorozatok az yo, 1 . . ¥u A" halmazbeli jelsorozatok
A’ halmazbeli parjai.

Forditva, ha adott a jellemzd nyelvtan, és vele egyiitt a homomor-
fizmusok, akkor a nyelvtan egy szabalyat a kdvetkezd modon kell az egyszerii
szintakszisvezérelt forditasi séma elemévé atirni:

A— ZOBlZle ... Bz,
A— ]’l](Z())B]h](Z])Bz .. .Bnhl(Zn), ]’lz(Zo)B]hz(Z])Bz .. .Bnhz(Zn) (421)

A megfeleltetés helyessége itt sem igényel bévebb magyarazatot.

Befejezéslil egy megjegyzés. A fentiekb6l kovetkezik, hogy nem
egyszerl szintakszisvezérelt forditasi sémakkal meghatarozott forditast altalaban
nem lehet veremforditéval megvalositani.






5. Szintaktikus elemzok

5.1. Altalanos elemzok, bal- és jobbelemezhetéség

Szintaktikus elemzd tagabb értelemben minden olyan automata, amelynek fela-
data a mondat, pontosabban minden mondatnak vélt jelsorozat levezetési fajanak
eldallitasa. fgy szintaktikus elemz6k azok a veremforditok, amelyek a mondatra
mint bemenetre a levezetési fa leirasat adjak meg, mint forditast.

Sziikebb értelemben csak azokat az automatdkat tekintjiik szintaktikus
elemzoknek, amelyeknek mitkddése determinisztikus.

A szintaktikus elemzés igénye majd mindig egyértelmi nyelvtanok ese-
tében lép fel. Legtobbszor a szintaktikus elemz6 szerkesztésekor feltételezziik, és
megkoveteljiik, hogy a nyelvtan egyértelmii legyen. Vannak azonban olyan elem-
706k, amelyek nem tamasztanak a nyelvtannal szemben semmiféle kovetelményt.
Miel6tt az egyértelmii nyelvtanokra szoritkoznank, két ilyen, altalanosan hasznal-
hat6 elemz6t ismertetnénk.

Az egyik az Earley algoritmus, a feliilr6l lefelé, a masik a Coke-
Younger-Kasami modszer az alulrdl felfelé elemzés elvét koveti.

Az Earley algoritmus alapgondolata a kovetkez6. A mondatszimbolum-
bol indulunk ki, és valamennyi lehetséges levezetést vizsgalat targyava tesziink.
Amennyiben a levezetés soran a mondatszeri forma elejére egy terminalis
szimbolum generalddik, akkor ellendrizziik, hogy ez a terminalis szimbolum
megegyezik-e az elemzett mondatjelolt elsé terminalis szimbolumaval. Eltérés
esetén nyilvanvalo, hogy ezen az Gton a szdban forgo jelsorozatot nem lehet leve-
zetni, éppen ezért ezeket a levezetési probalkozasokat abbahagyjuk.

Csak abban az esetben érdemes tovabbvinni az elemzést, ha a generalt
terminalis megegyezik a mondatjelolt megfeleld helyén allo terminalisaval.
Ekkor viszont a levezetéseket minden lehetséges modon tovabb kell folytatnunk.

Ujabb és tjabb terminalisokat generalva egyre tobb szimbolumat vesszitk
figyelembe az elemzett jelsorozatnak, mikdzben egyes levezetési utakat mint
reményteleneket abbahagyunk, masokat viszont tobb tutra agaztatunk szét. Ha sike-
riil eljutnunk a jelsorozat utolsd szimbolumaig, akkor talalhatunk olyan levezetést,
amely ezt a jelsorozatot generalja. Ez esetben a jelsorozatrél bebizonyosodott, hogy
mondat, és annak levezetését, esetleg levezetéseit megallapithatjuk.

Az algoritmus gyakorlati megvalositdsakor ugynevezett elemekbdl —
angol neviik item — csoportokat alakitunk ki. A csoportok szdmozottak, és
sorszamuk azt fejezi ki, hogy a mondatjel6ltbél mar hany szimbdlumot vettiink
figyelembe. Amennyiben a jelsorozat n karakterbdl all, akkor a csoportok
szdmozasa 0 és n kozott valtozik. A 0 sorszamu csoport azt az allapotot tiikkrozi,
amikor még egyetlen karaktert sem vettiink figyelembe.
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Egy elem alakja a kovetkezo:
{4 > oeay,i} (5.1)

Feltételezve, hogy ez az elem a k sorszamu csoportban van, az elem
jelentése, szemantikaja a kovetkezo.

Az elem alakjabol kovetkezik, hogy a nyelvtanban kell lennie egy
A — oo,

alaku levezetési szabalynak. Ez a szabaly felhasznalhato a jelsorozat levezetésekor,
mégpedig olymddon, hogy a jelsorozatnak az i sorszdmu szimbolumatol a k
sorszamuig terjedo fragmense, — nem beleértve az i, de beleértve a k sorszamtt, — a
levezetési szabaly o, részébdl levezethetd. Az elem nem zarja ki az 4 —> o0,
szabalynak a levezetés soran mashol és masképp torténo alkalmazasat.

Fontos, hogy az elemek szemantikajat pontosan megértsiik, mert ennek
alapjan lesz vilagos az a mechanizmus, amellyel a mar ismert csoportokbdl az
ujabb csoportok elemeit megszerkeszthetjiik.

Uj elemeket haromféle modon szarmaztathatunk. Tekintsiik a k-1 sorszami
csoportot, és vizsgaljuk azokat az elemeket, amelyekben a pont utan terminalis
szimbolum all. Ha ezek kdzott van olyan, ahol a pont utan allé terminalis megegye-
zik a jelsorozat kovetkezd, tehat k sorszamu karakterével, akkor ezt a szimbolumot a
pont elé helyezve a sziiletend6 k sorszamt csoport egy elemét kapjuk.

Formalisan, ha a
{B—>PiebP,, i}
elem a k-1 sorszamu csoport tagja, és a mondatjeldlt k sorszamu karaktere b, akkor a
{B— P bePy,i} (5.2)
tagja, mondhatni alapit6 tagja az 0j k sorszamu csoportnak.
A szarmaztatds jogosultsaga eléggé nyilvanvalo. Ha a P, jelsorozat
valamely szimbdélumtdl kezdve egészen a k-1 sorszamu karakterig generalja az

elemzett mondatjeldltet, akkor ehhez hozzavéve a mondatjelolt k sorszamu
karakterét, a kettd egyiitt nyilvan a k szimbolumig general.

A k-1 sorszamt csoportnak azok az elemei tehat, amelyekben a pont utan
a mondatjelolt k sorszdmu termindlisa all, alkotjak az eldbbi kismértékii atala-
kitassal az 1) csoport alapité tagjait, elemeit.

Ez adja az 0 elemek szarmaztatasanak els6, id6ben is elsé modszerét.

Amennyiben a pont mogott ,,rossz” terminalis all, ugy azok a leveze-
tések, amelyeket ezek az elemek képviselnek, fiaskonak bizonyulvan, a tovabbi
jatékban nem vesznek részt.

Az igy kapott ,,alapité” tagok sorsa mas és mas, aszerint, hogy most a
pont utan terminalis szimbolum, nemterminalis szimbdolum vagy semmi sem all.
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Amennyiben az alapité elemekben a pont utan terminalis talalhato, akkor
pillanatnyilag ezen elemek szerepe befejez6dott. Rajuk majd akkor keriil ujra sor,
ha a kovetkezd, k+1 sorszamu csoport alapito tagjait keresstik.

Nem bizonyos azonban, hogy az elemzett jelsorozat kdvetkezé eleme
ezek kozil a pont utan alld terminalisok koziil kertil ki. Lehet, hogy ezt a
karaktert egy olyan nemterminalis generalja, amely egy masik elemben a pont
mogott all, és a levezetés folytatasakor egy termindlist, pontosabban egy
terminalissal kezd6dd részsorozatot general. Eppen ezért mindegyik pont utan
all6 nemterminalisbol szarmaztathat6 karaktert figyelembe kell venniink.

Tételezziik most fel, hogy a k sorszdmu csoport alapitd tagjai kozott
szerepel a kovetkezo elem:
{C—> vieDy,, i } (5.3)
¢és a nyelvtannak van egy
D —n
alaka helyettesitési szabalya. Ekkor az aldbbi elemet is be kell venniink ebbe a
csoportba:
{D—>en,k} (5.4)
Ennek szemantikdja a kovetkezo.

Az (5.4.) elem pont el6tti jelsorozata — minthogy a pont elétt semmi sem
all, ez természetesen az lires jelsorozat — alkalmas arra, hogy a mondatjeldltnek a
k sorszamu karakter utan kezd6dd, és a k sorszamu karakterrel bevégz6dd
fragmensét, amely nyilvanvaldan az lires jelsorozat, generalja. Ez mas szavakkal
azt allitja, hogy az fiires jelsorozat alkalmas az iires jelsorozat generalasara.
Tulajdonképpen ez nem meglepd.

Ennek ellenére a fenti megallapitdas nem tautologia, és nem olyan
trivialitds, mint aminek az elsé pillanatban latszik. Ugyanis nem minden
levezetési szabaly jobboldala elott allo iires jelsorozat alkalmas arra, hogy ott,
azon a helyen egy iires jelsorozatot generaljon, hanem csak azok, amelyek az
adott helyen bekapcsolodhatnak a mondat levezetésébe.

Amennyiben az 1j csoportba igy bevezetett 1j elemekben a pont utan
megint csak nemterminalis all, — magyaran a szabaly jobboldaldnak els6
szimboluma nemterminalis, — akkor a fenti szarmaztatast rekurziv modon
mindaddig folytatni kell, amig 10j, eddig nem szerepelt elemeket flizhetiink hozza
a csoporthoz. Ez annak az esetnek felel meg, amikor az alapit6 elemben a pont
utan all6 nemterminalis nem egyetlen 1épésben, hanem egy lépéssorozattal
generalja a kovetkezo termindlis szimbolumot.

Ez az 1j elemek hozzaflizésének masodik lehetdsége.

Vegyiik végiil azt az esetet, amikor a pont utdn mar nem all semmi,
vagyis egy levezetési szabaly jobboldalat teljesen felhasznaltuk.
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Legyen példaul az Gjonnan kapott k csoportbeli elem
{A—>oe,j} (5.5)

Ekkor vissza kell menniink ahhoz a csoporthoz, ahol a szoban forgo
helyettesitési szabaly bekapcsolddott a mondat levezetésébe. Ez nyilvan a j
sorszamu csoport lesz, hiszen az emlitett levezetési szabaly a j sorszamu
szimbolumtdl kezdve generalja a mondat egy fragmensét.

Konnyt belatni, hogy a j sorszamu csoportban kell legyen legalabb egy
olyan elem, amelyik az (5.5.) Osszefiiggésben szerepld helyettesitési szabalyt
inicializalta, vagyis ahol a pont utin az 4 nemterminalis szerepel. Legyen a j
sorszamu csoport egy ilyen elemének alakja:

{ B— BieAP,, i} (5.6.)

Ennek alapjan az 1j, k sorszamu csoportba a kovetkezd elemet kell
felvenniink:

{ B— BiAdep,, i} (5.7.)

A szarmaztatds jogossagat itt is konnyd belatni. Ha ugyanis a f3,
jelsorozat képes a mondat i €s j sorszamu szimbolumai ko6zotti fragmens
generalasara, ugyanakkor az 4 nemterminalisbol levezethet6é a mondat j és k
sorszamu karakterei kozotti részsorozat, akkor a 14 alkalmas az i és k kozotti
teljes jelsorozat generalasara.

Ezzel az 0j elemek létrehozasanak alapjat képezd mindharom szabaly-
rendszert ismertettiik. Igy ha mar van valamennyi csoportunk, a kovetkezo
csoport elemeit mar 1étre tudjuk hozni. Hogyan induljunk azonban el, hogyan
hozzuk létre az els6 csoportot?

Az elsd, sorszam szerint 0 csoport alapitod elemeit azok a levezetési szaba-
lyok alkotjak, amelynek baloldala a mondatszimbdlum, hiszen minden levezetés-
nek ebbdl kell kiindulnia. Igy az 6sszes S — o alakil helyettesitési szabaly a

{S§—>e:5,0} (5.8.)
formaban jelenik meg a legelsd csoport elemei kozott. Az alapitd elemek birtoka-
ban aztan meg kell kezdeni a csoport felépitését az ismertetett modon.

Ezzel az Earley algoritmus valamennyi formalis szabalyat megtargyaltuk.

Meg kell még beszélniink, mikor fogadjunk el egy jelsorozatot.
Természetesen akkor, ha az a mondatszimbolumbol teljes egészében generalhato.
Ezt ugy ismerhetjiik fel, hogy az utolsé csoportban kell legyen egy

{S—>0ce 0} (5.9.)
alaku elem. Minthogy ez az elem az utols6 csoportban van, ennek az elemnek a
szemantikaja a kdvetkez6: az S — o szabaly segitségével a jelsorozat 0 sorszamu

karakterétol kezdédden az utolsé karakterig generalhatd, mas szdval a jelsorozat
a mondatszimb6lumbdl levezethetd, tehat mondat.
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Lassunk erre egy példat. Szandékosan balrekurziv nyelvtant valasz-
tottunk, hogy a modszer erre érzéketlen voltat kihangsulyozzuk. Generalja a
nyelvtan az egyszertsitett hatso lengyel jelolést

E— EE+ | EEx| a

Elemezziik a kdvetkez6 mondatot:

aaata*+

Az attekinthet6ség novelése érdekében az egyes csoportok fejlécén meg-
adtuk a mondat megfeleld szimbolumat. A 0 sorszamu csoporthoz természetesen
az ¢ szimbolum tartozik.

0-¢ 1-a 2-a
~{ E— oEE+,0} ~{E—>ae,0} ~{E—>ae 1}
{E— oFE* 0} ~{ E—> EeF+,0 } {E— EEe+,0}
~{E—>ea0} {E— FEeEx*, 0} {E— EEex 0}
~{E—> eEF+,1} ~{E—> EeF+,1}
~{E—> eFEE* 1} {E— FEeE*, 1}
~{E—>ea,1} {E— eFE+,2}
{E—> eFEE*, 2}
{E—>ea 2}
3-a 4-+ 5-a
~{E—>ae 2} ~{E— EE+e,1} ~{E—>ae 4}
~{ E—> EFe+,1} {E— EEe+,0} {E— FEEet+,1}
{E— EEex 1} {E— EEex 0} ~{ E—> EFex,1}
{E— FeE+,2} {E— FEeE+,1} {E— FEeE+,4}
{E— FeEx* 2} ~{ E— EeFx, 1} {E— FEeE*, 4}
{E—> eEE+,3} {E—> eFE+ 4} {E—> eFE+,5}
{E— eFEE* 3} {E— eFEE* 4} {E— eFEE* 5}
{E—>ea3} ~{E—>ea 4} {E—>ea 5}
6-* 7-+
~{ E— EExe 1} ~{ E—> EE+e,0 }
~{ E— EFe+,0 } {E > FeE+,0}
{ E— EEex 0 } {E— EeE* 0}
{E— EeE+,1} {E—>eFE+,7}
{E— FeEx, 1} {E— oFEx*, 7}
{E— eFE+,6} {E—>ea,7}
{E— eFE* 6}
{E—>eaq 6}

Az adott nyelvtan egyértelm, igy a mondatnak csak egy levezetése van. Az
a tény, hogy az utols6 csoportban van (5.9.) alaka elem arra utal, hogy a vizsgalt
jelsorozat valoban mondat. Ezen a koriilményen természetesen az sem valtoztat,
hogy itt a mondatszimbolum jel6lése nem S, mint a (5.9.) kifejezésben, hanem .
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Néhany megjegyzés, amely megkonnyitheti az algoritmus kezelését és
megértését.

Az els6 és masodik, sorszam szerint a 0 és 1 sorszamu csoportban a pont
mogott csak egyetlen terminalis szimbolum talalhatd, az a termindlis. Ez annyit
jelent, hogy a nyelv valamennyi mondataban, ebben a pozicidban, vagyis az elsd
két helyen csak az a terminalis allhat. Valoban a nyelv ilyen tulajdonsagu.

A 2 sorszdmu csoportban mar mindharom terminalis a +, * és a szerepel
a pont mogott. Ez megegyezésben van azzal, hogy ebben a pozicioban mar
mindharom termindlis el6fordulhat. Persze egy adott mondat esetében mindig
csak egyik valik be, — jelen esetben az a — a masik kett6 elvetél.

Az algoritmus eredménye alapjan a vizsgalt mondat levezetése megszer-
keszthetd. A jelsorozat elfogadéasarol a 7 csoport {E — EE+e, 0} eleme informal.
A kiilonb6zo csoportok elemei koziil azokat kell kivalasztanunk, amelyek a
végeredményként kiadodo emlitett elem 1étrehozasaban szerepet jatszottak. Ezen
elemek altal reprezentalt levezetési szabalyok szolgaltatjak a mondat levezetését.

A megértés megkonnyitésére ezek az elemek bajusszal vannak ellatva.
Az elemzés balelemzés, igy a kapott eredmény a baloldali levezetést
szolgéaltatja
E = EFE+ = aEt = aEE*+ = aEE+E*t+ = aaE+E+*+ = aaa+E* + = aaata*+

A nyelvtan egyértelmtl, és ez abbol is latszik, hogy mindegyik csoportnak
csak egy alapito tagja van. Az egyértelmiiség biztositasara elegendd lenne, ha csak
azoknak a csoportoknak volna unikalis alapitd tagjuk, amelyek ugynevezett lezart
elemmel kezd6dnek. Az ilyen elemeknél a pont az utolsd szimbolum utan helyez-
kedik el. Esetiinkben minden alapité elem ilyen, ami természetes, ha meggondol-
juk, hogy az alapit6 tagok a pontnak egy terminalison vald atugratasaval keletkez-
nek. Itt pedig a levezetési szabalyoknak csak az utols6 szimboluma terminalis,
tehat ha ezt atugrottuk, akkor mar a szabaly végére értiink.

A masik altalanos elemz6 modszer, a Coke-Younger-Kasami eljarés
megkoveteli, hogy a nyelvtan Chomsky normalalakban legyen felirva. Ez
megkdtést jelent a nyelvtannal, de nem a nyelvvel szemben, hiszen minden
kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz rendelheté egy vele egyenértékii Chomsky
normalformaban adott nyelvtan.

A problémat az jelentheti, hogy az elemzés a levezetést természetesen
nem az eredeti nyelvtan szabalyai szerint adja meg, hanem az atalakitott, mar
Chomsky normalalakban megadottnak megfeleléen. Amennyiben minket az
eredeti nyelvtan szolgaltatta levezetés érdekel — és altalaban ez a helyzet — akkor
meg kell vizsgalnunk, hogyan lehet a normalalakban érvényes levezetésbdl az
eredeti nyelvtan levezetését eldallitani.

A Chomsky normalalak eléallitasanal gy jartunk el, hogy az eredeti
nyelvtan helyettesitési szabalyainak alkalmazasat egy sorozat Chomsky szabaly
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végrehajtasaval modelleztiik. A levezetési fa leirasa céljabol most is adjunk a
helyettesitési szabalyoknak sorszamot. Mind az eredeti, mind a Chomsky normal-
forma esetében. Ha most az eredeti nyelvtan szabalyanak sorszamat adjuk az 6t
modellezé6 Chomsky sorozat egyik szabalyanak, a sorozat tobbi szabalyanak pedig
nagyobb, az eredeti nyelvtanban nem szereplo sorszamokat adunk, akkor lehetdség
van arra, hogy a normalforma szabalyaival felirt levezetésbdl megkapjuk az eredeti
nyelvtan levezetését. Ezt ugy érhetjiik el, ha a ,tulzottan” magas sorszamokat
egyszerien kihagyjuk a leirasbol. Ha ezt a balelemzés illetve a jobbelemzés le-
irasanal el tudjuk érni, akkor azt mondjuk, hogy a normalalak, pontosabban a
sorszamozott normalalak balrol illetve jobbrol lefedi az eredeti nyelvtant.

Amennyiben egy eredeti levezetési szabalyt leképezé Chomsky
szabalysorozat els6 tagjanak adjuk az eredeti nyelvtan szoban forgd szabalyanak
sorszamat, akkor balrol, ha az utolsonak, akkor jobbrol fedtiik le a normalalakkal
az eredeti nyelvtant.

Mint emlitettem ez az elemzés alulrdl felfelé halad. Az elemzés soran
kapott eredmények egy alsé haromszogként rajzolt matrix mezdit toltik ki. A me-
zO0kbe a Chomsky normalforma nemterminalis szimbolumai keriilnek.

A matrix tj mezejébe akkor keriil egy nemterminélis, ha a szoban forgo
nemterminalis képes a vizsgalt mondat j szamu konzekutiv karakterének genera-
lasara, mégpedig éppen a k sorszamu szimbolummal kezdve.

A matrix azért haromszog matrix, mert mig egy n szimbdlumot tartalmazo
mondatban éppen n darab egyetlen szimbolumot tartalmazo részsorozat talalhato,
addig a kételemil részsorozatok szdma mar csak n-1, végiil n elem, tehat vala-
mennyi szimbdlumot magéaban foglal6 sorozat mar csak egy akad, maga a mondat.

A matrixot alulrél felfelé¢ haladva kell kitolteni, vagyis a legalsé, tehat a
fenti konvencid értelmében elso sorral kell kezdeniink.

Ide az el6bbiek szerint olyan nemterminalisok keriilnek, amelyek
egyetlen karakterbdl allo jelsorozatokat képesek generalni. Itt tehat a Chomsky
normalalakban engedélyezett két szabaly, A — a és A — BC koziil az elébbi
tipusuakat kell alkalmaznunk. Most €és a késébbiekben elképzelhetd, hogy egy
mezobe egynél tobb nemterminalis kertil, s6t utobb még az is el6fordulhat, hogy
egy nemterminalis tobb okbdl irhatdé be ugyanabba a mezbbe.

A masodik és az azt kdvetd sorok megszerkesztésekor mar a masodik
szabalytipus szerinti levezetési szabalyokat kell figyelembe venni. A masodik sor
kitoltésekor azt vizsgaljuk, hogy van-e olyan levezetési szabaly, amelynek
jobboldala két, az elsé sorban szomszédos szimbdolumbol all. Ha igen, akkor
annak baloldalat kell beirnunk a masodik sor megfeleld mezejébe.

A generalt részsorozat hosszanak ndvekedésével az eljaras mind
bonyolultabba valik. Mig ugyanis egy két szimbolumbol allo részsorozatot csak
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egyféleképpen particionalhatunk, addig egy hosszabb részsorozat mar tobbféle-
képpen oszthato fel.

gy példaul ha a t,; mez6t kivanjuk kitSlteni, ahova definicionk szerint
azok a nemterminalisok keriilnek, amelyek a 3 pozicioval kezdddo, és a 6
pozicioval végzddo sorozat négy szimbolumat generaljak, akkor a ti3-ts,, a ty3-tys
€s a t33-t;s mezdparokat kell megvizsgalnunk, ami megfelel a négy szimbolumbol
allo jelsorozat 1-3, 2-2 illetve 3-1 aranyban torténd felosztasanak.

Példanak valasszunk most egy nem egyértelmii nyelvtant.

E—>E+E1l E—>E*E2 E—>(E)3 E—a4

Minthogy itt csak Chomsky normalformaban megirt nyelvtan hasznalhato,
végezzik el a nyelvtan atirasat. A terminalisokbol kialakitott nemterminalisokat
vesszovel kiilonboztettiik meg, és a sorszamozast ugy allapitottuk meg, hogy a
normalalak balrol fedje le az eredeti nyelvtant.

E—>EA1l E—>EM?2 E—>(CP3 E—>a4
A—>+ES M— +E6 P—>EYT
+—>+8 * > %9 C->(10)y >)11
Legyen a vizsgaland6é mondat, helyesebben mondatjeldlt
ata*xata
Az eddigiek alapjan a haromszogmatrix megszerkeszthetd.
E?
A
E* E*
A M
E E E
A M A
E +’ E *’ E + E |

Az a tény, hogy a legfels6 kockaban szerepel a mondatszimbolum, arra
utal, hogy bel6le kiindulva a teljes jelsorozat levezethetd, vagyis ez esetben a
jelsorozat mondat.

A hatvanykitevoben jeleztiik, hanyféleképpen kaphatjuk meg az adott
nemterminalist az adott mezdében. Igy példaul a teljes mondatot generaldo £
mondatszimb6lum hadromféle modon bonthato fel:

Ei7—> Eidyy | EisMys | Evsdgs

crer

lumok a mondat mely részét generaljak.
Minthogy vannak tovabbi alternativak ez a mondat 6t lényegesen
kiilonb6z6 modon vezethetd le. Adjuk itt meg az egyik ilyen levezetést:
Ei7= Ei3Myy = E\Ay3sMa7 = adrsMy g = at EsMy, =
atEsMy ;= ataM,; = ata*’Es ;= ata*Es; = ata*EsA¢: =
ata*ade; = ata*at+’E; = ata*atE; = ata*ata
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Adjuk meg most ezt a levezetést a szabalyok sorszamaval:
2145846914584

Minthogy minket az eredeti nyelvtan alapjan késziilt levezetés érdekel,
hagyjuk el ebbdl a sorozatbodl a ,.,tulsdgosan” nagy sorszamokat:

2144144

Ez a szamsorozat valdban az eredeti nyelvtan levezetését irja le.

E = ExE = E+E+E = atE*E = ata*E = ata*E+E = ata*a+E = ata*ata

Ezzel azt is bemutattuk, hogyan fedi le a Chomsky normalalak az eredeti
nyelvtant.

Az altalanos elemzok targyaldsa utan attérve a sziikebb értelemben vett,
tehat determinisztikus elemzokre, meg kell allapodnunk néhany terminologiai
kérdésben.

Egy nyelvtant balelemezhetének illetve jobbelemezhetonek mondunk, ha
szerkeszthetd hozza determinisztikus, a baloldali levezetést illetve a jobboldali
redukciot szolgaltatd szintaktikus elemzo.

Vizsgaljuk meg ebbdl a szempontbol az alabbi két nyelvtant, amelyrdl
konnyt belatni, hogy ugyanazt a nyelvet generaljak:

1S — BAb 15— BAb
28— CAc 28— CAc
34— BA 34— A4B
44— a 44— a
5B—>a 5B—>a
6C—a 6C—a

A generalt nyelv: L =a""h U a"7c

Talan emlitenem sem kell, hogy a példa illusztrativ jellegli, hiszen ez a
nyelv regularis nyelvtannal is generalhato.

Vizsgaljuk eldszor az elsd, baloldalon allo nyelvtant. A nyelv egy
mondatanak baloldali levezetése

15@35)"4  illetve 26 (35)"4
aszerint, hogy az utolsé szimbolum b illetve ¢ karakter. Erre az alabbi modon
szerkeszthetd determinisztikus elemzd. A dolognak az a bibéje, hogy a legelsd
alkalmazott szabaly kérdése csak az utols6 karakter beolvasasakor dol el.

A mondat elemzésekor tehat semmilyen részeredmény sem adhaté ki addig,
amig a teljes mondatot el nem olvastuk. Ez nem jelent lekiizdhetetlen akadalyt.
Persze meg kell jegyezniink a beolvasott a szimbolumok szamat, célszeriien ugy,
hogy elraktarozzuk azokat az automata vermében. Az utolsd karakter beolvasasa
utan mar kiadhatjuk a beolvasott karaktertdl fliggden a 15 vagy 26 eredményt, majd a
35 kombinacio kovetkezik, a tarolt a szimbolumok szamanak megfelelden, ezt koveti
véglil a 4 sorszam. Az a koriilmény, hogy a beolvasott a szimbolumok szama
kettével tobb, mint ahany kombinaciot ki kell nyomtatni, nem jelenthet problémat.
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Ismét csak az elsd, baloldali nyelvtannal maradva, a jobboldali elemzés
egészen mas eredményt ad:
55"43"1 illetve 65"43™2
Ujra a beolvasott utolsé szimbolumtdl fiiggden.

Az vilagos, hogy az utols6 karakter beolvasasa eldtt itt sem adhato ki
semmilyen eredmény. A teljes mondat beolvasasa utan természetesen itt is
kinyomtathatjuk az 5§, illetve 6 szabaly sorszamat. Annak sincs akadalya, hogy az
a karakterek szamat valamilyen formaban megjegyezziik. Amikor azonban az 5"
kiadasara keriil sor, akkor ezt az informaciot destruktivan, vagyis az informacio
megsemmisitésével egylitt jaré modon fel kell hasznalnunk.

Ennek kovetkeztében aztin a 3" sorozat kiaddsara nincsen mod, hiszen
hidnyzik a kitevo értékére vonatkoz6 informacio.

A fentiek alapjan az els6, baloldali nyelvtan balelemezhetd, de nem jobb-
elemezhetd.

A maésodik, a jobboldalon 4ll6 nyelvtan esetében a helyzet pont forditott.
Itt a baloldali elemzés lesz problematikus. Ennek eredménye ugyanis:
153"45" illetve 263"45"

Itt nyilvan ugyanazzal a nehézséggel kell, pontosabban kellene megbir-
koéznunk, mint elébb a jobboldali elemzés esetében.

Ugyanakkor a jobboldali elemzés eredménye itt is lehetdséget ad deter-
minisztikus elemz6 készitésére. A szoban forgd szamsorozat ugyanis
54 (54)"1 illetve 64 (53)" 2
A mar alkalmazott receptura szerint persze itt is meg kell varnunk az
utolsé karakter beolvasasat, mikozben memorizaljuk a beolvasott a szimbolumok
szamat. Ezzel a fogassal jobboldali determinisztikus elemz0 szerkesztheto.

Ennek alapjan rogzithetd, hogy a balelemezhetd illetve jobbelemezhetd
nyelvtanok inkommenzurabilisak, 6sszemérhetetlenek, vagyis egyik sem részhal-
maza a masiknak.

Valgjaban az elso nyelvtan balelemzdje, illetve a masodik nyelvtan jobb-
elemzéje egy szerencsés gondolatnak, mondhatni iigyes trilkkknek koszonheti 1étét.

Val6 igaz, hogy az a szimbolumokat a 35 illetve 53 levezetési szabalyok
kombinacidja generalja. Ezt a tényt hasznaljuk fel akkor, amikor a verembdl elo-
szedett informacid alapjan a kell6 szamu 35 illetve 53 kombinaciot kiirjuk. A
turpissdg abban all, hogy amikor a legelsé ilyen kombinaciot kiirjuk, amely
szabalyok sziikségképpen a legelsé szimbolumot generaltak, akkor azt a legutol-
jara beolvasott szimbolumbdl nyert informacié alapjan tessziik.

Egy ilyen megoldast elemzdt egy szerencsés otletet felhasznalva megvald-
sithatunk, de egy algoritmus segitségével, vagyis 1ényegében mechanikus tton
szarmaztatva aligha. Az ilyen elemz0 kialakitasa nem ,,szabalyos”.



5. Szintaktikus elemzok 167

Szabalyosnak mondjuk az olyan elemzoéket, ahol a szabaly sorszamok
kiadasa azon szimbolumok vizsgalatakor torténik meg, amely szabalyok ezeket a
szimbolumokat generaljak. Példankban, mint tisztaztuk nem ez a helyzet. A fenti
két nyelvtanra készithetd balelemzd illetve jobbelemzo ezek szerint nem szabalyos.

Ezt a disztinkcidt azért 1ényeges megtenniink, mert amennyiben csak a
szabalyos elemzoékre szoritkozunk, akkor a balelemezhetd nyelvtanok halmaza a
jobbelemezhetéeknek valodi részhalmaza lesz. Erre az allitdsunkra még
visszatériink.

5.2. A balelemzés, LL(k) nyelvtanok

Baloldali elemzésnél mindig a mondatszimbolumbol indulunk ki, és mindig a
mondatszeri forma legbaloldalibb nemterminalisat bontjuk fel a kovetkezd
lépésben. A mondatszeri forma elején talalhato esetleges terminalis jelsorozat
természetesen meg kell egyezzen az elemzett mondat elsé terminalisaival. Ha
nem igy lenne, akkor mar korabban be kellett volna dobnunk a toriilk6z6t.

Ezt felfoghatjuk ugy is, hogy a mondatot az elemzés soran addig
olvastuk el, ameddig az élen all6 terminalisokat generalni tudtuk. A kdvetkezo
1épésben a legbaloldalibb nemterminalist ugy kell felbontanunk, hogy a mondat
tovabbi terminalisai kiadddjanak.

Altalaban az a helyzet, hogy a felbontandé nemterminalis szimbolum
tobb levezetési szabaly baloldalan allhat, vagyis a felbontasnak tobb alternativaja
van. Ezek koziil kell a megfelel6t kivalasztani, hiszen egyértelmii nyelvrol 1évén
sz0, csak egyetlen felbontas vezethet eredményre.

Ennek érdekében az LL(K) elemzd ugy jar el, mint a fegyelmezetlen
olvaso a krimivel. Ha kivancsi a folytatasra, akkor egy kicsit elorelapoz. Ez itt
ugy torténik, hogy az olvasas helyétél az elemz6 k szimbolumot eldre néz, és
ezekbdl a terminalisokbol igyekszik eldonteni, melyik alternativat kell valasz-
tania, melyik a helyes folytatas.

Az elemz0 elnevezésében elsé L — left — arra utal, hogy az olvasas balrél
jobbra torténik. Ez tehat csak a latin betlis és mondjuk héber betlis irasmod
kozotti kiillonbséget jeldli.

A masodik L — left — az elemzés baloldali voltat jelenti. Végiil a k azt
mondja meg, hany szimbolumot néziink elére, amikor a felbontas alternativai
kozott dontiink.
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A gondolat magvat az 5.1. abra szemlélteti. A mar kiadodott mondatszerii
forma wAP, ahol w a mar megkapott terminalis jelsorozat, 4 a legbaloldalibb nem-
terminalis, mig B a mondatszerii forma tovabbi része. Amennyiben a w sorozatot
kovetd k szamu szimbolumot tartalmazo x jelsorozat elegendd informaciot szol-
galtat arra, hogy a lehetséges alternativak koziil a helyeset kivalasszuk, donteni
tudjunk, akkor az adott nyelvtan LL(Kk) nyelvtan.

S

5.1. dbra

A szabatos leiras lehetové tételére vezessiik be az alabbi formalizmust. Le-
gyen adott egy G grammatika, és legyen adott egy tetszoleges a. jelsorozat. Jeldlje

FIRST (o) (5.10.)

azt a terminalisokbdl allo és legfeljebb k hosszusagu jelsorozatokat tartalmazé vé-
ges nyelvet, amelyet gy kapunk, hogy vessziik az a jelsorozatbol a G grammatika
segitségével nyerhetd Gsszes jelsorozatot, illetve ha azok hosszabbak, mint k, akkor
azok els6 k szimbolumat. Ha specialisan az o terminalis jelsorozat, akkor a
FIRST (o) vagy o, vagy annak elsé k szimboluma. Ha nem okozhat félreértést, a
grammatikara utaldo megkiilonboztetd kitevot elhagyjuk.

Legyen a felbontand6 nemterminalis 4, €s legyen 4 — & illetve 4 — n
két lehetséges felbontds. A nyelvtan akkor LL(k) nyelvtan, ha minden
nemterminalisra és minden alternativaparra igaz a kovetkez6 allitas. Legyen adott
két levezetés:

* *
S = wAda = wEo = wx és
*

S = wAG = wno = wy (5.11)
akkor FIRST,(x) = FIRST,(») (5.12))
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azonossagbol kovetkezik a
g=n
azonossag is. Ez nem maés, mint formalis megfogalmazasa annak, amit az elébb

verbalisan mar elmondtunk, nevezetesen a mondat kovetkezd k szimboluma
egyértelmiien eldonti a helyes lebontast.

Vizsgaljuk meg, mi a feltétele annak, hogy egy nyelvtan LL(K) nyelvtan
legyen.

Valamely nyelvtan egyik 4 nemterminalisanak dsszes lehetséges leveze-

tési szabalya legyen
A— o] ol .. lo,

A nyelvtan csakis akkor lehet LL(K) nyelvtan, ha a FIRST\(o;) véges
nyelvek diszjunktak:

FIRSTk(Gl) M FIRSTk((X,J) =0 i ;ﬁj (513)

Ellenkez6 esetben, vagyis ha a metszet paronként nem {iires el6fordulhat,
hogy az elemzd eldretekintve éppen a metszet halmazaba esd jelsorozatot olvas,
és ennek alapjan nem tud donteni, melyik levezetési szabalyt alkalmazza. Ez
tehat sziikséges feltétel.

Az (5.13.) megkotés nem csak sziikséges, hanem elégséges is abban az
esetben, ha az 4 nemtermindlis utdédai mindenkor legalabb k szimbolumot
generalnak. Lassunk erre egy példat.

Nyelvként valasszuk a prefix lengyel jelolést:
1E— +EE 2 E—>*EE 3FE—>a

Ez LL(1) nyelvtan. Az (5.13.) feltétel teljesiilése k = 1 mellett
nyilvanval6, ugyanakkor az E valamennyi leszdrmazottja general legalabb egy
hosszisagu jelsorozatot.

Az ugynevezett elemzési tablat a nyelvtan alapjan konnyen felirhatjuk. A
vizszintes fejléc az eldretekintés soran kaphato, esetiinkben egy hosszusagu jelso-
rozatokat tlinteti fel. A fiiggdleges fejléc a verem tetejére keriilé szimbolumokat
adja. A tabla mezdi a sziikséges intézkedésekre tartalmaznak utasitasokat.

+ * a €
E +EE, 1 *EE, 2 a3
+ pop
* pop
a pop
acc
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A tablazat rovatainak jelentése a kdvetkezo.

A pop az a mar eddig is alkalmazott miivelet, amikor a verem legfelsd
szimbolumat, az olvasott, és a veremben talalhatoval azonos szimbdélummal
egylitt megsemmisitjiik. Gondolom, magyarazatot nem igényel, mikor keriil sor
erre a milveletre.

A k mértéki eldretekintést mindig ugy kell értelmezni, hogy a még fel
nem dolgozott jelsorozat k hossziisagl prefixumat vesszilk. Rd&videbb
eloretekintd jelsorozatot csak akkor kaphatunk, ha a megmaradt jelsorozat hossza
kisebb, mint k. Az ¢ jelsorozatot, mint egy hosszusagu jelsorozatot tehat csak
akkor lathatjuk eldretekintve, ha a teljes jelsorozatot mar beolvastuk.

Amennyiben a teljes jelsorozatot beolvastuk, és ezzel egyidejiien a verem
is kitiriilt, akkor a jelsorozatot, mint a nyelv mondatat elfogadjuk. Ezt fejezi ki az
alkalmas mezd6ben az acc (accept) rovidités.

Az {iresen maradt mez6k, ha a jelsorozat valoban a nyelv egy mondata,
sohasem fordulhatnak el6. Ha mégis eldadodnanak, ez azt jelenti, hogy az
elemzett jelsorozat nem mondata a nyelvnek, €s igy hibat kell jelezniink.

A tablazatnak az a része, amely azokat az eseteket tiinteti fel, amikor
terminalis van a verem tetején, vagy a verem lres, mindig azonos, és semmiféle a
nyelv vagy nyelvtan specifikumara vonatkozoé informaciét nem tartalmaz. Eppen
ezért a tovabbiakban a tablazatnak ezt a részét elhagyjuk. Természetesen, ha az
elemz6t szamitogépen kivanjuk megvalositani, akkor az ehhez a részhez
kapcsolodo tevékenységek programjat ugyantiigy meg kell irnunk, mint a relevans
informaciot hordozo részét.

Az adott esetben érdemleges informaciot csak a tablazat elsé sora
hordoz. Az egyes mez6k megmondjak, mit kell beirnunk a nemterminalis
helyébe, és milyen levezetési szabaly sorszamat kell kiadnunk, mint eredményt.

Nézziink a tablazat alapjan egy elemzést. A konfiguracié egy harmassal
jellemezhetd, az elemzendd jelsorozat még el nem olvasott részével, a verem
tartalmaval, és a kiadott eredménnyel.

Legyen a vizsgalt mondat: +a*aa

{+a*aa, E, ¢} — { ta*aa, +EE, 1} { a*aa, EE, 1} >
— { a*aa, ak, 13} > { *aa, E, 13} — { *aa, *EE,132} —
— { aa, EE, 132} —{ aa, aFE, 1323 } —>{ a, E, 1323} >
— {a, a 13233} —{ ¢, g, 13233} > acc

Visszatérve az (5.13.) kifejezés sziikséges, de nem elégséges voltara baj
akkor adodhat, ha az 4 nemterminalis utddai nem minden esetben alkotnak kell
hosszusagt, vagyis az eldretekintés k hosszanal nem révidebb jelsorozatot.

Az elemz6 ugyanis nem a FIRSTy (o) jelsorozatokat vizsgalja, hanem az
els6 k szimbolumot. Ha a nemterminalis derivatuma nem tolti ki teljesen a kivant
hosszat, akkor az elemzé a mogotte talalhaté szimbolumokbol hozzamarkol
annyit, hogy kiteljék a teljes méret.
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El6fordulhat, hogy a rovid jelsorozat éppen valamelyik masik csoport
egyik elemének prefixuma, és a hozzamarkolassal torténd kiegészités szeren-
csétlen modon éppen egy masik csoport valamelyik elemét szolgaltatja. Ilyenkor
megint csak nem lehet megkiilonboztetni a két jelsorozatot, és nem lehet donteni
a két lehetséges folytatas kozott.

Ez az eset nem annyira valosziniitlen és hajanal fogva elérancigalt, mint
azt els6 pillanatban hissziik. Mint késobb latni fogjuk, gyakran célszerli a nyelv-
tanokat olymodon 4talakitani, hogy abban e-szabalyok keletkezzenek. Igy
viszonylag gyakran van olyan nyelvtannal dolgunk, amelyben e-szabalyok
vannak, és az epszilon barmely jelsorozat prefixumaként felfoghato.

A probléma szabatos targyalasara vezessiik be a koveto nyelv fogalmat.
Legyen A a nyelvtan egyik nemterminalis szimboluma. Ekkor

FOLLOW®(4) (5.14.)
jelentse azon, legfeljebb k hosszlisagl jelsorozatok halmazat, amelyet az adott
grammatika az 4 nemtermindlis utédait kovetve generalhat. Ezt a nyelvet
nevezziik az A nemterminalis kdvetd nyelvének.

Amennyiben az 4 nemterminalis sziikmarkuan generalja a jelsorozatot,
és nem ad ki kell6 szamti szimboélumot, akkor az elemz6 azt a kovetd nyelvbol
egésziti ki.

Végiil is az elemz6 altal vizsgalt jelsorozatok az alabbi Osszefiiggéssel
irhatoak le:

FIRSTy( FIRSTk(a;) e FOLLOW,(A4)) (5.15))

Itt o; ismét az 4 nemterminalis egyik lehetséges felbontasa, e pedig a
konkatenalas operatora.

Az (5.15.) kifejezés magyarazata a kovetkezd. A kiilsé zaréjelen beliil az
o; jobboldalbdl szarmaztathatd, illetve az 4 nemterminalist kovetd, kiilon-kiilon
legfeljebb k hosszusagu jelsorozatok konkatenaltja all. Ezen konkatenaltnak
vessziik az els6 k szimbolumat.

Amennyiben o; egymagaban generalja a megfelelé szamt szimbdlumot,
akkor a kovetd nyelv jelenléte nincs hatassal az eredményre. Ha viszont az o
altal generalt jelsorozat rovidebb, akkor a hidnyz6 szimbdolumokat a kdvetd nyelv
szolgéltatja.

A fentiekbdl nyilvanvalo, hogy az (5.15.) Osszefiiggés éppen azokat a
jelsorozatokat adja, amelyeket az elemz0 vizsgalat targyava tesz.

Amennyiben az (5.15.) szerinti kifejezések a kiilonbozo alternativakra
diszjunktak, akkor ez elegend6 feltétel arra, hogy ennek alapjan a helyes felbontas
egyértelmiien eldonthetd legyen. A nyelvtan tehat LL(k) nyelvtan, mégpedig
erésen LL(K) nyelvtan. Annak magyarazatara, hogy az (5.15.) feltétel miért nem
szlikséges, és mikor gyengén LL(K) egy nyelvtan, késdbb keritlink sort.

Lassunk most egy olyan példat, ahol az (5.13.) 0Osszefliggéseken
tulmenden az (5.15.) tipusu kifejezéseket is meg kell vizsgalnunk.
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Valasszuk a mar jol ismert, az aritmetikai kifejezéseket generald nyelv-
tant. Sajnos ez a nyelvtan balrekurziv, és igy nem balelemezhetd.

Tegyiink talan egy kis kitérét, hogy a fenti, és tobbszor is hivatkozott
allitasunkat igazoljuk. Az egyszeriiség kedvéért vegyiink egy kozvetlen
balrekurziv nyelvtant. A bizonyitds menetébdl kitlinik, hogy a gondolatmenet
éppigy alkalmazhaté nem kozvetleniil, hanem csak kozonségesen balrekurziv
nyelvtanok esetében is.

Legyen a balrekurzivitas forrdsa az 4 nemterminalis, és vonjuk 6ssze két
helyettesitési szabalyba a lehetséges levezetéseket.

A Ao |

Mint ismeretes, a felbontas eredménye abban a pillanatban, amikor az 4
nemterminalis eltlinik a baloldalrél

Ba
Nyilvanvald, hogy eléretekintve a [ jelsorozatot, illetve az abbol
szarmaztatott terminalisokat fogjuk latni. Ez lesz a helyzet annak ellenére, hogy
az A — P levezetést megeldzte, pontosabban megeldzhette az 4 — Ao
produkcids szabaly tetszdleges szamu alkalmazasa. Az alkalmazasok szamat
pedig semmilyen eléretekintés sem mondhatja meg.
Vegyiik példaul az alabbi, nem tal bonyolult, de balrekurziv nyelvtant:

S—Sale

Ez a nyelv nyilvan az a szimbolumokbdl allo, és tetszéleges hosszusagu
jelsorozatokat tartalmazza. A nyelv egy mondatat tigy generaljuk, hogy elészor az
elsé szabalyt alkalmazzuk annyiszor, ahany karakter van a mondatban. Az igy
kiadod6 mondatszerti formak elsé szimboluma az S nemterminalis, amelyet egy
sereg a karakter kovet. Ezutan kell alkalmazni egy izben a masodik szabalyt,
amivel ,,agyoniitjiik” a nemterminalist. Sajnos a veremben talalhaté szimbolumok
mindaddig nem tavolithatdak el pop miivelettel, ameddig a nemterminalist el nem
tintettiilk. Erre szolgdl a masodik szabaly, amelyet azonban csak akkor
alkalmazhatunk, ha mar pontosan annyi @ szimbolumot generaltunk, amennyi az
elemzend6 mondatban van. Ennek megallapitasara azonban el kell, pontosabban el
kellene latnunk a mondat végéig. Barmekkorara valasztanank is azonban a bete-
kintési mélységet, kapasbol tudnank ennél hosszabb mondatot generalni. igy tehat
a fenti nyelvtan balrekurzivitasa miatt nem balelemezheto.

Térjlink ez utdn a kis kitérd utan vissza eredeti célkitlizésiinkhoz, az
aritmetikai kifejezéseket generald nyelvtan balelemzéséhez. Az eredeti nyelvtan,
mint ismeretes:

ESE+T|T T—T*F |F F>(E) la

A balrekurzivitdas megsziintetésére hasznaljuk a korabban megadottol
kissé eltérd, de attekinthetébb eredményt ad6 alabbi atirast:

A— Ao |B A—pd A—ad le



5. Szintaktikus elemzok 173

Ezzel az atalakitott nyelvtan a kovetkezo alaku lesz:
1E—TE 2E—>+TE 3E—>¢
47— FT 5T—*FT 6T —>¢
7F— (FE) 8F—>a

Az 1j levezetési szabalyokat sorszammal is ellattuk.

Sajnos az atalakitott nyelvtan nem fedi le a kiindulasi nyelvtant, igy az
atalakitott nyelvtan szerinti levezetés alapjan nehezebb eldallitani az eredeti
nyelvtan szerinti levezetést.

Tegylink kisérletet egy LL(1) elemzé készitésére. Minthogy két olyan
nemterminalisunk is van, amely g-szabaly alkalmazasa kapcsan eltinhet, és igy
egyetlen szimbolumot sem general, sziikségilink lesz ennek a két nemterminalis-
nak a kovetd nyelvére.

Az E nemterminalis az 1 produkcis szabaly alkalmazasaval keriilhet be
a mondatszer(i formaba. Minthogy ilyenkor az E nemterminalis helyébe 1ép,
nyilvan ugyanaz kdvetheti, mint ami elédjét az £ nemterminalist kovette.

Az E szimbélum a mondatszimbélum. Igy indulaskor a mondatszerii
forma egyediil ebbdl a szimbolumbdl all. Ilyenkor semmi sem, pontosabban az €
jelsorozat koveti. Az E nemterminalis a 7 szabaly révén kerililhet ismét a
mondatszerti formaba. Ekkor azt végzarodjel kdveti. Ezzel a kovetd nyelv:

FOLLOW,(E) = {&,) }

Kissé bonyolultabb a masik eltiiné nemterminalis, a 7 koveté nyelvének
megéllapitasa. A T a 4 sorszamu szabaly alkalmazasaval lesz eleme a mondatszerti
formanak. Ilyenkor a 7 nemterminalis helyébe 1ép, igy ugyanaz kdvetheti, ami a 7
nemterminalist kdvette. Ez utobbit, akar az 1, akar a 2 sorszamu szabaly kapcsan
tiint fel a mondatszeri formaban, utana az E szimbolum all. Ez a nemterminalis
fogja tehat generalni a T és igy a T kdvetd szimbolumait.

Amennyiben az E felbontasara a 2 szabalyt alkalmazzuk, akkor a helyére
beirt jelsorozat els6 karaktere a + szimbolum lesz. El6fordulhat azonban, hogy a
3 szabaly nyom nélkiil eltiinteti az £ szimbélumot. Mi koveti ilyenkor a T
szimbélumot? Nyilvan az, ami a mogiile eltiintetett £ szimbolum utan allt, vagyis
ami eredetileg az £ szimbolumot kovette. Ennek alapjan a 7 kovetd nyelve:

FOLLOW(T) = { +,¢,)}

Ezzel mar el tudjuk donteni, hogy a széban forgd nyelvtan erdsen balele-
mezheté-e, vagyis diszjunktak-e az (5.15.) szerinti kifejezések. Ezt a vizsgalatot
természetesen csak azokra a szabalyokra kell elvégezni, amelyek alternativat je-
lentenek, amelyek egymas konkurensei. Ilyenek a 2-3, az 5-6 és a 7-8 szabalyparok.

Nos ezekre az (5.15.) szerinti kifejezések, amelyek mint lattuk, az elére-
tekintést szolgaltatjak a kovetkezok lesznek:

2-3 {+} {e)}
5-6 {*} {He)}
-8 {(} {a}
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Mint lathato, az alternativaként szoba johetd parokra nézve a halmazok
mind diszjunktak, igy a nyelvtan er6sen LL(1) nyelvtan.

Szerkessziik meg ezek utan az elemzd tablat, megallapodasunk szerint
elhagyva a fliggdleges fejlécbol a terminalis szimbolumokat.

a ) + * g
E TE1 TE1
E €3 +TE,2 €3
T FT.4 FT.4
T £,6 £,6 *FT,5 £,6
F (E).7 a,8

A tablazat segitségével a nyelv egy mondatanak szintaktikus elemzését
koénnyen elvégezhetjiik. Példaképpen legyen az elemzendd mondat: a+a*a
Az elemzés menete:
{ata*a, E, € } — { ata*a, TE, 1} > { atax*a, FTE, 14 b
— { ata*a, aTE, 148 } > { +aa, TE, 148 } = { +a*a, E, 1486 } —
— { +a*a, +TE, 14862 } — { a*a, TE, 14862 } — { a*a, FTE, 148624 } —
— { a*a, aTE, 1486248 } > { *a, TE, 1486248 } —
— { *a, *FTE, 14862485 } = { a, FTE, 14862485 } —
> { a, aTE, 148624858 } — { ¢, TE, 148624858 }
> { ¢, E, 148628586 | - { ¢, ¢, 1486285863 } - accept
Az a tény, hogy az (5.15.) szerinti halmazok nem diszjunktak nem jelenti
sziikségképpen azt, hogy a nyelvtan nem balelemezhet6. Legcélszeriibb ezt
el6szor egy példan bemutatni, ennek okait majd ezt kovetden vizsgalhatjuk meg.
Az alabbi nyelvtan, mint késébb kitiinik LL(2) nyelvtan.
18— adbaS 2S5 —> bAabS 3S—>c¢
44—>a S54-b 64—>¢

Erzékelhetéen az A nemterminalis felbontasa a kritikus.
Allapitsuk meg az A4 nemterminalis kovetd nyelvét:
FOLLOW,(A) = { ab, ba }
Ezzel a 4, 5 és 6 szabalyhoz tartozo (5.15.) szerinti kifejezések:
4-{aa ab} 5-{ba, bb} 6-{ab, ba}
A halmazok nem diszjunktak, igy amennyiben az eldretekintéssel kapott
jelsorozat ab illetve ba, akkor az els6 esetben a 4 és 6, masodik esetben az 5 és 6
szabaly kozott nem tudunk valasztani.
Segithetiink azonban ezen a probléman, ha a nyelvtanon egy apro,
jelentéktelennek tiind modositast hajtunk végre.
18— ad,baS 2 S —> bA,abS 38§—>¢

44, >a 54, -5 64, —>¢
4A2—)a 6A2—)b 6A2—)8



5. Szintaktikus elemzok 175

Itt tulajdonképpen semmi mast nem tettiink, mint megkiilonboztettiik az
1 és 2 levezetési szabalyban szereplé 4 nemterminalist. Természetesen a helyette
bevezetett két Uj nemterminalis produkciés szabalyaikat az eredeti 4 nemter-
minalistol 6roklik, igy ezeket ugyanazzal a szamozassal lattuk el.

A fenti nyelvtanhoz viszont mar konnyen szerkeszthetiink egy LL(2)
elemzdt. Ime a tablazat:

aa ab ba bb £
S aAbaS, 1 aAdbaS, 1 bA>abS, 2 | bA,abS, 2 g3
A, a, 4 €,6 b, 5
A a, 4 g, 6 b5

Természetesen most két karaktert tekintiink elére, a tablazat vizszintes fej-
léce tehat ennek megfelelden alakul. Jollehet van olyan szituacié, amikor a jelsoro-
zat még el nem olvasott része mar csak egy karaktert tartalmaz, ilyen esetekben
mindig a pop miivelet kovetkezik, vagyis a tennivalokat a tablazatnak azon részei
szabjak meg, amelyeket korabbi megallapodasunknak megfelelden elhagytunk.

Emlékeztetek arra, mi volt az LL(K) tulajdonsag szabatos megfogalmazasa.
Az attekinthet6ség miatt megismételjiikk az (5.11.) és (5.12.) alatti allitasokat.

Egy nyelvtan akkor LL(K) nyelvtan, ha minden nemterminalisanak —
jeldlje itt 4 — barmely szabalyparjara — legyen ez itt A — & és A — n — igaz, hogy
ha adott két levezetés

S = wAa = wEa = wx és

*

S = wAa = wno = wy
azonossagbol kovetkezik az alabbi azonossag is:

FIRSTy (x) = FIRSTy (1)
az alabbi azonossag is: E=n

A kiilonb6z6é jobboldalak altal 1étrehozott termindlis jelsorozatokbdl,
pontosabban azok elsd k szimbolumabdl alkotott halmazok nyilvanvaldan
diszjunktak kell legyenek. Amennyiben 4 utddai, tehat jelen esetben & és n
mindig generalnak kell6 szamu karaktert, akkor ez nem csak sziikséges, hanem
elégséges feltétel is, és az, hogy az 4 szimbdlum mdgott alld o milyen terminalis
jelsorozatot hoz létre érdektelen, hiszen az elemz6 Ggy sem veszi figyelembe.

Amennyiben a produkcids szabalyok jobboldalai nem képesek minden
esetben generalni a sziikséges k karaktert, akkor figyelembe kell venni, milyen
terminalis jelsorozat szarmazhat a mondatszeri formanak az 4 nemterminalist
kovetd részébol. Ennek egyszerli modja, ha szamitasba vessziilk mindazokat a
jelsorozatokat, amelyek az A derivatumai utan allhatnak. Ezt fejeztiik ki a
FOLLOW fiiggvénnyel, és ezt tiikrozi a (5.15.) dsszefliggés.
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Ez a sommas elintézési mod azonban tul nagyvonalt, mert nem veszi
figyelembe azt az informaciot, amelyet a mar elolvasott szovegbdl, jeloléseinkkel
a w jelsorozatbol nyerhetiink. Egy adott levezetésnél ugyanis az 4 nemterminalis
elott allé szoveg egy olyan kontextust jelent, amelyik korlatozhatja az A4
nemterminalis derivatumai utan allé jelsorozatokat. Ha ezt figyelembe vessziik,
pontosabb disztinkciot biztosithatunk.

Sz6 szerint ezt tettiik akkor, amikor finomitottuk az elébbi LL(2) nyelv-
tanunkat. Felismertiikk ugyanis, hogy ha megkiilonboztetjik az 1 és 2 szabaly
generalta 4 nemterminalist, akkor csatat nyerhetiink, hiszen a két uton nyert
kontextus a kettéhasitassal sziiletett két nemterminalishoz két kiilonb6z6 ugyne-
vezett lokalis kovetd nyelvet, két kiilonbozé FOLLOW fliggvényt rendel.

Amennyiben az eredeti nyelvtan valamely nemterminalis szimbolumat
fel tudjuk bontani olymo6don tobb nemterminalisra, hogy a sziiletésiikkor megha-
tarozott kdvetd nyelvek, a lokalis FOLLOW fiiggvények eltéréek legyenek, és
ennek segitségével a

FIRST,(FIRST,(4;)¢FOLLOW(4;)) N FIRST,(FIRST,(4;)eFOLLOW (4;)) = &

kifejezéseket diszjunkttd tudjuk tenni, akkor gyengén LL(k) nyelvtanrol
beszéliink. Itt 4; és 4; az eredeti nyelvtan 4 nemtermindlisanak kiilonboz6 lokalis
FOLLOW fiiggvényekkel biro példanyai.

Megjegyzem, hogy ezeknek az ujonnan sziiletett nemterminalisoknak a
FIRST fiiggvénye természetesen megegyezik a FIRSTy (4) fliggvénnyel, hiszen
az, hogy mi all egy nemterminalis derivatumai utan az fiigghet attol, hogyan
keriilt bele a nemterminalis a mondatszeri formaba, de az, hogy mit vezetiink le
beldle az nyilvan ettdl fiiggetlen.

Annak érdekében, hogy gyenge LL(K) nyelvtanokra, tehat olyanokra,
ahol a lokalis FOLLOW fiiggvény szerinti disztinkcié sziikséges, készithessiink
elemzdt, célszerti, ha ezt a kiilonbségtételt mar az indulaskor megtessziik. Ez
annyit jelent, hogy egy nemterminalis két vagy tobb el6fordulasat megkiilon-
boztetjiik, a tdblazatot finomitjuk, ha a kontextus alapjan kiilonb6z6 koveto nyelv
tartozik hozzajuk. igy az elemzé tabla rovatai a nemterminalisoknak a hozzajuk
tartozo lokalis kovetd nyelvvel egyiitt felelnek meg.

Persze ez a disztinkcié bonyolultabba teszi az elemz6 tabla elkészitését.
A nagy elemz0 tabla minden rovatat egy kisebb tablacska alapjan szerkesztjiik
meg. Ennek a tablacskanak harom oszlopa lesz. Megadjuk az adott szituacioban
az eloretekintéssel kaphatd jelsorozatokat, feljegyezziikk az egyes esetekben
sziikséges intézkedéseket, végiil, ha a verembe j nemterminalist irunk be, akkor
megadjuk annak koveto nyelvét.
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Az eredetileg azonos, de kiilonb6zo lokalis kdvetd nyelviik miatt
megkiilonbdztetett nemterminalisokat indexszel sorszamozzuk. Amennyiben egy
nemterminalishoz olyan kovetd nyelv kombinacio adodik, amely eddig még nem
fordult eld, akkor az indexet eggyel ndvelve, erre is elkészitjiik ezt a tablacskat.

Indulaskor a legels6 mondatszer(i formara kell gondolnunk. Ez egyediil a
mondatszimbolum, amelyet semmi sem kdvet, Ennek kovetkeztében az elsd
nemterminalis — lokalis kovetd nyelv parositdsunk a mondatszimbolum, és
egyediil az iires jelsorozatot tartalmazd kovetd nyelv lesz. Ezt elemezve talaljuk
meg a nyelvtan tobbi nemterminalis — lokalis kovetd nyelv parjait.

Végezziik el ezt a parositdst a mar ismert, az aritmetikai kifejezéseket
general6 nyelvtanra.

Emlékeztet6iil alljon itt a nyelv mddositott nyelvtana:

1E—>TE 2F >+TE  3E—>c¢ 4T—>FT
5T>*FT 6T—c¢ 7F — (E) 8F >a

A tablacskak strukturaja olyan, hogy a harmadik oszlopban egymas utan
sorban szerepelnek a masodik oszlop nemterminalisainak kovetd nyelvei. Adott
esetben, minthogy LL(1) elemzbt készitiink, ezen kovetd nyelvek mondatai
legfeljebb egy karakterbdl allanak.

A tablacskak kitoltése megér néhany sz6 magyarazatot.

A kiindulas, mint azt megbeszéltilk, a mondatszimbdlum és az {e}
kovetd nyelv. Szamitva arra, hogy a mondatszimbolum mas kdvetd nyelvvel is
el6fordul majd, eldrelatoan 1 indexszel lattuk el ezt a valtozatot.

Az elsé tablacska szerint, miutan E keriil az E, nemterminalis helyére,
Mindkettének azonos lesz a kdovetd nyelve. Itt is 1 indexet adtunk ennek a
valtozatnak.

A T nemterminélis koveté nyelvét az utana all6 E, nemterminalis
generalja. Amennyiben valoban general valamit, akkor annak elsé karaktere a +
szimbélum lesz. El6fordulhat azonban, hogy az E; szimbélum a 3 szabaly szerint
eltlinik. Ilyenkor az valik lathatova, ami eredetileg mogotte allt, adott esetben az
g lires jelsorozat. Igy a 7| nemterminalis kovetd nyelve { +, & } lesz.

Hasonlé gondolatmenettel adodik ki a tobbi tablacskaban is a lokalis
kovetd nyelv. Ha valamelyik nemterminalishoz eddig nem szerepelt kdvetd nyelv
keriil, akkor azt 0j indexszel mint 6nall6 nemterminalist tiintetjiik fel a nagy
tablazatban. A lokalis kovetd nyelvek figyelembe vétele, a nemterminalis
szimbolumok finomitasa ebben a példaban pontosan kétszeresére novelte az
elemz0 tabla méretét.
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E; e} E, D}
( TE 1 (+e},{e} ( TyEx1 {+)5,0}
a T\E)1 (+,e},{e} a Tk 1 )}, 0}
E, {e} E, D}
+ | +1EL2 {+e},{e} + [ AnE2 | )LD}
€ g3 ) €3
T {+.e} T, {+)}
F1T1,4 {*,+,8},{+, 8} ( F2T2»4 {*,+a)}’{+’)}
a FiT,4 (*4e),{+e) a Fh4 | {(51)hL{+)}
T {+e} T, {+)}
* *F,71,5 {*+.},{+,e} * 1,5 | {5 )00}
+ £,6 + £,6
€ 8,6 8a6
F st F {*, )}
(E),7 D} ( (E),7 D}
a a,8 a a,8

Ennek alapjan az elemz6 tabla elkészitheto:

( a ) + * €
E, T\E,1 T\E,1
E2 TzEz, 1 TZEZ: 1
E +T,E,2 €3
E> €3 +ToE,2

T F\T.4 F\T.4

T2 Fsz,"‘ FZTL"‘

T, €,6 * 11,5 €,6
T, £,6 £,6 *F,15,5
F (Er),7 a8

F2 (EZ)’7 a, 8
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Lathato, hogy az F nemterminalis kivételével minden esetben van vala-
melyes kiilonbség az 1 és 2 indexszel jellt nemterminalisok sorai k6zott. Ennek
ellenére a két sor kozott nincsen konfrontacio, vagyis nem tartalmaznak
ellentétes utasitast. Ez arra utal, hogy az azonos nemterminalisbol szarmaztatott
1) nemtermindlisok sorait dssze is lehetne vonni, vagyis a nyelvtan erds LL(K)
nyelvtan.

Ez természetes, hiszen mint kideriilt, a nyelvtan erds LL(1) nyelvtan, és
igy nincs sziikség a nemterminalisok lokalis kovetd nyelv szerinti finomitasara.

Emlékeztetek arra, hogy a gyengén balelemezhetd nyelvtanok esetében a
kétféle kontextusban mas és mas tennivalo all, a két sor kozott konfrontacid van.
Eppen ezért az ilyen nyelvtanok esetében a nemterminalisok lokalis kovetd nyelv
alapjan torténo szétvalasztasa 1étkérdés. Ez a finomitas teszi ugyanis lehetévé az
ellentmondasmentes elemz0 elkészitését.

Felmeriil a kérdés, van-e értelme az erésen balelemezhetd nyelvtanok
esetében ennek a finomitasnak. Erre a kérdésre egy olyan jelsorozat elemzése ad
valaszt, amely nem a nyelv mondata. Ugyanis ha Osszevetjiik a szétbontott
nemterminalisokhoz tartozé sorokat, akkor konfrontaciét ugyan nem talalunk,
olyan helyzet azonban adodik, amikor az egyik sor hatarozott utasitast ad, a
masik sorban viszont a mezében nem all semmi, ami konvencionk szerint hibara
utal. Ezért lesz tanulsagos egy hibas jelsorozat vizsgalata.

Legyen ez a jelsorozat: a+a)*a

Lassuk az elemzés menetét.

{ ata)*a, E,, €} — { ata)*a, T\E\, 1 } = { ata)*a, F,T\E}, 14 }

— { ata)*a, aT\E,, 148 } > { +a)*a, T\E,, 148 s

- { +a)*a, E,, 1486 } > { +a)*a, +T\E,, 14862 } —

> { a)xa, T\E\, 14862 } > { a)*a, F\T\E), 148624 } >

- { a)*a, al\E,, 1486248 } — { )*a, T\E,, 1486248 }

Az elemzés eddig ugyanugy halad akar az eredeti, akar a finomitott
elemz0 tablat hasznaljuk. Most azonban, amikor a hibat okoz6 szimbdolum keriil
sorra, a két elemz0 magatartasa eltér.

A finomabb felosztasu elemzo hibat jelez, hiszen a 7, nemterminalis
szimbolum esetében az eléretekintés nem eredményezhet ) szimbolumot. Az ere-
deti elemz6 el6bb alkalmazza a 3 majd a 6 szabalyt, és csak azutan jelez hibat. Ez
magatol értet6do, hiszen csak a finomabb felosztasu elemzd tesz kiilonbséget a
zardjelen kiviili és zarojelen beliili nemterminalisok kdzott.

Két szintaktikus elemz6t erdsen ekvivalensnek mondunk, ha barmely
jelsorozatnal az esetleges hibat ugyanannal az elemzési 1€pésnél fedezik fel.

Két szintaktikus elemzé gyengén ekvivalens, ha a jelsorozatnak

ugyanannal a szimbolumanal allanak meg, de ebben a helyzetben kiilonbz6
szamu elemzési 1épést tesznek meg.
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Két szintaktikus elemz6 nem ekvivalens, ha van olyan — sziikségképpen
hibas — jelsorozat, ahol a két elemz6 a hibat mas-mas karakternél detektalja.

A mi két példankban szereplo két elemz6 gyengén ekvivalens.

Természetesen a lokalis kovetd nyelv figyelembe vételével készitett
elemz6 nagyobb terjedelmi, és kezelése is nehézkesebb. Gondoljuk meg
azonban, hogy a forditoprogram futasa soran hany izben eredményez hibajelzést
¢s hanyszor ad hibatlan kodot.

Talan els6 hallasra kissé bizarr, de alapvetden sokatmondé az az allitas,
hogy a forditoprogram elsédleges funkcidja a hibajelzés, és a forditas csak mint
mellékhatas jelentkezik. Ennek fényében pedig a jo hibadetektalasi képesség
megkiilonbdztetett fontossagu.

Nyilvanvalo, hogy az 6sszes rendelkezésre allo informaciot feldolgozo,
tehat a lokalis kovetd nyelveket is tekintetbe vevo elemz0 adja balelemzés esetén
a legpontosabb hibajelzést.

Hogyan lehet egy nyelvtanrol kideriteni, hogy balelemezhetd. Sajnos
sehogyan. Csupan azt lehet megallapitani, hogy egy nyelvtan egy adott rogzitett
k esetében LL(k) nyelvtan-e.

Ennek az a mddja, hogy elkezdjiik az ismertetett tablacskak elkészitését.
Amennyiben nem tapasztalunk konfliktus helyzetet, akkor ellentmondasmentes
elemz0 tabla szerkeszthetd, a nyelvtan LL(k) nyelvtan.

Felmeriil a kérdés, hogy a balelemezhetdség nyelvhez, vagy nyelvtanhoz
kothet6 tulajdonsag.

A targyalas soran talalkoztunk olyan nyelvvel, amelynek egyik nyelvtana
nem volt balelemezhetd, de taladltunk ugyanakkor egy masik balelemezhetd
nyelvtant. Ebben az esetben a balelemezhetéség nyilvan nyelvtanhoz kotott
tulajdonsag. Ez altalaban is igaz, ezért rendszerint balelemezhetd nyelvtanrol és
nem balelemezhetd nyelvrdl beszéliink.

Vannak azonban nem balelemezheté nyelvek is. Az ilyen nyelveknek
nincsen balelemezhetd nyelvtanuk.

Balelemzés esetén nagyon kedvezd, ha az eloretekintés hossza, a k minél
kisebb. Vannak modszerek a nyelvtanok olyan atalakitasara, amellyel az
eléretekintés hosszat csokkenteni lehet. Illyen modszer az igynevezett faktorizalas.

Ez az eljaras akkor alkalmazhato, ha valamelyik nemterminalis két vagy
tobb levezetési szabalyanak jobboldala azonosan kezdddik. Legyen példaul az 4
nemterminalis két levezetési szabalya:

A — af A — an

Ilyenkor a két szabaly kozott csak olyan eléretekintéssel tehetiink kiilonb-
séget, amely talmutat az o prefixum derivatuman. Amennyiben ,,kiemeljiik” az o
prefixumot a két levezetési szabalybol, akkor sokkal kedvezébb nyelvtant kapunk:

A— oB B—E |n
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Ennél a megoldasnal nem kell még az o feldolgozasa elétt a & illetve n
folytatas fel6l donteniink, hanem erre raériink akkor, amikor az mar elkeriilhetet-
len, az o felszamolasa utan.

Kérdés mikor lehet a nyelvtant ugy atalakitani, hogy faktorizalassal az
eléretekintés mértéke k csokkenjen? Minden kdrnyezetfiiggetlen nyelvtannak
megszerkeszthetd a Greibach normalalakja. Mostani szandékaink szerint fontos
tudnunk, hogy ha az eredeti nyelvtan LL(k) nyelvtan volt, akkor a miivelet
végrehajthatd olymodon, hogy annak sordn k értéke ne ndvekedjék. Ennek
ellenkezbéje persze el6fordulhat, hiszen példaul egy nem balelemezhetd
balrekurziv nyelvtan Greibach normalalakja rogton LL(k) elemezhetévé valik.

Ha megkaptuk a Greibach normalalakot, akkor vizsgaljuk meg, hogy az
egyes nemterminalisokhoz tartozd produkcios szabalyok milyen terminalis
szimbolummal kezdddnek. Ha ezek a terminalis szimbolumok valamennyi
nemterminalis esetében mind kiillonbozéek, akkor nyilvan LL(1) nyelvtannal van
dolgunk, és igy az eléretekintés hosszaban elértiik az optimumot.

Amennyiben van olyan nemterminalis, ahol két levezetési szabaly
ugyanazzal a terminalissal kezdddik, akkor faktorizalassal segithetiink a dolgon.
Ha most az 0j, most mar a Greibach alaktol kissé eltéré nyelvtant Ujra Greibach
normalalakra hozzuk, ezt a jatékot folytatva tovabb csokkenhetjiik az
eloretekintés hosszat, a k paramétert. Ebben a folyamatban nincsen megallas,
mindig szerkeszthetiink LZL(1) nyelvtant? Nem, mint aldbb kideriil, van megallas.

Ugyanis, ha az atalakitdsok soran e-szabaly keriil a nyelvtanba, akkor
nem minden esetben folytathaté ez az eljaras, a k paraméter csokkentését nem
tudjuk tovabbfolytatni.

Ehhez a gondolathoz kapcsolddik a kovetkezd kérdés. Azt mar tudjuk,
hogy vannak LL(K) nyelvtanok. Vannak-e LL(k) nyelvek? Vannak.

Egy nyelvet akkor neveziink LL(k) nyelvnek, ha a nyelvnek van LL(Kk)
elemezhet6 nyelvtana, de nincsen k-1 eldretekintéssel elemezheté grammatikaja.

Vizsgaljuk a kdvetkezd nyelvet:

d'(bubc)
Ennek egy lehetséges grammatikédja:
14->adB 24— aB 3B—b 4B bc

Ha ennek a nyelvnek a mondatait elemezziik, akkor nincsen semmi gon-
dunk, amig az a karakterek vannak soron. A b karakterek esetében mar
problémas a helyzet. Annak érdekében, hogy a 3 és 4 szabaly kozott donteni
tudjunk, meg kell tekinteniink a vizsgalat helyétdl szamitott k+1 sorszamu
karaktert. Amennyiben az b, akkor a 3, ha viszont ¢, a 4 szabalyt kell
valasztanunk. Ez k+1 hosszusagi eléretekintést jelent.
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Minthogy azonban a nyelvtanban nincsen g-szabaly, bizonyosak lehetiink
abban, hogy az eldretekintés mértéke csokkenthetd. Valdban itt alkalmazhatd a
faktorizalas, és ennek eredményeképpen megkapjuk az LL(k) nyelvtant:

14—>adB 24— aB 3B—bC 4C—> b 5C—oc¢

Ezzel nem csak azt demonstraltuk, hogy a nyelvek a balelemezhetdség
szerint az eldretekintési hossz nagysaga szerint egy végtelen egyre szikiilo
halmazsorozatot alkotnak, hanem arra is lattunk példat, hogyan lehet mindaddig
faktorizalni, ameddig egy e-szabaly ezt meg nem akadalyozza.

Még egy megjegyzés. Amikor a FIRST fiiggvények diszjunkt voltat mint
sziikséges, de nem elégséges feltétel emlitettiik, akkor kicsit erdltetettnek tlint az
a félelem, hogy egy nem kell6en hosszi FIRST mondat éppen tgy folytatodik,
hogy egy masik FIRST fiiggvény elemét szolgaltatja. Ott emlitettiik, hogy ha van
e-szabaly, akkor ez nem is annyira valosziniitlen. Most viszont latjuk, hogy a k
eloretekintés csokkentése érdekében gyakran célszer(i az e-szabalyok bevezetése,
ez a probléma tehat igenis gyakorlati szempontbol is fontos.

5.3. A jobbelemzés, LR(k) nyelvek
Idézziik fel par szoval az alulrél felfelé torténd, vagy masképp jobbelemzést.

A mondatjelolt szimbolumait olvasva azokat rendre a veremben
helyezziik el. Kozben minden alkalommal megvizsgaljuk, nem alakult-e ki a
veremben egy olyan fragmens, amely egy levezetési szabaly jobboldala, és igy
egy potencialis nyél. Amennyiben ez a fragmens valoban nyélnek bizonyul,
akkor letorjiik, vagyis helyébe a szabaly baloldalan 4ll6 nemterminalist irjuk.

Az alulrol felfelé torténd elemzésnek tulajdonképpen ez az egész tudo-
manya. A kovetkezd szimbdélumot atcsusztatjuk a verembe, megvizsgaljuk
keletkezett-e nyél, ha igen, letdrjiik, redukaljuk, ha nem, akkor attériink a
kovetkezd szimbolumra. Az algoritmus angol elnevezése shift-reduce elég
vilagosan és tomoren fejezi ki ezt a stratégiat.

Az egész algoritmus kritikus pontja a nyél létének megallapitasa. A
korabbi példakbol ugyanis mar tudjuk, hogy egy jobboldallal valé azonossag
még nem jelenti feltétleniil azt, hogy nyél az illetd.

Ezen kiviil, ha tobb levezetési szabalynak azonos a jobboldala, vagy
jobboldaluk azonosan végzddik, akkor azt is el kell donteniink, melyik szabaly
szerint végezziik el a letorést.

Ezen kérdések eldontésében segit, ha kissé elére lapozunk, elbre-
tekintilink, és ezt az informaciot is felhasznaljuk. Az LR(k) nyelvtanok esetében k
szimbolummal el6retekintve dontiink a nyéljeldlt igyében. A gondolatot az 5.2.
abra szemlélteti
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2. dbra
Az abran a wx mondat jobbodali levezetésének egy allapota van feltiintetve.

S:;yszbyax:;mm

Mint ismeretes, a jobboldali elemzés forditott iranyban halad végig a
jobboldali levezetésen. Adott esetben azt, hogy az 4 — a levezetési szabaly
jobboldalaval azonos o fragmenst nyélnek tekintsiik-e vagy sem, és azt az A4
nemterminalissa torjiik-e le, a FIRSTy (x) alapjan dontjiik el.

Egy nyelvtan akkor LR(k) nyelvtan, ha a vélelmezett nyél utan allo k
terminalis szimbolum alapjan egyértelmiien eldonthetd, hogy valédi nyélrdl van-
e sz0, és ha igen, melyik szabalyt alkalmazva kell azt letorni.

Az elnevezésben az elsd betli L most is a left roviditése, hiszen ebben az
esetben is balrél jobbra olvasva elemziink. Az R — right természetesen a jobb-
elemzésre utal.

Legyen egy nyelvtan két levezetési szabalya

A—>a és B>

legyen tovabba két lehetséges jobboldali levezetés,
S = y4x = yox

S = 3By = oy (5.19.)
melyekben az utolso 1épést megeldzden azonos helyettesitéseket tettiink, tehat

o = 8
akkor LR(k) nyelvtan esetében a
FIRSTy (x) = FIRSTy ()
azonossagbol kovetkeznek az
o=p, =0 ¢ésaz A=B (5.20.)
azonossagok is.
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A vazlatos abrabol még az is kitlinik, hogy a jobboldali levezetés
mondatszeri formai a verem tartalmabol és a jelsorozat még el nem olvasott
rész€bdl rakhatoak Ossze. A verem tartalma tehat ezen mondatszerii formak
prefixuma. Ebben a prefixumban valédi nyél csakis a jobboldali szélen lehet. Az
elemzés soran ugyanis nem megyiink el szotlanul a valddi nyelek mellett, hanem
azonnal letorjiik azokat.

Ez persze nem jelenti azt, hogy a prefixum belsejében ne lehetne olyan
fragmens, amely megegyezik egy jobboldallal. Err6l a fragmensrél azonban
annak idején az eldretekintés figyelembe vételével lefolytatott részletes
vizsgalatnak ki kellett mutatnia, hogy az nem valodi nyél.

Az elemzés mindaddig sikerrel kecsegtet, amig szerkeszthetd a
prefixumhoz egy olyan folytatas, amely azt egy jobboldali levezetés mondatszerti
formajava egésziti ki. Az ilyen prefixumokat életképes prefixumoknak nevezziik.

Az elemzés soran egy adott szituacidban a kovetendo eljaras a prefixum-
tol és az eldretekintéssel nyert jelsorozattdl fiigg. Ennek megfeleléen az elemz6
tabla vizszintes fejlécében — éppugy, mint a balelemz6 tablaban — az eldretekin-
téssel kapott jelsorozatok allanak. Az egyes rovatok, vagyis a fiiggéleges fejléc
bejegyzései az életképes prefixumoknak felelnek meg.

Az ovatos fogalmazas mindenképpen helyénvald, mert vannak olyan
nyelvtanok, ahol az életképes prefixumok szama nem korlatos. Ilyen példaul az

S—aS |a

nyelvtan, ahol az .
aaa. . .a és az aaa. .. aS

alaku jelsorozatok mind életképes prefixumok.

Persze ,szerencsére” lehetnek olyan kiilonbdz6 prefixumok, amelyek
esetében az elemzés soran kovetendo eljaras azonos. Tekintsiik ezeket az életképes
prefixumokat ekvivalenseknek. Konnyti belatni, hogy ez a relacio valoban ekviva-
lencia relacid. Ennek megfeleloen az életképes prefixumokat ekvivalenciaoszta-
lyokba sorolhatjuk, és ekvivalenciaosztalyonként csak egy rovatot alkalmazunk.

Kés6bb latni fogjuk, hogy az ekvivalenciaosztalyok szama mindig véges,
igy elemz6 tablanknak is mindig véges rovata lesz.

Minden életképes prefixumhoz — pontosabban ekvivalenciaosztalyhoz —
elemeket fogunk rendelni. Ezek az elemek mind szintakszisukat, mind szemanti-
kajukat tekintve emlékeztetnek az FEarley algoritmusnal alkalmazott elemekre,
jollehet az ottani meg az itteni elemek nem azonosak.

Valamely életképes prefixumhoz, illetve ekvivalenciaosztalyhoz tartozo
elem alakja:

{4—oe0, L} (5.21.)

ahol az 4 — a0, a nyelvtan egy produkcios szabalya, L pedig egy legfeljebb k
hosszisagu jelsorozatokbol alld véges nyelv.
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Az elem értelmezése, szemantikaja a kovetkezo.

Az adott prefixum néhany utolso, kozelebbrol meg nem hatarozott szammi
szimboluma az a, jelsorozatbol generalodik, €s a mondatban az 4 — o0, szabaly
altal generalt fragmenst kdveto elso k terminalis az L nyelv valamelyik szava.

Tételezziik most fel, hogy egy adott életképes prefixumhoz valamilyen
modon sikeriilt megszerkeszteniink az 6sszes hozzatartozo6 elemet.

Két kérdést kell megvizsgalnunk. Miképpen allapithatjuk, meg milyen
¢letképes prefixumokat kell még figyelembe venniink, és hogyan kovetkeztet-
hetiink az elemekbdl az elemzés soran kdvetendod 1épésekre.

Ami az els6 kérdést illeti, a prefixum csakis olyan szimbolummal folyta-
todhat, lett légyen az terminalis vagy nemterminalis, amely a prefixumhoz
tartoz6 elemekben kozvetleniil a pont utan all. Ez megadja, milyen 01j prefixumot
kell szamitasba venniink.

Az 1 prefixumokhoz rendelt csoportoknak éppen ezek az elemek
lesznek alapitd tagjai, természetesen azzal az eltéréssel, hogy itt a pont eggyel
tovabb keriil, vagyis atugorja a pontot kovetdé szimbolumot. Ez a 1épés 6nmagaért
beszél, és killon magyarazatot nem igényel.

Amennyiben az igy szarmaztatott elemekben a pont utdn nemterminalis
all, — és ebben a kovetendo eljaras megegyezik az Earley algoritmusban kovetettel,
— akkor ezen nemtermindlisok valamennyi levezetési szabalyabol 4j elemet kell
képezniink, a pontot a jobboldal elé helyezve, és megallapitva a kdveto nyelvet.

Egy prefixumot kovetden azokat a terminalisokat csusztathatjuk —
szamitastechnikai argoban siftelhetjiik, — amely a prefixumhoz tartozé csoport
elemeiben a pont utan all. Ez annyit jelent, hogy csak akkor cstsztathatunk, ha az
ily médon kialakulé prefixum tovabbra is életképes marad.

Amennyiben a pontot sikeriilt attuszkolnunk a teljes jobboldalon, és igy
az most mar a levezetési szabaly utan all, akkor ez annyit jelent, hogy a prefixum
nyélben végzddik, ami letorhetd, feltéve, hogy az eléretekintéssel nyert jelsorozat
eleme a L kovetd nyelvnek.

Ennek alapjan a leirt médon haladhatunk prefixumrol prefixumra. Az
eljaras garantalja, hogy a prefixumok mindig életképesek lesznek. Amennyiben
két kiilonbozo prefixum csoportja megegyezik, akkor ez annak a jele, hogy a két
prefixum azonos ekvivalenciaosztalyba tartozik, és nem kell az elemz0 tablaban
Uj rovatot nyitnunk.

A csoport elemei azt is megmondjak, milyen terminalisokat van jogunk a
verembe atcsusztatni, és mikor és milyen szabaly alapjan lehet az adott nyelet letdrni.

A gondot itt is az indulas jelenti. Szerencsére van egy olyan prefixum, az
iires jelsorozat, €, amely minden nyelvtan minden mondatszeri formajanak pre-
fixumaként felfoghatd. Nos, mindenkor ezzel az életképes prefixummal kezdjiik
a vizsgalatot.
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Gondot jelenthet még az elfogadas, az akceptalds felismerése. Ennek
érdekében vezessiink be egy 0j mondatszimbdlumot, és egy 0j 0 sorszamu
produkcids szabalyt:

0 S—>S (5.22))

ahol S az eredeti, mig S az Gj mondatszimbolum. Ezzel természetesen a generalt
nyelv nem valtozik, pusztan annyi térténik, hogy minden levezetés a fenti (5.22.)
szaballyal kezdodik, de egyébként valtozatlan.

Minthogy ez a szabaly all minden levezetés elején, ha a jobboldali
felvezetés soran eljutunk ehhez a szabalyhoz és letdrjiik, akkor ez annyit jelent,
hogy a jelsorozatot el kell fogadnunk. Ezen szabaly szerinti letorés lesz tehat az
akceptalas jele.

Most akar el is kezdhetjiik a kiilonbozo életképes prefixumhoz tartozo
csoportok kialakitasat. Az elsd, vagyis a 0 sorszamhoz tartozo, csoport elso,
alapité eleme az j mondatszimbolum egyetlen produkcios szabalya lesz, végiil
az L kdvetd nyelv nyilvan szintén az iires jelsorozat, €, hiszen indulaskor semmi
sem all a mondatszimbo6lum utan.

A vilag kezdete tehat minden nyelvtannal:
{S—>eS ¢} (5.23))
A jelolés egyszerisitése érdekében engedjiik meg azt a lazasagot, hogy a
kovetd nyelvet ne tegyiik az ismert ,,halmazzarojelek” koz¢€, és a nyelv mondatait
a vagy jelentésii | jellel valasszuk el.

Ugy hiszem, most mar kelld ismerettel rendelkeziink ahhoz, hogy egy
LR(k) elemz6 tablat megszerkessziink. Probalkozzunk LR(1) elemzdvel, és valas-
szuk most a posztfix lengyel jelolést generald nyelvtant. Ez azt is demonstralja,
hogy balrekurziv nyelvtanok is jobbelemezhetdek.

E — EE+ | EEx |a

Az életképes prefixumokat az irodalomban — ki tudja miért — a T betiivel,

¢s megkiilonboztetd indexszel jelolik. Ezek szerint elsé prefixumunk
e=>T, 0

A tobbi prefixum, pontosabban prefixum osztaly esetében azt a jeldlést
alkalmazzuk, hogy a szarmaztat6 prefixumhoz hozzafiizziik az 0j szimbdélumot.

A T, prefixumhoz tartoz6 csoport alapitéd eleme:

{E—>eE ¢}

Minthogy az E nemterminalis el6tt pont all, ehhez hozza kell fiizniink az

alabbi elemeket:
{E—> eFEE+ ¢} {E— oEE* ¢} {E—>ea, ¢}

Minthogy ezek az elemek az els6 alapitdé elem utolsé szimboluma, az £

nemterminalis helyére keriilnek, igy kdvetd nyelveik megegyeznek.
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Ezekben az 1ij elemekben azonban az £ nemtermindlis eldtt ismét pontot
talalunk, igy tovabbi elemeket flizhetiink hozza a csoporthoz. Persze ezekben az 1)
elemekben is ugyanazok a levezetési szabalyok szerepelnek majd, mas lesz azon-
ban a kdvetd nyelv. Itt ugyanis a felbontandé nemterminalis, vagyis az elsé E utan
egy masodik £ all, amely végs6 soron az a terminalis szimbolumot generalja.

{E—>eEE+,a} {E—> eEE* a} {E—>ea,a}

Ezekben az elemekben megint talalhatunk a pont utan nemterminalist. Ter-
mészetesen rekurzivan ismét 0j elemeket vezethetiink, illetve csak vezethetnénk be,
hiszen kidertil, hogy a bevezetendd elemek mar benne vannak a csoportban.

Tovabb egyszerlsithetjiilk a jelolést, ha azokat az elemeket, amelyek
ugyanabbol a levezetési szabalybol szarmaznak, és raadasul a pont helyzete is
azonos, Osszevonjuk. Az 6sszevont elemben természetesen a kovetd nyelv a két
nyelv unidja lesz.

Ennek szellemében megszerkeszthetjiik a prefixum osztalyokhoz tartozo
csoportokat, és ennek alapjan az elemzé tablat.

e =T,
{E—>eE ¢}
{E—>0EE+,a|a}
{E—> eEE*,¢|a}
{E—)Oa,8|a}

Tia=T,
{E—>a0,8|a}

T:E = Ts
{E — EEe+,+|*|a}
{ E— EEex +|x|a}
{ E— EoE+, +|*|a}
{E—> EeE*,+|*|a}
{E—>0EE+,+|*|a}
{E— e EEx +|*|a}

TWE=T,
{E—>FEe ¢}
{E—>EOE+,8|a}
{E —> EeEx,¢|a}
{E—>0EE+,+|*|a}
{E— eEE*,+|x|a}
{E—)oa,+|*|a}

Tla:T4
{E—>a0,+|*|a}

T3+:>T6
{E— EE+e,¢la}

Tsa=T,

T5+:>Tg

T\E=T;
{E— EEe+,¢la}
{E—)EEO*,8|a}
{E—> EeE+,+|*|a}
{E— EeE*,+|*|a}
{E—>0EE+,-|—|*|a}
{E— eEE*, +|x|a}
{E—)Oa,+|*|a}

T:a=T,

T:* =T,
{E— EE*e ¢la}

TSE:> T5

T5*2>T9

{E—)oa,+|*|a} {E—>EE+°,+|*|CI} {E—)EE*0,+|*|a}

Minthogy a 75 és a Ts prefixummal az a terminalis olyan csoportot
eredményez, amely egy mar eléfordult prefixuméval azonos, ezt Gijdlag nem irtuk
le. Hasonl6 a helyzet abban az esetben, amikor a T’ prefixumot az £ nemterminalis
koveti.
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Valojaban az igy kialakuld prefixumok viselkedésiikben megegyeznek
mas, mar korabban szerepelt prefixumokkal. Ez az els6 két prefixum esetében a
T,, a harmadikéban pedig a T életképes prefixum. Mint emlitettiik, az életképes
prefixumok ekvivalenciaosztalyokat alkothatnak, és az emlitett prefixumok egy-
egy ¢letképes prefixum osztaly reprezentansai.

Nyelvtanunknak — konnyen belathatoan — végtelen sok életképes prefixu-
ma lehet. Minthogy a prefixumokhoz tartozd csoportokban véges szamu produk-
ciés szabaly hozhat 1étre elemeket, ezekben a pont véges szamu helyzetet vehet
fel, végiil a lehetséges kovetd nyelvek szama is véges, csak véges szamu
kiilonb6z6  csoport képzelhetd el. Ennek kovetkeztében a prefixum
ekvivalenciaosztalyok szama véges.

Az életképes prefixumokhoz tartozé elemek alapjan az elemzd tabla
megszerkeszthetd. Ez két részbol all. Az els6, az igynevezett tevékenységi tabla
— action table — mondja meg, hogy egy adott szituacidoban, adott életképes
prefixum és adott eléretekintés mellett mi a teendo.

Négyféle tevékenység lehetséges, csusztatas, letorés, akceptalas és
hibajelzés. A csusztatast és az elfogadast az S és A betik — shift, accept — a
letorést a levezetési szabaly sorszama, mig a hibajelzést az iires mez6 jeloli.

A tabla masodik fele az ugynevezett ugrd tabla — go fo table. Ez meg-
mondja, hogy az érvényes életképes prefixumhoz egy ijabb szimbolumot fiizve
milyen sorszamu prefixumot kapunk. Az elemzés kovetkez6 1€pését aztan ezen
prefixum sora alapjan kell megallapitanunk.

Mindezek elérebocsatasa utan az adott nyelvtan jobboldali elemzo
tablaja a kovetkezo:

Tevékenységi tabla Ugro tabla

a + * € E a + *
To S Tl TZ
T, S A T; T,
T, 3 3
T; S S S T; T, Ts T,
T, 3 3 3
T; S S S T; T, T Ty
Ts 1 1
T, 2 2
T 1 1 1
T 2 2

A korabbiak alapjan remélem, nem okoz gondot az elemzési tabla
szarmaztatasa.
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Hasznalatat mutassuk be egy példan. Legyen az elemzendé mondat

aaat*

Az elemzés soran beirjuk az eredménybe az életképes prefixumokat is,
hiszen ezek ismeretére sziikség van a tevékenység megallapitasara. Természetesen
ezek a szimbolumok csak tdjékoztatasra szolgalnak, és valojaban nem részei a
verem tartalméanak.

Az indul6 prefixum, mint tisztaztuk, az iires jelsorozat, vagyis T
{ aaa+*, Ty, € } > { aa+t*, ToaT, € } > { aa+*, TyET,, 3} —
= { at*, ToETaTs, 3 } > { at*, T\ET\ET;5, 33} —

= {+*, TET,ET;aT,, 33 } d { +*, ToET\ET:ETs, 333 } =

— {*, ToET\ET;ETs+T5,333 } > { %, T)OET\ET;, 3331 } —

— {e TWET\ET;*T;, 3331} — { ¢, ToET), 33312 } > accept

Annak megallapitasa, hogy létezik-e olyan k, amivel egy nyelvtan LR(Kk)
nyelvtan, algoritmikusan eldonthetetlen feladat. Rogzitett k esetében viszont
kaphatunk valaszt. Az ismert modon elkezdjik az életképes prefixumokhoz
tartoz6 elemek felirasat, és ha ezek alapjan az elemz6 tdbla megszerkesztheto,
mas széval nincsen benne ellentmondas, akkor a nyelvtan LR(K) nyelvtan.

5.4. Egyszerisitett jobbelemzés

Az LR(K) elemz6k nagyon hatdsosak abbol a szempontbdl, hogy az esetleges
hibat azonnal észlelik. Amennyiben ugyanis egy ,,rossz” szimbolum kovetkezik,
ez azonnal életképtelenné teszi a prefixumot, és igy a hiba napfényre keriil.

Az ilyen elemzOk kedvezotlen velejardja viszont, hogy eléggé
terjedelmesek. Még az olyan egyszerli nyelvtannak is, mint amilyen a posztfix
lengyel jelolést generald, tiz soros tablaja kerekedett. Ennek megfelelden az ilyen
elemzék memodria igénye €és futasi idotartama viszonylag nagy. Ennek a hely- és
idéigénynek a csokkentésére egy sereg egyszerlsitdé eljaras sziletett, ami
bizonyos esetekben elénydsen alkalmazhato.

Gyors ¢s kis helyigényli modszer a precedencia elemzés. Lényege abban
all, hogy a cstsztatas vagy letorés hamleti kérdésére nem a teljes életképes
prefixum alapjan kivan valaszolni, hanem megelégszik annak néhany utolso
karakterével. Legegyszeribb ez az elemzé akkor, ha csak egyetlen karaktert
vesziink a prefixumbol figyelembe. Ha ugyanakkor az eldretekintés is egyetlen
karakter, akkor egyszer(i precedencia elemz6rol beszéliink.

Tételezziik fel, hogy egyszeri precedencia elemz6t kivanunk
szerkeszteni. Vizsgaljuk meg a prefixum utolsé €s az el nem olvasott szoveg elsd
karakterébdl allo szimbolumpérokat. Allapitsuk meg, hogy a cstsztatds vagy
letorés tekintetében milyen kapcsolatban, milyen Wirth—Weber precedencia
relaciéban vannak egymassal.
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Négy ilyen relacié képzelhetd el. Az els6¢ szimbolummal zarodik egy
nyél, a két szimbolum egy nyél két szomszédos eleme, a masodik szimbolum egy
ny¢l kezdd karaktere, mig végiil nem keletkezhet olyan mondatszeri forma a
jobboldali elemzgés soran, amelyben a két szimbolum egymas mellett allna.

Adott nyelvtan esetében, jobboldali elemzést feltételezve, ezeket a relaci-
okat kis gyakorlattal igen gyorsan és kdnnyen megallapithatjuk.

Ezeket a precedencia relaciokat egy matrixban szokas abrazolni. A matrix
sorai ¢és oszlopai a nyelvtan szimbolumainak felelnek meg. Sor-oszlop sorrendet
feltételezve a matrix megfelelé mezejébe irjuk az érvényes precedencia jelét. A
ny¢l eleje, nyél kozepe €s nyél vége relaciokat rendre a kissé modositott, <e , e és
o> relacio jelek jeldlik, mig inkompatibilitas esetén a mez0 iiresen marad.

Lassunk egy példat. Legyen a nyelvtan

S—aSc |ac |bSd | bd
Ennek a nyelvtannak a kdvetkez6 precedencia matrixa van:

S a b c d €
S * ]
a L] <e <e L
b . <e <e .
C o> > o>
d > o> >
€ <e <e

Természetesen mind a vizszintes, mind a fliggéleges fejlécen szerepel az
€ mint szimbolum. Ha a veremben nincs még, vagy mar atcsusztatott szimbolum,
akkor ezt az {ires szimbolummal azonositjuk. Ugyanakkor, amikor a jelsorozatot
teljesen elolvastuk, a még el nem olvasott jelsorozat szintén az iires jelsorozat
lesz. Magatdl értetddd, hogy az e-g szimbolumpar az elfogadast, akceptalast
jeloli. Ilyenkor ugyanis a vermet kitiritettiik, és a teljes jelsorozatot is elolvastuk.

Az ilyen precedencia matrix hasznalata, a precedencia elemz6é mikodése
roppant egyszer.

A jelsorozat olvasasakor allandoan figyeljiik a szimbolumparoknak
megfeleld precedencia relaciokat. Ha a relacié nyél eleje vagy nyél kozepe, akkor
csusztatunk.

A nyél vége relacio esetében a nyelet le kell torni. A nyelet, pontosabban
potencialis nyelet nagyon konnyen ki tudjuk valasztani. Hiszen az csak egy nyél
eleje és nyél vége kozotti jelsorozat lehet, amely természetesen tartalmazhat nyél
kozepe relaciokat is. Ha ugyan nyél ez a potencialis nyél! Sajnos eléfordulhat
ugyanis, hogy az igy kijelolt jelsorozat éppenséggel nem azonos egyik levezetési
szabaly jobboldalaval. Ez esetben hibajelzést kell adnunk.
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Zavarban lennénk akkor is, ha a megtalalt ny¢él egynél tobb levezetési sza-
baly jobboldalara illik. Ez persze csak akkor fordulhat eld, ha a nyelvtanban van-
nak azonos jobboldalak, ilyenkor azt mondjuk, hogy a nyelvtan nem egyértelmiien
invertalhat6. Az ilyen nyelvtanokat nem lehet a precedencia modszerrel elemezni.
Akkor sem lehet a nyelvtant precedencia elemezni, ha e-szabalyt tartalmaz.

Ha a mez6 {ires, tehat a szimbolumpar inkompatibilis, hibajelzést adunk.

Gyakorlasképpen elemezziik az elobbi nyelv egy mondatat. Precedencia
elemzés esetén a konfiguraciot célszerli mas sorrendben — veremtartalom, elem-
zendd szoveg, eredmény — megadni, ilyenkor ugyanis, ha rdadasul a verem legfels6
elemét a jobboldalra irjuk, a kérdéses szimbolumpar éppen egymas mellé kertil.

abdc

{e,abdc,e } > {a,bdc,e}— {ab,dc,e}— {abd,c, e}

—{aS,c,4} > {aSc,e, 4} > {8, ¢, 41} > accept

A levezetési szabalyok sorszamat a megadas sorrendjében hasznaltuk.

A precedencia matrix felhaszndlasdval kapcsolatosan egy sereg kérdés
meriilhet fel. Az adott esetben, példankban, a matrix minden mezejébe legfeljebb
egy relaciojel keriilt. Sziikségszer(i ez?

Sajnos egyaltalaban nem. Ha egy nyelvtan egyértelmiien invertalhato, nem
tartalmaz e-szabalyt, és a precedencia relaciok diszjunktak, akkor a nyelvtan prece-
dencia nyelvtan. Amennyiben, mint esetiinkben, elegendd egy-egy szimbolumot
vizsgalnunk, akkor egyszerti precedencia nyelvtanrol, illetve elemzo6rol beszéliink.

Nyilvanvald, hogy az egyszerii precedencia nyelvtanok az LR(1) nyelvta-
noknak valodi részhalmazat képezik. Ami az eléretekintést illeti, mindkét elemz6
ugyanazt az informaciot hasznalja fel. Azonban mig az LR(k) elemzok, és igy az
LR(1) elemzdk is a multrol, az életképes prefixumrdl minden lehetséges informa-
ciot figyelembe vesznek, addig a precedencia elemzOk megelégszenek a
prefixum utols6 k szimbdélumanak vizsgalataval, egyszerii precedencia elemz6
esetén pedig a prefixum utolsé szimbolumanak vizsgalataval. Olykor ez elegendd
az elemzéshez, maskor viszont nem.

Mint emlitettiik, a precedencia elemzdk elonye egyszeriiségiikben van. A
példankban szerepld, és bonyolultnak éppen nem mondhatdé nyelvtannak 26
¢letképes prefixum osztalya van. Az LR(K) elemzd ezért Gsszehasonlithatatlan
terjedelmesebb és lassibb, mint a precedencia elemzo.

Semmi sem tokéletes azonban, Vegyiik példaul a kdvetkezo jelsorozatot:
abdd
Ez nyilvin nem eleme a nyelvnek. Az LR(1) elemzd ezt azonnal
észreveszi, mihelyt a ,,hibas” szimbdlum, a masodik d latétavolsagon beliil keriil.
Nem igy a precedencia elemz6. Ez sz6 nélkiil atcsusztatja ezt a karaktert is, és
csak akkor eszmél ra a hibara, amikor a precedencia relaciok alapjan kiad6do
potencialis nyelet nem talalja a levezetési szabalyok jobboldala kozatt.
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Vegyiik azonban ebbdl a szempontbol még érzékenyebb nyelvtant:
S—ab| bel cd
Itt a precedencia elemzd az
abed

jelsorozat elemzésekor szemrebbenés nélkiil elgyalogol egészen az utolso
karakterig, és csak akkor ad hibajelzést.

Mint emlitettiik az altalanos precedencia elemz6 esetén mind a visszatekin-
tés, mind az elSretekintés hossza egynél nagyobb lehet. Igy beszélhetiink (m,n)
precedencia nyelvtanokrol illetve elemzokrdl, ahol m a visszatekintés, n pedig az
eléretekintés hossza. Magatol értetédd, hogy az (m,n) precedencia nyelvtanok az
LR(n) nyelvtanok altalaban valodi részhalmazat alkotjak.

Lassunk erre az altalanositott, tehat nem egyszerl precedencia nyelvtanra
egy példat. Legyen ez a prefix lengyel jelolés:

E—>+EE |*EE | a

Ha megprobalkozunk az egyszerli, vagyis (1,1) precedencia matrix
felirasaval, akkor azt tapasztaljuk, hogy példaul az E-a szimbolumparnal
konfliktus helyzet adodik. Ha ugyanis a szoban forgd £ szimbolum az operator
utani elsé szimbolum, akkor itt nyél eleje van, hiszen itt az a terminalis mint nyél
majdani letorésével keletkezett £ szimbolum egésziti ki az eddigieket nyéllé.
Mas a helyzet akkor, ha mar két £ szimbolum koveti az operatort. Ilyenkor a
mondott helyen nyilvan a ny¢él vége relacié érvényes.

A prefix lengyel jelolés nyelvtana tehat nem egyszerli precedencia
nyelvtan. Probalkozzunk most (2,1) precedencia elemzéssel, amely az
elébbiekbdl sejthetden eredményre vezet.

A precedencia matrix fiiggéleges fejléce most a legfeljebb két szim-
bolumbol 4ll6 jelsorozatokat tartalmazza. Amennyiben a veremben még nincs két
szimbdlum, akkor a jelsorozat rovidebb. A fejlécen nem szerepel az 6sszes lehet-
séges legfeljebb két karakterbol allo jelsorozat, hanem csak azok, amelyek az
elemzés soran valoban el6fordulhatnak.

A tablazatbol kitiinik, hogy a precedencia relaciok diszjunktak, tehat a
nyelvtan (2,1) precedencia nyelvtan, és igy nincs akadalya a (2,1) precedencia
elemzésnek.

Természetesen nemterminalis szimbolum nem lehet az eléretekintés tar-
gya, a tablazatban mégis megjeldltik azokat a parokat is, ahol az FE
nemterminalis all a jobboldalon. Erre azért van sziikség, mert a veremben a ny¢él
megallapitasanal ismerniink kell azokat a precedencia relaciokat is, ahol
nemterminalis all a jobboldalon.
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E + * a €
€ <e <e <e
. <e <e <e
* ° <e <e <e
a o>
++ . <e <e <e
+* . <o <e <e
+a o> o> o>
+E . <e <e <e
*4 . <e <e <e
** . <e <e <e
*a > o> >
*E . <e <e <e
E+ . <e® <e <e
E* . <e <e <e
Ea > > o> >
EE o> o> o> >

Atgondolva a precedencia elemzés folyamatat kideriil, hogy akar nyél
eleje, akar nyél belseje relaciot talalunk, mindkét esetben csusztatnunk kell.
Felmeriil a kérdés, miért ragaszkodunk a precedencia relaciok diszjunktsagahoz,
ha egyszer van két olyan relacid, ahol a teend6k azonosak. Természetesen a nyél
vége és barmelyik masik relacid esetében ilyen meggondolasnak nincs helye,
hiszen itt konfliktus helyzetet okozna a két kiilonbdzo relacié egyidejii jelenléte.

Visszatérve a nyél eleje, és nyél belseje egyidejii jelenlétére, valoban, a
disztinkcidra csak késébb, akkor lesz sziikség, amikor egy nyelet letoriink.
Altalaban a nyél eleje relacié mondja meg, hol kezd3dik a nyél. Ha diszjunktak a
precedencia relaciok, akkor a nyél eleje és nyél vége kozott csak nyél belseje
relaciok lehetnek. Ilyenkor egyértelmti, mit kell nyélnek, pontosabban potencialis
nyélnek tekinteni.

Amennyiben megengedjiik a nyél eleje és nyél belseje relaciok egyidejii
jelenlétét, akkor a letorés alkalmaval taldlkozhatunk olyan szimbolumparokkal,
amelyre mind a ny¢l belseje, mind a nyél eleje relacio raillik. Ilyenkor nem tud-
hatjuk mi a helyes. Szamitsuk-e innen a ny¢él kezdetét, vagy menjiink tovabb nyél
eleje relaciot keresni? Egyébként a helyzetet bonyolultabba teheti, ha ez a relacio
is kettds, vagyis nyél eleje és nyél belseje is lehet.

A helyzet azért altaldban nem ennyire kritikus. Gyakran, mint
emlitettem, és mint példankban is lathatd volt, a relaciokkal kihasitott jelsorozat
nem egyezik meg egyik levezetési szabaly jobboldalaval sem. Az ilyen, a
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precedencia relaciok szabalyai szerint nyélnek mutatkozo6, de ilyen jobboldal
hianyaban a nyél szerepét betolteni képtelen fragmensek mint alternativak szoba
sem jOhetnek.

Amennyiben a nyé¢l eleje és nyél belseje relaciok nem diszjunkt volta miatt
kiadodo potencialis nyelek koziil legfeljebb egy egyezik meg egy jobboldallal, igy
csak egy jelent valodi alternativat, akkor ez nem okoz zavart az elemzésben.

Ilyen esetekben gyenge precedencia nyelvtanokrol beszéliink, szemben
az erds precedencia nyelvtanokkal, ahol a precedencia relaciok diszjunktak. A
gyenge precedencia nyelvtanok esetében tehat a harom relacié koziil a nyél eleje
¢s nyél belseje esetében bizonyos feltételek mellett nem koveteljiilk meg a két
halmaz diszjunkt voltat.

A gyenge precedencianak tett engedmények még tovabb bdvithetdek. Téte-
lezziik fel ugyanis, hogy az 4 és B szimbolumok k&zott mind a nyél eleje, mind a
ny¢l belseje relaciok érvényesek. Ez esetben a verem tartalmazhat egy olyan
aABB

fragmenst, hogy az o fragmens el6tt a ny¢él eleje, a B jelsorozat utan a nyél vége
relacio all. Raadasul lehet a nyelvtannak
C — a4Bp és D — Bp

alaka levezetési szabalya is. Itt tehat nem teljesiil az a megkotés, hogy a
potencialis nyelek koziil legfeljebb egy jelent valosagos alternativat.

Amennyiben azonban az 4 és D szimbolumok kézott semmilyen relécio
sem érvényes, akkor ez a tény megoldja dilemmankat. Minthogy az 4 és D kozott
nincsen relacio, a révidebb nyél letdrésével olyan jelsorozat alakulna ki, amely
nem lehet része egyetlen jobboldali levezetéssel el6alld mondatszerii formanak
sem, és igy sziikségképpen zsakutca.

Ha egy nyelvtan esetében a fenti feltételek teljesiilnek, és mindig csak a
hosszabb ny¢ljelolt letdrése vezethet eredményre, akkor ezt a nyelvtant is gyenge
precedencia nyelvtannak tekintjiik. Ilyenkor persze tudnunk kell, hogy dilemma
esetében mindig a hosszabb nyelet kell letorni.

A gyenge precedencia nyelvtanra jo példa az ismert és oly gyakran
hivatkozott, az infix jelolésii aritmetikai kifejezéseket generald nyelvtan.

Mint a megadott precedencia matrixbol kitlinik, a nyél eleje és nyél
belseje relaciok két helyen is litkoznek. Valoban, a ( és az E szimbolum kozott
mindkét relacio elképzelhetd. Eldadodhat ugyanis

(E) ¢s (E+T)
konstrukei6 is.

Hasonlé a helyzet a + operator és a T nemterminalis esetében. Itt is
megadjuk azt a két esetet, amikor kiilonb6z0 relaciok lesznek érvényesek:

E+T és E+T+F
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A teljes precedencia matrix a kdvetkez6:

E T F ( a ) + * €
E . . acc
T o> o> [ o>
F > > o> o>
) > o> > >
a > o> > >
(| e<e <e <e <e <e
+ <o <e <e <e
* . <e <e
€ <e <e <e <e <e

Ko6zelebbrél megvizsgalva a két konfliktus helyzetet azt tapasztaljuk,
hogy mindkettd, ha masképpen is, de eleget tesz a gyenge precedencia
kovetelményeinek.

A kezdézarojel ( és E paros esetében, ahol a két relacié a (F) illetve a
(E+ esetekben fordulhat el6, a relaciojelekkel levalasztott potencialis nyelek
koziil legfeljebb egy lehet egy levezetési szabaly jobboldala, igy csak egyetlen
letorési lehetdség johet szoba.

A + T parosnal mas a helyzet. Minthogy a T szimbdlum egymagéban is
egy levezetési szabaly jobboldalat képviseli, az E+T7 jelsorozat esetén elvben akar
a teljes kifejezés, akar a T nemterminalis egyediil is letorhetd. Ha azonban a
rovidebb lehetdséget valasztanank, akkor két olyan szimbolum, a + és az £ nem-
terminalis keriilne egymas mellé, amelyek kozott ebben a sorrendben semmiféle
relacié nem érvényes. Igy a rovidebb nyéljeldlt letorése utjan nyert jelsorozat
nem lehet egyetlen mondatszer(i formanak sem része.

Ennek kovetkeztében itt mindig a hosszabb nyéljeldltet kell letérniink
annak érdekében, hogy egyaltalaban reményiink legyen a jobboldali levezetés
megtalalasara. Ez megfelel a gyenge precedencia nyelvtanok eldirasainak.

A gyenge precedencia nyelvtanok mindig atalakithatéak erés prece-
dencia nyelvtanokka, pontosabban fogalmazva, mindig szerkesztheté egy olyan
erds precedencia nyelvtan, amely ugyanazt a nyelvet generalja.

Legyen G egy gyenge precedencia nyelvtan, és képezziink beldle egy G’
nyelvtant az aldbbiak szerint. Err6l a nyelvtanr6l majd kimutatjuk, hogy erds
precedencia nyelvtan.

Feleljen meg az eredeti nyelvtan minden produkcids szabalyanak az uj
nyelvtan egy produkcios szabalya az alabbiak szerint:

A—a helyett A — [a] (5.24))
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ahol a szdgletes zardjelbe tett jelsorozat — a szogletes zarojellel egyiitt — az uj
nyelvtanban egyetlen nemterminalis szimbolumnak mindsiil.

Ezen ujonnan bevezetett nemterminalisok felbontdsara definialjuk a
kovetkez6 szabalytipust:

[XB] — XTB] (5.25)

ahol az X az eredeti nyelvtan tetszOleges, terminalis vagy nemterminalis
szimboluma, mig [ az eredeti nyelvtan szimbolumaibol alkotott tetszéleges, akar
iires jelsorozat. Természetesen a szogletes zardjelbe zart jelsorozat itt is az 1j
nyelvtan egyetlen nemtermindlis szimboluma. Amennyiben 3 az {ires jelsorozat,
akkor ezt a szogletes zargjellel egyiitt elhagyjuk. Ilyenkor az 0j nyelvtan
szimboluma visszavaltozik az eredeti nyelvtan szimbolumava.

Konnyli belatni, hogy az 0j nyelvtan és a régi nyelvtan ugyanazt a
nyelvet generalja. A kiilonbség pusztdn annyi, hogy mig a régi nyelvtan egy
nemterminalist egyetlen 1épésben bonthatott fel egy hosszabb jelsorozatta, addig
itt egy kicsit nydgvenyelésen megy, minden karaktert egy kiilon levezetési
szaballyal kell eléallitanunk. Igaz, az atalakitds kiss¢é munkaigényes, ¢€s
helytakarékosnak sem mondhat6, de latni fogjuk, hogy paronként diszjunktta
teszi a harom precedencia relaciot.

Eloljaroban szogezziik le, hogy a nyél vége relaciéo masodik szimboluma
itt is, mint eddig mindig, terminalis szimbolum. Ugyanakkor az 0j nyelvtanban a
nyél belseje relacido masodik eleme sziikségképpen szogletes zardjellel képzett 1)
nemterminalis. Ez magatol értet6dd, ha meggondoljuk, hogy az 0j nyelvtanban
csak az (5.25.) alaki szabalyokban szerepel a jobboldalon egynél tobb, pontosan
két szimbdlum.

Ebbdl rogton kdvetkezik, hogy az
XeoY ¢és az Xeo>Y (5.26.)

relaciok egyidejlien nem allhatnak fenn. Az Y szimbdlum ugyanis nem lehet
egyidejiien terminalis €s Uj nemterminalis szimbolum. Ezzel a nyél belseje és a
nyél vége relaciok diszjunkt voltat igazoltuk.

A nyél eleje és a nyél vége relaciok diszjunkt voltat a kdvetkezoképpen
lathatjuk be. Tegyiik fel, hogy egyidejlien fennall az

X<oY és az Xeo>Y (5.27.)

relacio. Azt mar belattuk, hogy az Y sziikségképpen terminalis szimbolum, hiszen
nyél vége relacid jobboldalan all. Ugyanakkor az X szimbolumnak is
hagyomanyos szimbolumnak kell lennie, hiszen az uj, szogletes zarojellel
szerkesztett nemterminalisok csakis a nyél belseje relacié jobboldalan, és a nyél
vége relacid baloldalan szerepelhetnek. Itt viszont az X szimbolum a nyél eleje
relacio baloldalan is all.
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Az elsd, tehat a nyél eleje relacio csak akkor lehet igaz, ha létezik egy

A—[aBCB] (5.28.)
alaku levezetési szabaly, amelyet az eredeti nyelvtan
A — aBCB
szabalyabol szarmaztattunk.
Ezen kiviil legyen
B=038X¢és C=>7Yy (5.29.)

levezetési sorozat, ahol a = jelolés, mint ismeretes, arra utal, hogy a fenti
levezetések tetszOleges szamt, tehat akar zérus lépésben is torténhetnek. Ez
utobbi esetben természetesen helytalloak lehetnek az alabbi 0sszefiiggések:

B=X o0=¢ c=Y y=¢
Az (5.28.) kifejezésekben  szereplé  valamennyi  szimbolum

»hagyomanyos” szimbolum, igy az Osszefiiggések mind az eredeti, mind a
modositott nyelvtan alapjan levezethetoek.

Az (5.28.) és (5.29.) oOsszefliggésekbdl kovetkezik, hogy az eredeti
nyelvtanban az X és az Y szimbolumok kozott vagy a nyél eleje, vagy a nyél
belseje relacionak fenn kell allnia. Ez utobbinak akkor, ha az (5.29.) mindkét
Osszefiiggés zérus 1épésben levezethetd.

A nyél vége relacid érvényessége az Uj nyelvtanban viszont
megkdvetelné, hogy legyen egy

A — [ aBDp] (5.30.)
alaku levezetési szabaly, és ugyanakkor legyen lehetséges az alabbi két levezetés

*

+
B=0X és D=Yy | (5.31)

ahol a = jel6lés, mint el6bb, a tetszéleges szamu, mig a = pedig a legalabb egy
1épésben torténd levezetést jelenti.

Ha viszont ez mind igaz, akkor az eredeti nyelvtanban is fennall a két
szimbolum kozott a nyél vége relacio. Ez azonban lehetetlen, hiszen az eredeti
nyelvtan gyenge precedencia nyelvtan volt, ahol a nyél eleje és nyél vége illetve
a ny¢l belseje és nyél vége relaciok nem iitk6zhetnek.

Ennek alapjan az (5.27.) feltevésiink hamis. Ez tulajdonképpen
természetes, hiszen eddig csak azt bizonyitottuk, hogy ami igaz volt az eredeti
nyelvtanban, igaz marad a modositottban is.

Most azonban igazoljuk, hogy az 1ij nyelvtanban a ny¢l eleje és nyél belseje
relaciok is diszjunktak. Tegyiik fel ugyanis ennek ellenkez6jét, vagyis hogy az

X<oY és XeY (5.32.)
relaciok egyidejiien fennallnak.
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Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy Y az 10 nyelvtan szogletes zarojellel
konstrualt nemterminalisa, ¥ =[ 9J].
A nyél belseje relacido viszont megkdveteli, hogy az 1j nyelvtanban

legyen egy
A — [0X3] (5.33)

alaku levezetési szabaly.

Amennyiben a J jelsorozat els6 szimboluma Z, akkor az eredeti nyelv-
tanban az X és a Z szimbolumok kozott fennall a nyél belseje relacio.

A nyél eleje relacidhoz viszont az sziikséges, hogy 1étezzék egy

A - oaXCB (5.34)
levezetési szabaly, és ugyanakkor lehetséges legyen a kovetkezo levezetés:
C=Dy= [0y (5.35)

Ez a feltételezés csak akkor igaz, ha az eredeti nyelvtanban van egy D —
O levezetési szabdly, tovabba az X és D szimbolumok kozott vagy nyél eleje,
vagy ny¢l belseje relacio all fenn. Ez utdbbi akkor, ha az (5.35.) 6sszefiiggésben
az els® szarmaztatds zérus lépésben torténik. Ilyenkor persze az X és Z
szimbolumok kozott igaz a nyél eleje relacio is, hiszen Z a D szimbolumbol
levezetett jelsorozat elsd tagja.

Ez azonban ellentmond annak, hogy az eredeti nyelvtan gyenge preceden-
cia nyelvtan volt. A gyenge precedencia megengedi ugyan, hogy két szimbolum,
adott esetben X és Z kozott a nyél eleje és a ny€l belseje relacio egyidejiien igaz
legyen, és ezzel a letérendd nyélre latszolag két alternativat adjon. Ezt a dilemmat
azonban feloldja az a megkotés, hogy a révidebb nyél letérésével nyert szimbolum,
¢s az elbtte allo szimbolum kozott semmiféle relacido nincsen. Itt azonban az
adodott, hogy a letdréssel nyert D szimbdlum, és az eldtte allo X szimbolum kozott
valamilyen, vagy nyél eleje, vagy nyél belseje relacié fennall. Ez viszont
ellentmond a gyenge precedencia nyelvtan szabalyainak.

Ezzel az (5.24.) és (5.25.) alapjan konstrualt 0j nyelvtanrol bebizonyi-
tottuk, hogy erds precedencia nyelvtan.

Ha arra kényszeriiliink, hogy egy gyenge precedencia nyelvtant erdssé
tegyiink, akkor nem kell a nyelvtant szogletes zardjelekkel teletlizdelniink,
elegendd, ha néhany helyen, a nyelvtan ,,gyenge” pontjain segitiink.

Ismert és gyengének bizonyult nyelvtanunk esetében példaul csupan
harom szabaly valtoztatasdval megoldhaté a nyelvtan megerdsitése. Az ilyen
szabalyokat persze ott alkalmazzuk, ahol szorit a diszjunkcié.

Legyenek a megvaltoztatott szabalyok:

E — E+[T] E— [T] F— ([E)]

Ezen kiviil persze két uj szabalyt is be kell vezetni:
[>T ((B)] = E)
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Az 11j nyelvtan, amint errdl a szorgalmas olvasdé meggy6zodhet valoban
erds precedencia nyelvtan.

Az egyszerUsitett jobboldali elemzés tovabbi kiterjesztését jelentik a
korlatos kornyezetet vizsgalo elemzoék. Ezek a BRC — Bounded Right Context —
elemzOk a feltételezett nyél jobb- és baloldalan néhany szimbolumot vesznek
figyelembe, és ennek alapjan allapitjadk meg azt, hogy a szoban forgd fragmens
valoban nyél-e, és ha igen, akkor melyik levezetési szabaly szerint kell azt
letorni. A modszer elnevezése nem til szerencsés, hiszen a dontéshez mindkét
oldali kontextusra sziikség van.

A BRC celemzok alkalmazasaval kikiiszobolhetjiik a precedencia
elemzoknek azt a hatranyat, hogy segitségiikkel csak egyértelmiien invertalhatd
nyelvtanok elemezhetdek.

A BRC(m,n) elemz6 a nyé¢lt6]l balra m, jobbra pedig nm szimbolumot
vizsgal. Minden nemterminalishoz tartozik egy halmaz, amely tartalmazza azokat
az m szimbolum — nyél — n szimbdélum alkotta harmasokat, amely esetekben a
nyelet éppen arra a nemterminalis szimbolumra kell letorni.

Egy nyelvtan akkor elemezhetd BRC(m,n) elemzdvel, ha ezen halmazok-
nak nincsen Osszetéveszthetd, tehat azonos jelsorozatot tartalmazd eleme. A
jobboldali és baloldali kontextus még akkor is disztingvalhat két szabaly kozott,
ha azok jobboldala azonos. Eppen ez az egyik célja ennek az elemzésnek.

A nemterminalis szimbolumokhoz tartozé halmazokon kiviil meg kell még
adni azokat a kombinaciokat is, amikor csusztatnunk kell. Ezen jelsorozatokat
olyan hosszban adjuk meg, mint amilyen a leghosszabb halmazelem. Ez viszont
nem mas, mint a két kontextus és a leghosszabb jobboldal hosszanak Gsszege.

Legyen az egyértelmiien nem invertalhatd nyelvtan:
S— 4B 4041 |® B—1B0 |®

Probalkozzunk a lehetd legrovidebb kontextussal, legyen az elemzd
BRC(1,0). Ez annyit jelent, hogy jobbrdl nem igényliink semmiféle informéciot,
és balrdl is csak egyetlen szimbolumot vesziink figyelembe. Ennek megfelelden a
halmazok felirasanal a jobboldali kérnyezet helyét iiresen hagyjuk.

Ezzel a nemterminalisokhoz tartozé halmazok:
K(S)={[¢& 4B,]}
K(A)={[¢,041,],]10,041,],[¢,®,],[0,®, ]}
KB)={[1,1B0,],[1,®,],[4,1B0,],[ 4, ®, ]}
A csusztatoképes jelsorozatok a kdvetkezok:
S=1{¢0,1, 4, 00,04, 11, 1B, A1, 000, 004, 111, 11B, 411,
AlB, 0000, 0004, A111, A1B, 1111, 111B, A11B }
Mint lathato, nincs két Osszetéveszthetd szituacid, tehat a minimalis
informacié is elegendd volt arra, hogy két azonos jobboldallal bird levezetési
szabaly kozott kiilonbséget tegytiink.
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Példaképpen elemezziik a 00 ®111®0  jelsorozatot.

{e,00111® 0, } > {0, 0®111® 0, ¢ } > {00,®111® 0, ¢ } >

— {00®, 1110, ¢ } > {004, 111® 0,3} —> { 00 41,11® 0,3} —

H{04,11® 0,32} — {041,1® 0,32} > { 4,1® 0, 322} >

- { Al-, ®0, 322} > { 41®, 0, 322} — { 4 1B, 0, 3225} >

— { A1B0, €, 3225} > { 4B, ¢, 32254} — { S, €, 322541} > accept

Természetesen a BRC elemzok bonyolultabbak, nagyobb hely- és id6igé-
nytiek, mint a precedencia elemzok. A két modszer elonyeinek 6tvozését jelentik
Strategy Precedence elemzok.

Ezek olyan precedencia elemzdk, amelyek altalaban a precedencia
relaciok felhasznalasaval vizsgaljak a jelsorozatot, kivéve a nem egyértelmi
invertalhatosag okozta vitas helyeken. Erre, de csakis erre az esetre vagy esetekre
egy csokkentett kdrnyezetet felhasznald elemzd is be van épitve, amely ilyenkor
kisegiti a precedencia elemzét.

Eddig az egyszertsitett alulrdl felfelé elemzok targyalasakor a prece-
dencia grammatikabdl kiindulva egyre tobbet tudd, de ennek megfeleléen egyre
bonyolultabb elemzési eljarasokat ismertiink meg. Most visszafelé tesziink egy
nagy ugrast, amennyiben egy, a precedencia elemzonél is gyorsabb és kisebb
hely- és iddigényes modszert targyalunk.

Ez az igen hatasos modszer az operator precedencia elemzés. Termé-
szetesen ez az eljaras csak specialis, ugynevezett operator grammatikak esetében
alkalmazhat6. Egy nyelvtan akkor operator nyelvtan, ha a levezetési szabalyok
jobboldalan sehol sem all két nemterminalis szimbolum egymas mellett.

Valoban, altalaban az olyan kifejezések leirasara kimunkalt nyelvtanok
esetében teljesiil ez a megkotés, amelyek monadikus és diadikus operatorokat
alkalmaznak, a monadikusoknal prefix, illetve a diadikusoknal infix jelolés-
moddal. Ha a jol ismert és unos-untig elkoptatott, az aritmetikai kifejezéseket
infix jeloléssel generalo nyelvtanra gondolunk, nos ez is operator nyelvtan.

Elvben nem sziikségszer(i, hogy az operator nyelvtan valoban operatorokat
tartalmazzon, hiszen a termindlis szimbolumok szemantikajat a kornyezetfiiggetlen
nyelvtan alapjan nem lehet megallapitani, az elnevezés azonban nem minden alap
nélkiil valo, az operator nyelvtan tobbnyire valoban operatorokat tartalmaz.

Az elemzés alapgondolata abban all, hogy a precedencia relaciokat csak
a termindlis szimbolumok kozott értelmezziik. A termindlisok kozé beékel6dd
esetleges egyetlen nemterminalis szimbolumot egyszerlien nem vesszik
tudomasul, ugy tekintjiik, mintha ott sem lenne, és a bal- illetve jobboldalan allo
terminalisokat mint szomszédokat kezeljiik.

A tovabbiakban szabalyszerii precedencia elemzést végziink, csupan az

igényel néha megfontoldst, hogy letorés esetén a széls6 nemterminalist bele-
értsiik-e a nyélbe vagy sem.
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Példanak vegyiik az éppen kéznél 1év operator grammatikat:

ESET| T T T«F | F F>(E) | a
Lassuk a precedencia matrixot:
( a ) + * €
) o> | o | o | o
a > o> > >
( <e <e . <e <e
+ <e <e o> > <e o>
* <e® <e® > o> [ D= >
€ <e <e <e <o

Ez a tabla az eredeti, a nemterminalis szimbolumokat is tartalmazo
precedencia matrixtdl sok relaciot 6rokolt. Azonban most olyan helyeken is
talalunk relaciokat, ahol kordbban semmiféle relacio nem volt érvényes. gy
példaul relacioban all az additiv és multiplikativ operator.

Valgjaban két operator kozott mindig van valamilyen szimbolum, itt az a
terminalis. Mihelyt azonban ezt letorjiik, beldle nemterminalis lesz, amelyet
megéllapodasunk szerint figyelmen kiviil kell hagynunk. fgy a két operator
szomszédsagba keriil, és relaciot értelmeziink kozottiik.

Az operator precedencia matrixot attanulmanyozva kitlinik, hogy abban
mindaz az informacié benne foglaltatik, amit a nyelvtan hordoz. Kiolvashato
belble az operator precedencia — lam jogosan nevezziik precedencia elemzésnek,
— és a balrdl jobbra szabalyt is tartalmazza.

A nyelvtannak ezeket a vondasait annak idején tobb nemterminalis
alkalmazasaval sikeriilt biztositanunk. Minthogy mindezt most mar az operator
precedencia matrix szavatolja, nincsen sziikség kiilonbdz6 nemterminalisok
alkalmazasara. Valdban, amennyiben az operator precedencia elemzés meg-
valdsithato, akkor elegendd egyetlen nemterminalis szimbolum.

Egyszertsitsiik hat a nyelvtant:

1E— E+E 2 F— E*E 3E—>(E) 4FE—>a

A levezetési szabalyokat szokas szerint sorszamoztuk. Elemezziik az

alabbi jelsorozatot:
ata*a
A konfiguraciot kényelmi okokbdl most is veremtartalom — elemzendd
jelsorozat — eredmény sorrendben adjuk meg.
{e,ata *a, e} — {a, ta*a, e} > { E, ta*a, 4} — { E+,a*a, 4} >
> { E+a,*a, 4} > { EtE, *a, 44} +— { E+E*, a, 44} > {E+tE*a, €, 44} >
— { E+E*E, €,444} — { E+E, €,4442} — { E, €, 44421} — Accept
Az elemz6, mint latjuk, tigyel az operator precedenciara.
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5.5. Nyelvek és nyelvtanok

A nyelvek és nyelvtanok kozotti pontos disztinkcid mindig is egyik kényes
pontja volt a szadmitastechnikai nyelvészetnek. A kiilonbségtétel nem trivialis
voltara mar Chomsky els6é alapveté munkaja is ramutatott. Nyelvosztalyokrol
beszél, de azokat nyelvtani szabalyokkal definialja.

Az alabbiakban néhany kérdésben megprobalok tiszta vizet Onteni ez
esetben a nyelvekre. Minthogy az itt kozolt eredmények elsdsorban elméleti
jelentéségliek, egyes esetekben csak a bizonyitas gondolatmenetét kozIlom.

Még mieldtt a nyelvtanokrol a nyelvekre attérnénk, egy fontos tételt
érzékeltetnék. Az LL(k) nyelvtanok az LR(k) nyelvtanok valddi részhalmazat
képezik. Ennek belatasara elegend6 a balelemzést illetve jobbelemzést
szemléltetd 5.1 ¢és 5.2. abrakat egyiittesen megvizsgalni. Az Aattekinthetdség
biztositasara az 5.3. abran ezek egymas mellett lathatoak.

5.3. dbra

Milyen informaci6 alapjan ismerjilk fel, hogy a mondat levezetésében
szerepel egy A — o helyettesités? Ennek eldontésére nyilvan rendelkezésre all az
elemzendd jelsorozatnak mar elolvasott része, tovabba az eldretekintés. Ne feled-
jik, a két elemzési mod jelolésére alkalmazott L betli mindkét esetben az angol
left szot takarja, vagyis mindkét esetben balrdl jobbra olvasunk, és elemeziink.
Mint lathatd, a jobbelemzés éppen az A nemterminalis altal generalt terminalis
jelsorozat hosszaval tobb szimbolumot hasznél. igy ugyanannak a kérdésnek az
eldontésére a balelemzésnél felhasznalt informacid csupan része a jobbelem-
zésnél felhasznaltnak.

Hataresetben a két elemzési mod szamara hozzaférhetd informacid csak
akkor azonos, ha az 4 nemterminalis végiil is az {ires jelsorozatot generalja.
Ebbdl kovetkezik, hogy mindazt a felismerést, amit a balelemzés soran altalaban
kisebb, de semmiképpen nem nagyobb informacié birtokdban megtesziink, a
jobbelemzés soran is bizonyosan felismerjiik.

Ezért az LL(k) nyelvtanok az LR(k) nyelvtanoknak részhalmazat
alkotjak. A részhalmaz valddi részhalmaz, hiszen példaul vannak balrekurziv
LR(K) nyelvtanok, amelyek viszont nem balelemezhetdek.
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A faktorizalas kapcsan emlitettiik, hogy k > 1 esetén az LL(K) nyelvtanok
eléretekintését mindaddig biztosan lehet csokkenteni, ameddig a nyelvtannak
nincs e-szabalya.

Az LL(k) nyelvek is, és nem csak az LL(k) nyelvtanok alkotnak
hierarchiat.

Ami a jobbelemezhetd nyelveket illeti igazolhat6, hogy minden determi-
nisztikus CF nyelvhez szerkesztheté LR(1) elemz6. Ennek az elsGsorban elméleti
szempontbdl nagy jelentéségli eredménynek szabatos bizonyitdsa messzire
vezetne, éppen ezért ennek csak gondolatmenetét adom meg.

Mindenekel6tt egy definicio. Amennyiben egy nyelv esetében a nyelv
mondatai €s azok prefixumai kiilonb6zdek, a halmazok diszjunktak, akkor ezt a
nyelvet prefix tulajdonsagu nyelvnek mondjuk.

Az altalunk megismert nyelvek koziil csak néhany bir ezzel a tulajdon-
saggal. Igy példaul az aritmetikai kifejezéseket infix alakban generald nyelv nem
prefix tulajdonsagu. Valoban, példaul az

(ata)
jelsorozatrél nem dontheto el, hogy 6nmaga alkot egy mondatot, vagy csupan
egy hosszabb mondat prefixuma. Mindkét eset el6fordulhat.

Ugyanigy nem prefix tulajdonsagi nyelv az aritmetikai kifejezéseket
posztfix lengyel formaban generald nyelv sem. Ezzel szemben a prefix lengyel
jelolést generald nyelv rendelkezik a prefix tulajdonsaggal.

Valojaban barmelyik nyelvbol kis modositassal készithetiink egy prefix
tulajdonsagu nyelvet. Egészitsiik ki ezt a nyelvet egy sohasem volt terminalis
szimbolummal, és biggyessziik ezt a szimbolumot valamennyi mondat utan. Jelolje
az eredeti nyelvet L, és legyen a sohasem volt szimbolum ®, akkor az L& nyelv
nyilvan prefix tulajdonsagi. Amennyiben egy jelsorozat az 11j szimbolummal
végzodik, akkor a jelsorozat mondat, ellenkezé esetben csak prefixum lehet.

Vegyiik észre, hogy a prefix tulajdonsag nyelvhez és nem nyelvtanhoz
kotott tulajdonsag. Az is trivialis, hogy ha az eredeti nyelv CF nyelv volt, az lesz
a megpatkolt nyelv is.

A prefix tulajdonsagt determinisztikus kornyezetfiiggetlen nyelvekre
készithetd LR(0) elemz6. Ez annyit jelent, hogy az elemz6 eldretekintés nélkiil el
tudja donteni a helyes folytatast.

Az igazolas gondolatmenete szerint a nyelvhez eldbb egy tgynevezett
normal veremautomatat, majd egy kanonikusnak mondott nyelvtant szerkesztiink.

Minden determinisztikus kornyezetfiiggetlen nyelvnek van determiniszti-
kus veremautomataja. Még azt is feltételezhetjiik, hogy ez a veremautomata
mentes a végtelen e-mozgasciklustol, és elfogadd allapotban mar nem végez
g-mozgast. Amennyiben nem ez lenne a helyzet, akkor a mar ismert modszerek-
kel az automata atalakithato.
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Altalaban egy mozgas soran az automata harom funkciét hajthat végre.
Elolvashat egy szimbolumot a bemend szalagrol, kitordlheti a verem legfelsd
szimbolumat, végiil beirhat néhany 0j szimbolumot a verem tetejére. Persze nem
sziikségszerii, hogy egy mozgas soran mindharom tevékenységre sor keriiljon,
mert példaul e-mozgas alkalmaval nem torténik olvasas.

Valtoztassuk meg kissé a verem kezelésével kapcsolatos szemléletiinket.
Eddig ugy tekintettilk, hogy a verem legfelsd szimbolumat mindenképpen
kitoroljiik, legfeljebb ha sziikségiink lesz ra, visszairjuk. Most, ha a verem
tartalma nem valtozik, vagy csak novekedik, ezt fogjuk fel olymodon, hogy nem
végeztiink torlést a veremben. Ezzel a szemlélettel megeshet, hogy egyes
mozgasokndl nem végziink tdrlést a veremben.

Egy mozgast eddig harom tényez6 hatarozott meg, az olvasott
szimbolum, az automata allapota, végiil a verem tetején talalhatd szimbolum. Ez
sem volt minden esetben igy, hiszen példaul e-mozgaskor nem is volt olvasott
karakter, igy az nem is jatszhatott szerepet.

Alakitsuk at az automatat olymodon, hogy a mozgas funkcioit valasszuk
kiilon. Egy mozgas soran vagy olvasas, vagy torlés, vagy beiras torténhet, de min-
dig csak egy a harom funkcid koziil. Tovabbi korlatozas, hogy beiraskor a verem
tartalma csak egyetlen szimbolummal novelhetd, végiil megkoveteljiik, hogy a tor-
lési miivelet kivételével a mozgas ne fliggjon a verem legfelsé szimbolumatol.

Ezek a kovetelmények egyszeriien teljesithetéek. Az utolsd, a verem
legfelsé szimbolumatol vald fiiggetlenséget példaul gy érhetjiik el, hogy az
eredeti automata vermének legfelsd szimbolumat leemeljiik, és az automata
allapotterébe olvasztjuk. Ezt a fogést, mint emlékezhetiink, mar alkalmaztuk a
mélybelaté automataval egyenértékii egyszerii automata szerkesztésekor.

Az 10j automata allapottere tehat az eredeti allapottér, és a legfelsé verem-
szimbolum direkt szorzata lesz, igy a verem tetejére a masodik veremszimbolum
keriil, amit6l mar valoban nem fiigg semmi.

Az 1j allapot tartalmazza tehat mind az eredeti allapotra, mind a verem
legfels6 szimbolumara vonatkoz6 valamennyi informaciot.

Amennyiben egy mozgas tobb funkciot hajt végre, ugy azt fel lehet
bontani tobb mozgasra olymodon, hogy egy-egy mozgas az eredeti mozgasnak
csak egy funkcidjat hajtsa végre.

Az igy kapott automatat nevezziik normal automatanak. Minden determi-
nisztikus nyelvnek van normal automataja.

A normal automata alapjan, lényegében az ismert modszerekkel készitett
nyelvtant nevezziik kanonikus nyelvtannak, pontosabban kanonikus alaka nyelv-
tannak. Egy nyelvnek ugyanis tobb kanonikus nyelvtana lehet.



5. Szintaktikus elemzok 205

Errdl a kanonikus nyelvtanrdl igazolhatd, hogy precedencia grammatika.
Az igazolas gondolatmenete megfelel annak a bizonyitasnak, amikor a gyenge
precedencia nyelvtanbol alkalmas modon szarmaztatott nyelvtanrol igazoltuk,
hogy er6s precedencia nyelvtan.

Felhasznalva a kanonikus nyelvtanok tulajdonsagait, itt is igazolni lehet,
hogy a precedencia relaciok diszjunktak.

Persze elképzelhetd, hogy a nyelvtan nem egyértelmiien invertalhato.
Erre ugyanis a nyelvtan kanonikus volta nem ad itmutatast. Ekkor természetesen
nem készithetd a nyelvtanra egyszerii precedencia elemzo.

Ilyenkor viszont ugyancsak a kanonikus grammatika tulajdonsagaibol
kovetkezben igazolhato, hogy az (1,0) kornyezet elegendd informaciot hordoz a
lehetséges alternativak koziil a helyes kivalasztasara. Igy a nyelvtan BRC(1,0)
nyelvtan. Ebbdl viszont mar kdvetkezik, hogy a nyelvtan LR(0) nyelvtan.

Az itt csak gondolatmenetében ismertetett bizonyitas alapjan allithato,
hogy minden prefix tulajdonsdgu determinisztikus kornyezetfiiggetlen nyelvnek
létezik LR(0) elemezhetd grammatikaja.

Nézziink most egy prefix tulajdonsagot nem mutatd kornyezetfiiggetlen
nyelvet. Mint lattuk, egy sohasemvolt szimbolum hozzatoldasaval persze ebbdl is
készithetiink prefix tulajdonsagi valtozatot. Erre az utdbbira természetesen igaz,
hogy van LR(0) elemezhetd nyelvtana. Milyen megallapitasokat tehetiink
azonban az eredeti nyelvvel kapcsolatosan?

Mi a lényeges kiilonbség a prefix tulajdonsagokat mutatd, és az ilyen
tulajdonsaggal nem rendelkez6 nyelvek kozott? Mig az el6bbi esetben a pusztan
az olvasott jelsorozat vizsgalata alapjan eldonthetd az a kérdés, hogy a jelsorozat
mondat-¢ vagy prefixum, addig az utobbi nyelveknél van olyan jelsorozat, ahol
ez nem valaszolhatd meg.

Rogton valaszt kapunk azonban, ha eldretekintiink, ha megnézziik a
kovetkezd szimbolumot. Ha létezik kovetkezd szimbolum, akkor a jelsorozat
prefixum, ha nincs, akkor mondat. Nincs mit tenniink tehat, egy karaktert elore
kell tekinteniink. Az LR(1) elemz6 tehat alkalmas lesz ennek a dilemmanak a
feloldasara, amelyre a nem prefix tulajdonsagii nyelvek esetében az LR(0)
elemz6 nem volt képes.

Ezek szerint minden determinisztikus kornyezetfiiggetlen nyelvnek van
LR(1) elemezhetd nyelvtana.

Ismét szeretném hangstlyozni, hogy ez dontdéen elvi jelentdségii
eredmény. Valdjaban egy kanonikus nyelvtan altalaban tul terjedelmes ahhoz,
hogy gyakorlati felhasznalasra igényt tarthatna.

A determinisztikus kornyezetfiiggetlen nyelvek valodi részhalmazat
alkotjak azok, amelyeknek kanonikus nyelvtana egyértelmiien invertalhato. Ezek
egyszeri precedencia elven elemezhet6ek.
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Ezen részhalmaz egy tovabbi részhalmazat alkotjdk az operator
precedencia elven elemezhet6 nyelvek.
Az LL(K) nyelvek halmaza az el6ébbi két halmazzal inkommenzurabilis.

Koérnyezetfliggetlen, CF nyelvek

Determinisztikus CF, BRC(1,1), LR(1) nyelvek

LL(k)
nyelvek

Precedencia nyelvek

operator nvelvek

5.4. abra

A determinisztikus kdrnyezetfiiggetlen nyelvek kapcsolatat tiinteti fel az
5.4. abra. Természetesen az LL(k) nyelvek nem egyetlen halmazt alkotnak,
hanem, mint tisztaztuk, a k értékének valtoztatasaval egy végtelen egymasba
agyazott halmazsorozatot. Minél nagyobb a k értéke annal nagyobb a halmaz, és
természetesen magaba foglalja az Osszes, nala rovidebb eldretekintéssel
elemezhetd nyelveket.



6. Az automataelmeélet alapjai

6.1. A Turing-gép

Az eddig targyalt ismeretanyag a matematikai nyelvészet, vagy ha ugy tetszik
szamitastechnikai nyelvészet fogalomkorébe tartozott. Ez a tudomany — mint
emlitettik — Chomsky 1956-ban megjelent cikkeivel vette kezdetét.

Az automataelmélet jo husz évvel id6sebb fiatalabb rokonanal, ugyanis
mint kitlinik, a két diszciplina nagyon szorosan kapcsolodik egymashoz.

Turing 1936-ban alkotta meg azt a matematikai objektumot, a rola
elnevezett automatat vagy gépet, mint olyan ,.szerkezetet”, amellyel matematikai
problémak megoldhatdék. Az ebben a fejezetben ismertetett mas automataelméleti
eredmények is jorészt ebbdl az id6bol szarmaznak. A Turing-gép ,,mindossze”
abban kiilonbdzik a kétiranyl mozgast végzo véges automatatol, hogy nem csupan
olvaso-, hanem ir6-olvasé periféridja van. Ennek megfeleléen az automata moz-
gésa soran az éppen elolvasott szimbolumot feliilirja. Amennyiben a Turing-gép
valamilyen realizalasaban gondolkodunk, akkor a véges automatdhoz képest az a
kiilonbség, hogy mig az utdbbindl bemeneti berendezésként egy lyukszalag olvaso
is megtette, addig itt magnesszalagos ird-olvaso periféridra van sziikség.

Itt rogton emlitsiikk meg, hogy mint minden automatat, a Turing-gépet is
tulajdonképpen a vele megoldhat6 feladatok osztalya jellemez. Gondolom, most
mar nem lepi meg az olvasoét, hogy a Turing-gép erejét nagyon sokféle, latszolag
eltérd képességli automataval realizalhatjuk. Tulajdonképpen izlés kérdése, hogy

A Turing-gép bemenete természetesen egy jelsorozat, amely a szalag egy
véges darabjara van felirva. Indulaskor a bemenet legels6 szimbolumat helyezziik
az ir6-olvasofej ald. A magnesszalag tobbi, indulaskor informacidt nem hordozé
része az iires — angolul blank — szimbdlummal van teleirva. A magnesszalag
potencialisan végtelen hossz.

A Turing-gépnél a tobbi automatahoz képest kissé eltéré az elfogadas
kritériuma. A Turing-gép egy jelsorozatot akkor fogad el, ha a jelsorozattal, mint
bemenettel elinditva a Turing-gép elfogad6 allapotban megall. Pontosabban — gon-
dolva a nemdeterminisztikus automatakra is — ha az adott bemenet mellett 1étezik
olyan mozgassorozat, amelyet kdvet6en az automata elfogado allapotban all meg.

Egy Turing-gép — hasonldan a tobbi automatahoz — akkor all meg, ha egy
olyan szituacioba keriil, amelyre nézve nincs mozgasi szabaly.

Ha csak olyan mozgéssorozat talalhatd, amelynek soran az automata
vagy nem elfogadé allapotban all meg, vagy meg sem all, akkor a Turing-gép a
jelsorozatot visszautasitotta.

Matematikailag a Turing-gépet egy hetes irja le:

T=(0,%,T, {Lr} 8, qo, F) (6.1.)
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Itt a O, Z, qo, és F értelmezése a szokasos, vagyis az allapothalmaz, a
bemend alfabéta, az indul6 allapot, végiil az elfogadé allapotok halmaza.

AT a szalag szimbolumainak alfabétaja. Minthogy indulaskor a szalagon
a bemeneti jelsorozat talalhatd, amely természetesen a bemeneti alfabéta
szimbdlumaibdl all, igy a bemeneti alfabéta a szalag alfabétdjanak részhalmaza:

ScT (6.2.)

A részhalmaz valodi részhalmaz, hiszen az iires szimbolum (blank) eleme a I'-
nak, de nem eleme a Z halmaznak. Az {ires szimbolumot jellje 1.

Az {[,r} halmaz a mozgés iranyat adja meg. Elvben a szalag az automata
miikddése soran helyben is maradhat, de — mint ezt a véges automataknal tisztaztuk
— ez nem ndveli az automata erejét, igy ezt a lehetéséget joggal kihagyhatjuk.

A mozgasi szabalyok most is egy leképezést reprezentalnak. A mozgas
csakis az automata allapottol és az olvasott szimbolumtol fiigg. A mozgas kovet-
kezményeképpen megvaltozik az automata allapota, az olvasott szimbolum feliil-
irodik, végiil az ir6-olvasofej vagy jobbra, vagy balra elmozdul.

A leképezés tehat a kovetkezoképpen szemléltetheto:

OxI'=0xI-{e})x {Lr} (6.3.)

Mig a mozgas meghatarozasakor barmely szimbolum, igy a s is

szerepelhet, addig feliilirdsra altalanosan elfogadott konvencidé szerint ez a

szimbolum nem hasznalhat6. A (6.3.) Osszefiiggésben ezért szerepel a baloldalon
a T, a jobboldalon pedig a (I'-{#7}) halmaz.

A leképezés nem zarja ki, hogy legyenek olyan mozgasi szabalyok is,
ahol az olvasott szimbolum a ». Ebbdl kovetkezik, hogy az ir6-olvaséd fej
elkalandozhat a szalag szliz, a bemeneti jelsorozattal nem érintett részére is.
Minthogy megallapodasunk szerint a szalag mindkét iranyban potencialisan
végtelen hosszi, az ird-olvasofej tetszélegesen messzire tavozhat kiindulasi
helyzetét6l. Ugyanakkor mindig pontosan lehet tudni, melyek a szalag még
érintetlen részei, hiszen itt, és csakis itt hordoz a szalag o1 szimbolumot.

Az természetesen teljesen legalis, hogy egy a » szimbolum szemantika-
javal azonos szemantikaji szimbolumot hasznalunk. Ilyen értelemben
informalisan mindenképpen mondhatjuk, hogy egy karaktert a » szimbolummal
irtunk feliil. Egyébként vannak szerzok, akik szemrebbenés nélkiil hasznaljak a s
szimbolumot feliilirasra is.

Persze egy Turing-gép specifikaldsakor itt sem kell megadni a teljes
leirast. Elegend6, ha csak a mozgasi szabalyokat soroljuk fel, ligyelve arra, hogy
a leiras egy g, allapotbol kiindul6 szaballyal kezdddjék, és megadjuk az elfogado
allapotok halmazat.

Végiil, ha ez nem egyértelmi, kiilon fel kell tiintetni a bemeneti alfabetat.
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Lassunk egy példat a Turing-gépre:
Legyen a nyelv, amelyet a Turing-géppel el kivanunk fogadtatni:
L=wew {w |lw=(auUb)"}
vagyis a nyelv olyan jelsorozatokat tartalmaz, ahol egy tetszoleges nem iires az a
¢és b szimbolumokbdl allo jelsorozat a ¢ szimbolum utan megismétlodik.
A Turing-gép mikodésének alapgondolata az lesz, hogy az eredeti és az
ismétlo jelsorozatot szimbolumonként 6sszehasonlitjuk.

Az automata mozgasi szabalyai a kdvetkezoek lesznek:

3(q0,a@) = (qa,. X, 1) 8(qo, b) = (qv1, X,7)
3(qa1, @) = (qa1, a, 1) 3(qa1, b) = (qa1, b,r)
3(gv1, @) = (qv1, @, 1) 3(qo1, b) = (qv1, b,r)
8(Gat1, €) = (qa2,C, 1) 3(gv1, ©) = (qv2, ¢.7)
8(qa2, X) = (qa2, X, 7) 3(gv2, X) = (gv2, X7)
(g, a) = (g3, X, ) d(gva, D) = (g3, X))
3(gq3 X) = (g3, X, ) 3(q3, ¢) = (g4, ¢,])
3(qs, @)= (g5 a, ) 3(qs b) = (g5 b))
3(qs, @) = (g5 a, ) 8(qs, b) = (g5, b,])
(g5, X) = (qo. X, 1) 8(qs, X) = (g6, X;1)
3(qs, X) = (g6, X, 1) 3(qs ) = (g6 1)

0(ge,b1) = (q7, b1, 1)
Az automata egy szimbolum elolvasasaval kezdi munkajat. A szimbolumot az

automata allapotaban memorizalja, ugyanakkor a szalagrol torli. Ilyen memori-
zalast mar alkalmaztunk, amikor a mélybelaté veremautomataval egyenértékii
automatat konstrualtuk. Akkor a teljes belelatasi mélységben talalhatd informa-
ciot az automata allapotaban taroltuk.

Ezutan az automata végighalad az eredeti szoveg még el sem olvasott,
illetve a vizvalasztoként szerepld ¢ szimbolum utdn az ismétld széveg mar
elolvasott részén. Amennyiben az ismétld szoveg els6 még el nem olvasott
szimboluma megegyezik az allapotban tarolttal, akkor ezt is torli, és visszafordul.

Amikor az automata visszaérkezett az eredeti szoveg utolsd, mar
elolvasott szimbolumahoz, az egész folyamat tjra kezdédik.

Ha mar nincsen olvasatlan szimbolum, amit az automata ugy detektal,
hogy nem taldl a ¢ szimbolum el6tt ki nem t6r6lt szimbdolumot, akkor
meggy6zodik arrol, hogy az ismétld szoveg szimbolumai is elfogytak. Ezt ugy
érzékeli, hogy az olvasott szimbolumokat &1 koveti.

Ebben és csakis ebben az esetben keriil az automata az elfogadast jelentd
q7 éallapotba.

Az automata minden szituacidhoz csak egy, pontosabban legfeljebb egy

mozgéast rendel. Az automata determinisztikus. Konnyli belatni, hogy ez adott
esetben a két jelsorozatot elvalaszto ¢ szimbolum jelenlétének kdszonhetd.
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Emlitettik mar, hogy — mint minden automata, — a Turing-gép is egy
szamitasi potencidlt képvisel. Vajon milyen mértékii a Turing-gép szamitasi
képessége? Erre vonatkozoan Church deklaralt egy feltételezést, amelyet
Church-tézis néven emlegetnek.

Ez nem tétel, amely bizonyithatd, hanem allitas, amiben hinni kell. Teljes
megegyezésben Church nevével — angol jelentése egyhaz, templom — ez a tézis
bizonyos értelemben hittételnek tekinthetd.

A Church-tézis azt allitja, hogy minden probléma, amelyre eljaras,
procedura szerkeszthetd, Turing-géppel megoldhat6. Ez nagyon stlyos kijelentés,
hiszen ez annyit jelent, hogy a Turing-gép a matematikai értelemben vett
megismerhetdség hatara.

Ebbdl kovetkezden az ember azokra és csakis azokra a kérdésekre tud
valaszt adni, amelyekre a Turing-gép is képes.

Korabban mar szoltunk az algoritmus és a procedura kozotti kiilonb-
ségrol, és az algoritmikusan eldonthetetlen problémakrol. Ezeknek a kérdéseknek
megfogalmazasa, tisztazasa, és egyaltalaban ezen fogalmak definidlasa is ennek
az id6szaknak az eredménye.

Ismeretelméleti szempontbodl a fenti felismerésnek a jelent6ségét lehe-
tetlen tilértékelni. Midta az emberiség egzakt tudomanyokkal foglalkozik — és ez
az idészak joval tobb, mint kétezer év — az volt az altalanosan elfogadott vélelem,
hogy minden szabatosan megfogalmazott probléma megoldhatd. A lehetséges
megoldasok halmazaba persze bele kell érteni azt az esetet is, amikor bizonyit-
hatdan nincs megoldas. Ilyen probléma példaul a kér négyszogesitése.

Ha valamelyik kérdésre ez id0 szerint nem ismerjiik a valaszt, akkor a
régi felfogas szerint ez annak tudhato be, hogy ismereteink még nem eléggé
pallérozottak, a valasz kimunkalasa majd az utdkor feladata lesz. Valoban, sok
korabban valasz nélkiil maradt kérdésre adta meg a tudomany késobb a feleletet.

Ez volt az allaspont egészen az 1930-as évekig. Addig a legnagyobbak is,
igy kora matematikus fejedelmének tekintett David Hilbert is hasonléan gondol-
koztak. Amikor a szazadfordulon — te jo ég, mar specifikdlni kell, hogy a XIX. és
XX. szazad fordulojan — megfogalmazta, mintegy megjosolta azokat a feladatokat,
amelyeket a XX. szdzad matematikusai majd megoldanak, akkor 6 fekete fehér ala-
pon, tehat vagy a megoldas, vagy a megoldhatatlansag bizonyitidsa gondolkodott.
Az, hogy bizonyos feladatokat elvileg sem lehet megoldani, fel sem meriilt.

Talan kissé patetikus, de szerintem igaz az az allitas, hogy az algoritmi-
kusan eldonthetetlen feladatok 1étének felismerése alapjaban valtoztatta meg a
vilag felismerhetdségével kapcsolatos nézeteinket.

Visszatérve a Church-tézis mondanivaldjara, meglepd lehet, hogy egy
csak elfogadas és visszautasitds kozott valasztani képes, tehat csak igen-nem
valaszra alkalmas gép minden kiszamithatdé probléma megoldasara
felhasznalhat6. Ez praktikus szempontbol valoban hatrany, de nem elvi akadaly.
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Gondoljunk csak a barkochba jatékra. Az informéaciot tehat igen-nem valaszok
utjan is megkaphatjuk, csak kissé bonyolultabban.

Egyébként mas szaktudomanyok sokkal rokonszenvesebb forméban
definialjak a Turing-gépet. Van, amelyik a szalagra kiirja a valaszt, esetleg a
mukodés gyorsitasara, és attekinthetébbé tételére tobb szalagot hasznal. Ezek
valoéban kényelmesebben adnak valaszt a feltett kérdésre. Valamennyi ilyen
Turing-géprol bebizonyithatod, hogy ereje, megoldasi képessége nem nagyobb a
mi barkochbazni kényszeriild Turing-gépiinknél. Ne higgyenek tehat a
definicioknak. Nem az a Turing-gép, az is egy Turing-gép.

A Church-tézis tétellé valo élesitésének lényegében az az akadalya, hogy
az algoritmus fogalmanak nincs formalis, vagyis matematikai szempontbdl
szabatos leirasa. Megfogalmazasa ota, vagyis tobb mint 60 éve nem mertiltek fel
kételyek igazsagat illetden. S6t. A 80-as években Zohar Manna bebizonyitotta,
hogy mindaz, ami a legbonyolultabb fiiggvények, a parcialis rekurziv
fiiggvények segitségével megoldhatd, az Turing-géppel is kiszamithato.

Az elobb emlitett fliggvények azért parcialisak, mert értelmezési tartoma-
nyuknak csak egy részében adnak eredményt, és azért rekurzivak, mert a fliggvényt
definial6 kifejezésben rekurziv médon szerepelhet Gnmaga a fliggvény is.

Természetesen minden fiiggvény, ha torténetesen nem parcialis vagy
nem rekurziv, felfoghatd, mint az el6bbi fliggvényosztaly specialis esete.

Mindenesetre az elmult évek 0j eredményei csak megerdsithettek minket
a Church-tézis igazsagéba vetett hitiinkben.

A Church-tézis alapjan a Turing-gépet 0gy tekinthetjilk, mint a
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6.2. A Turing-gép lehetoségei

Nem kell hozza kiilonleges fantdzia, hogy a szamitogépet a Turing-gép
realizacidjanak tekintsiik. Valoban a kozvetlen hozzaférésii memoria allapotat
feleltethetjiik meg a Turing-gép allapotainak, mig a hattér memoridk jatszhatjak a
Turing-gép szalagjanak szerepét.

Az egyetlen kiilonbség az absztrakt Turing-gép és a valdsagos
szamitogép kozott az, hogy az utobbi hattér memoridja csak korlatos informacioé
tarolasara képes.

A Church-tézisre gondolva ebbdl az is kovetkezik, hogy barmely algorit-
mikusan eldontheté kérdés szamitogépes megoldasanak nincs elvi, hanem csak a
szamitogép méretét illetden gyakorlati akadalya.

Forditva, mindazokat a jol ismert és bevalt fogasokat, amelyeket
szamitogéppel meg tudunk valositani, Turing-géppel is megtehetjiik. gy példaul
a Turing-gép szubrutinként hasznalhato.
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Definidljunk ugyanis egy Turing-gépet, amely a szubrutintdl vart
funkciot valositja meg. Legyen adott egy masik Turing-gép, amely az elobbi
Turing-gép szolgaltatasait szubrutinhivas formajaban kivanja igénybe venni.

A két Turing-gép allapotai alkossanak diszjunkt halmazokat, ¢és
egyesitsilk a két gépet egyetlen géppé. Ha ezt az egyesitett gépet a hivo gép
kezddallapotabol inditjuk el, akkor nyilvan csakis a hivo Turing-gép allapotai
érvényesiilhetnek. A szubrutinként szolgalo Turing-gép mintha ott sem lenne.

Ha a szubrutint aktivizalni akarjuk, akkor olyan mozgasi szabalyt kell
bevezetniink, amely az egyesitett gépet a szubrutin-gép kezddallapotaba viszi at.

Most viszont a szubrutin Turing-gép allapotain térténik mozgas, és a gép
végrehajtja a kivant funkciot.

Amikor ez a szubrutin-gép befejezte munkajat, tehat megallna, akkor
megallas helyett egy 0j mozgasi szabaly ismét a hivo gép alkalmas allapotaba
viszi at az egyesitett Turing-gépet. A hivo Turing-gép ezutan folytatja munkajat.

Persze itt is, éppugy mint a szamitégépek esetében, szubrutin hivasakor
gondoskodnunk kell arrdl, hogy hivaskor a hivott, visszatéréskor pedig a hivo
hozzaférhessen a mikddéséhez sziikséges valamennyi informaciohoz. Ez
azonban — mint érzékelhetd — csupan technikai és nem elvi nehézséget okozhat.

Nagyon konnyen szerkeszthetiink példaul olyan szubrutint, illetve azt
realizald Turing-gépet, amely beszur, vagy olyat, amely kitdrol egy szimbolumot
a szalag alkalmas helyén. Ennek megvalodsitasa érdekében célszerii az eredeti
Turing-gépet kissé feltupirozni. Allapotterét bévitsiik ki annyira, hogy képes le-
gyen egy szimbolum memorizaldsara, szalagjat pedig szélesitsiik ki annyival,
hogy azon még egy markerjel elférjen.

Beszuras esetén tételezziik fel, hogy a beszrandé szimbolum a kibovitett
allapotban van tarolva. Markerrel megjegyezziik a beszliras helyét, és valamelyik
iranyba, példaul jobbra lépiink. Ezutdn a kiolvasott szimbolumot az allapotban
tarolttal felillirva, az allapotban a most kiolvasott szimbdolumot memorizaljuk.
Minden ilyen operacié utan jobbra lépve elsétalunk a szalag azon darabjanak
végéig, amely informaciét hordoz, vagyis amig s szimbolumot vagy ezzel
egyenértékli jelet nem talalunk. Ezutan ha sziikséges, a szalag tartalmat
valtozatlanul hagyva visszamegyiink a markerjelig, és azt toroljiik.

Ha torolni akarunk egy szimbolumot, akkor megjegyezziik a torlés
helyét, majd elgyalogolunk a szalag informéaciét hordozd részének végéig.
Ezutan a »1 jellel egyenértékli szimbolumot helyeziink el a kibdvitett allapotban,
¢s ugyanazt a miveletet hajtjuk végre, mint elobb, vagyis a kiolvasott
szimbolumot az allapotban tarolttal feliilirjuk, mikézben a kiolvasott
szimbdlumot memorizaljuk. Az eltérés csupan annyi, hogy most nem balrél
jobbra, hanem jobbrdl balra Iépegetiink. Ha elértiink a markerjelig, akkor azt
kitoroljiik és megallunk.
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Igaz, ezek a funkciok nem tal bonyolultak, de remélem, ez a két demonst-
rativ példa is érzékelteti, hogy bonyolultabb, de egyértelmiien definilt feladatokra
kisebb-nagyobb gonddal, de szerkeszthetd szubrutinként miikodd Turing-gép.

Emlitettiik, hogy az altalunk megadott definici6 a Turing-gépnek csak
egyik lehetséges megadasi modja. Igy Turing-gép példaul az a gép is, amelynek
ir6-olvasofeje alatt nem egy szalag, hanem egy magneses sik helyezkedik el. Itt
tehat nem kétirany — jobbra, balra — hanem négyiranyt — jobbra, balra, fel, le —
mozgas képzelhetd el. Amennyiben hisziink a Church-tézisben, akkor igazolas
nélkiil el kell fogadnunk azt az allitast, hogy ennek az automatanak az ereje sem
lehet nagyobb a Turing-gépnél. Egyébként nem nehéz belatni, hogy ez a gép sem
tud tobbet, mint szalag mentén mozgd kisdecse.

Foglaljuk ugyanis téglanyba a siknak azt a részét, amely informdaciot
hordoz. Az igy kialakitott téglanymatrixot taroljuk a szalagon sorfolytonosan, a
sorokat egy uj, eddig nem szerepelt szimbolummal elvalasztva. A kezdésor
elejét, és a zarosor végét két ilyen szimbolummal jeloljiik.

Amennyiben a sikbeli automata jobbra vagy balra mozog, akkor az 6t
szimuldlé szalag automata mozgdsa megegyezik a sikbeli automataéval.
Kinosabb a helyzet, ha a sikbeli automata példaul felfelé mozog. Ilyenkor a
szalagos automata iro-olvasofejének természetesen az el6z6 sor ugyanolyan
sorszdmu szimboluma f61¢€ kell keriilnie.

Ennek megvaldsitasara példaul a kovetkezo modszert hasznalhatjuk. Egy
markerrel megjegyezziik a kiindulasi helyet, és egy masik markert helyeziink el
az el6z0 sor elején. Ezutan az ir6-olvasofej ingajaratot végez a két marker kozott,
mikozben az eredeti markert mindig egy hellyel balra, az ujat pedig egy hellyel
jobbra csusztatjuk. Nyilvanvald, hogy amikor az eredeti marker a sor elejére ér, a
masik marker éppen a kivant pozicidban lesz.

Amennyiben a sikbeli automata felségteriiletét felfelé vagy lefelé
elhagyna, akkor a mozgas megkezdése eldtt a szalagos automata a szalag elejére
vagy végére Uj sort kell irjon. Ha az automata jobbra vagy balra 1épne ki az
eredeti téglanymatrixbdl, akkor a szimulalas eldtt minden sor elejére illetve
végére egy a o szimbolummal egyenérték(i szimbdolumot kell beszurnunk.

Nem vitas, a szalagautomata sokkal lassabban miikddik, mint sikbeli
testvére, de ett6l fliggetleniil alkalmas annak szimulalasara.

Egy masik kisérlet az altalunk megadott definicio szerinti Turing-gépnél
nagyobb erejii automata megszerkesztésére, ha a gépet nem egy, hanem n
szalaggal latjuk el. A szalagoknak egymadstol fiiggetlen ir6-olvasofejiilk van. Az
ilyen gép mozgasat a gép allapota és valamennyi szalagrél leolvasott szimbolum
egylittesen hatarozza meg. A mozgas hatasara a gép 0j allapotba megy at,
valamennyi olvasott szimbdélumot feliilirja, végiil mindegyik szalag egymastol
fliggetleniil vagy jobbra, vagy balra 1ép, illetve helyben marad.
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Ezzel az n szalagos és ir6-olvasofejes géppel egyenértékii Turing-gépet a
kovetkez6 modon szerkeszthetiink.

Az 0j gép szalagjat valasszuk olyan szélesre, hogy rajta mind az n
szalagon tarolt informacié egymas alatt elférjen. Ezen tilmenden legyen hely
savonként egy-egy marker szdmara is.

A szimulalt gép ir6-olvasofejeinek helyzetét a szalagon markerekkel
jeloljiik. gy minden savban talélhato egy marker. Az egyszalagos gép megkeresi
valamennyi markert, kiolvassa az ott talalhaté informaciot, és tarolja azt a megfele-
16en kibovitett, €s véges sok informacié memorizalasara alkalmas allapotterében.

Ha minden informacio rendelkezésre all, akkor kideriil, melyik mozgasi
szabalyt kell szimuldlni. Az ir6-olvasoéfej megint végiglatogatja az 6sszes marker
helyét, a szimulalt szabalynak megfelelden feliilirja a szimbolumot, és a markert
jobbra vagy balra csusztatja. Ennek soran célszeriien rogton ki is olvashatja az 1ij
szimbolumot, igy az 10j allapot beallitasaval egyidejiien dsszegyijtheti a kdvet-
kez6 1épés megtételéhez sziikséges informaciot.

Az allapottérben meglehetdsen sok informaciot kell tarolnunk. Minden
szalagrol egy szimbolumot memorizalunk. Tudnunk kell, hogy ez a szimb6lum
még a feliilirasra hasznalando, vagy mar az Ujonnan kiolvasott szimbolum-e.
Minden savra kiilon meg kell adni, hogy jobbra vagy balra torténik-e a
csusztatas, esetleg helyben marad az ir6-olvasofej. Végiil tudnunk kell, melyik
szalagon helyezkedik el a baloldali, illetve jobboldali szélsé marker.

Kétségtelen munkas dolog egy szalaggal egy n szalagos gépet szimu-
lalni, de lehetséges.

A gondolatmenetet ellentétes iranyban is megprobalhatjuk, kereshetiink
egy a definialtnal egyszeriibb, de az eredeti Turing-géppel azonos erejii automa-
tat. fgy példaul az a gép, amelynek szalagja csak egyik iranyban tartalmazhat
tetszélegesen hosszu informaciot szintén Turing-gép ereju.

Vegylink ugyanis egy Turing-gépet, ahol a szalag természetesen mindkét
iranyban tetszéleges hosszban feliilirhato. Féloldalas gépilinknek legyen dupla
széles a szalagja. Az eredeti Turing-gép szalagjat hajtsuk ketté, és egyik felének
kettéhajtas helyére irjunk egy 1j, forditokorong szemantikaji szimbolumot.

A féloldalas automata allapotaban memorizalni kell, hogy a felsé vagy az
als6 savon dolgozunk-e. Feliilirasnal természetesen a nem hasznalt sav szimbo-
lumai valtozatlanok maradnak. A fels6 savban az eredeti és az 01j gép mozgasi
szabalyai azonosak, az als6 savban az j gép az eredetivel ellenkez6 iranyban 1ép.
Ha a forditokorongra lépiink, savot valtoztatunk, és egyet visszamegyiink.

Amennyiben egy veremautomatat nem egy, hanem két veremmel latunk
el, akkor képességei a Turing-géppel lesznek azonosak. A kettés vermi
automataval egy Turing-gép ugy szimulalhatd, hogy az egyik verem az ir6-
olvasofejtol balra, a masik a jobbra eso tartalmat tarolja. A fej alatti szimbolumot
valamelyik verem tetejére rakjuk.
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Indulaskor a szalag tartalmat betdltjiikk az egyik verembe, majd annak
érdekében, hogy a sorrend helyes legyen, attoltjik a masikba. Ezek utan a
szalaghoz hozza sem nyulunk, csupan e-mozgasokkal szimulaljuk a Turing-gép
mozgasat. Ebben a fazisban az eredeti Turing-gép és a kettds vermil automata
szituacioi egy-egy értelmii megfeleltetésben vannak. A Turing-gép szalagjan 1évo
informacié megvaltoztatasa triviadlis moédon vihetd at a két verem tartalmanak
megvaltoztatasara.

Szamlalé automatanak hivjak az olyan automatat, amelynek szalagjan
csak egyetlen helyen van a tobbitdl megkiilonboztetd jel. Az informaciot az
olvasofejnek ettdl a jeltdl 1épésekben mért tavolsaga szolgaltatja.

Konnyt belatni, hogy egy verem minddssze két ilyen szalaggal szimulal-
hat6. Az informaci6 tarolasara tulajdonképpen elegendd volna egyetlen szalag, a
masik szalagra csak a két miivelet, a beiras és a kiolvasas miatt van sziikség.

Legyen ugyanis a veremautomata vermének alfabetdja k-1 szamossagu.
Jeloljiik az egyes szimbolumokat az 1 ... k-1 intervallumba esé szamokkal.
Legyen a veremben m szimbolum, az elsé szimbdlum van a verem legaljan, az m
sorszamu a verem tetején.

Ezek utan a verem tartalmat egyetlen szammal jellemezhetjiik:
i + i K i K.+ K™
Itt §j a j sorszamu verembeli szimbolumnak megfeleltetett szamértéket
jeloli. Minthogy ez az érték mindig kisebb, mint k, a megadott szam valdban
egyértelmiien jellemzi a verem tartalmat.

A kiolvasas mechanizmusa a kovetkez6. Kiindulaskor az egyik szalag
olvasdja ezt a szamot memorizalja, vagyis az olvasofej éppen ennyi lépéssel tavo-
lodott el a jeltél, mig a masik szalag olvasofeje éppen a jelen all. Az automataban
van egy szamlalo, amely a megtett Iépéseket szamolja. A szamot tarolo szalag
olvasofejét 1éptessiik vissza egészen a jelig. Kozben, amikor az olvasofej k 1épést
megtett, eggyel 1éptejiik a masik szalagot, és a szamlalot nullazzuk. Mire az infor-
maciot eredetileg tartalmazd szalagon az olvasofej a jelhez ér, a szamlalo értéke
adja a verem tetején 1évo szimbolum értékét, mig a masik szalag a verem v tartal-
mat memorizalja. A két szalag szerepe tehat felcserélodott.

Beiraskor a kiindulo allapot ugyanaz, mint elébb, hiszen ez a szamlalo
automata alaphelyzete. Most is visszaléptetjiik az olvasofejet a jelig, de kdzben
minden visszalépésnél a masik szalag k 1épést tesz meg. Amikor ezzel
végeztiink, akkor a beirandd szimbolum kodjanak megfeleld szamu 1épéssel
megtoldjuk a szalag lépésszamat. Konnyii belatni, hogy a tarolt érték ismét a
verem Uj tartalmanak felel meg.

Azt mar megmutattuk, hogy egy Turing-gép egy kettds vermil
automataval egyenértékli. Azt is lattuk, hogy két szamlalé szalaggal egy verem
informéaci6 tartalma kezelhetd. Ebbdl kovetkezik, hogy négy szamlaloszalaggal
egy Turing-gépet lehet szimulalni. Ez magatol értetddo.
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Mint az alabbiakbol kitlinik, nem kell békeziien négy szalaggal ellatni a
szamlalo gépet, mert kétszalagos valtozata is ugyanolyan szamitasi képességii,
mint a Turing-gép.

Az igazolas gondolatmenetébdl csak azt a kritikus elemet érzékeltetjiik,
amely megmutatja, hogyan lehet két szamlalo szalaggal két, illetve akarhany
verem tartalmat kezelni.

Azt a korabbi eredményiinket, hogy egy verem tartalmat hogyan lehet
egyetlen szammal jellemezni, itt is felhasznaljuk. Legyen a két verem tartalmat
jellemz6 két szam p és q. Amennyiben az egyik szalagon a
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szamot taroljuk, akkor ezzel mindkét szamot és igy mindkét verem tartalmat
hozzaférhetden ismerjiik. Itt @ szorzas jele. A kivant informacié kinyerése csak
technikai kérdés.

Példaképpen azt az esetet részletezziik, amikor valamelyik, mondjuk, a
masodik verembdl akarjuk kiolvasni a verem tetején taldlhatoé szimbolumot.

Elészor a szamlaloszalag tartalmat ottel osztjuk, vagyis az olvasofejet
Otosével visszaléptetjiik. A masik szalagot az els6 szalag minden 6t 1épése utan
eggyel tovabbitjuk. Amennyiben a szam oszthaté volt ottel, vagyis az utolséd
1épésnél éppen a jelhez értiink, akkor az automata allapotaban tarolt szamlalon
egyet szamlalunk, és a két szalag szerepének felcserélésével jbol osztunk Gttel.
Ha bekdvetkezik az az allapot, amikor a kapott szam mar nem oszthato ottel,
akkor a szalagon rekonstrualjuk az osztasi kisérlet el6tti allapotot.

Az allapotban tarolt szamlalé természetesen nem képes tetszdleges szam
tarolasara, hiszen az allapothalmaz véges kell legyen. Ez nem is kdvetkezik be,
mert valahanyszor a szamlalé elérte a k értéket — k mint emlékeziink, a verembeli
alfabeta szamossaganal eggyel nagyobb szam — a szalag tartalmat megszorozzuk
kettovel, és az allapotban elhelyezett szamlalot nullazzuk.

Az egész hosszadalmas miivelet utan a szamlalo szalagon 6rzott szam.
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alaku lesz, ahol r értéke megfelel a masodik verem kiolvasas utani tartalmanak,
mig az allapotban tarolt szamlalo allasa megadja a kiolvasott szimbolumot.

Az ebben a jatékban bizonyos gyakorlatra szert tett olvasd szamara nem
jelenthet problémat, hogy a 2 kitevojét az 5 kitevojének irjak at.

Minthogy a primszamok megszamlalhatoan végtelen sokan vannak, ezzel
a modszerrel tetszéleges szamil verem informacidja kezelhetd egy két szalaggal
bird szamlal6é automataval.

A Turing-gép lehetdségeirdl szolva kiilon ki kell emelniink a szimulacios
képességét. Készithetd ugyanis olyan Turing-gép amellyel egy masik Turing-gép
mozgasi szabalyait kozolve az a tovabbiakban ezen mozgasi szabalyok szerint
viselkedik, vagyis szimulélja a megadott Turing-gépet. Az ilyen, mas tetszéleges
Turing-gépet szimulalni képes gép neve univerzalis Turing-gép.
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A fenti allitasban tulajdonképpen semmi meglepd sincsen. A szamitogé-
peknél ezt a triikkot széles korben alkalmazzak. Minden szamitogépnek ugyanis
megvan a maga gépi utasitas rendszere, az adott szamitogép anyanyelve. Ez a
Turing-gép mozgéasi szabalyainak analogonja.

Ez a gépi utasitaskészlet azonban nagyon nehezen kezelhetd, és éppen
ezért egy masik utasitaskészletet, egy szamitogépes nyelv leirasat taplaljuk be
valamilyen forméaban a szadmitogépbe, és ennek hatdsadra a szamitogép ugy
viselkedik, mintha a szamitastechnikai nyelv lenne a szamitégép anyanyelve.

Az itt hasznalt terminoldgiaval azt a tényt, hogy a gép nem sajat nyelvé-
nek, hanem a szamitastechnikai nyelvnek az utasitasait érti meg, Ugy
interpretalhatjuk, hogy a gép egy masik gép mozgasi szabalyai szerint mikddik.

Az univerzalis Turing-gép realizalasanak egyik lehetséges modja, hogy a
szimulalandoé gép mozgasi szabalyainak kodolt leirasat a szalagon hagyjuk, és
egy szimbolum olvasasakor az univerzalis Turing-gép a szalagon talalhatod
specifikacidval konzultalja meg a teenddket.

Az alabbiakban vazlatosan ismertetjiik az univerzalis Turing-gép egyik
ilyen elvii megvaldsitasat.

Koédoljuk mind a szimuldlandé Turing-gép, mind a bemend adatok
leirasat ugyanabban a kodrendszerben. Legyen ez az egyes szamrendszer. Ebben
csak két szimbolumot hasznalunk, példaul az egyest ¢s a nullat. Ez utobbit csak
mint elvalaszto karaktert alkalmazzuk.

Szamozzuk meg sorjadban mind az automata allapotait, mind a szalag
alfabetajanak szimbolumait, és kodoljuk azokat szamozasuknak megfelelé szamu
egyessel. Az egyesek ilyen sorozatanak végét mindig az elvalasztd szimbolum,
esetiinkben a nulla jelzi.

A Turing-gép mozgasi szabalyainak baloldalan egy allapotbdl és egy
olvasott szimbolumbol 4ll6 kettds, mig jobboldalan egy harmas all. Ez utobbi egy
allapotot, egy szimbolumot és egy jobbra vagy balra Iéptetési utasitast tartalmaz.

A szabalyok leirasanal azoknak csak jobboldalat adjuk meg, a baloldalt
pozicionalisan kodoljuk.

Egy mozgasi szabaly jobboldalat harom, egyesekbdl allo, és egymastol
egyetlen nullaval elvalasztott sorozattal jellemezziik. Az els6 az 10j allapot, a
masodik a feliilirasra hasznalt szimbolum sorszamat adja, mig a harmadik a
1éptetés iranyat jelzi. Példaul egy egyes jobbra, két egyes balra 1éptetést jelent.

Az ugyanahhoz az allapothoz tartoz6é mozgasi szabalyokat egymas utan, az
olvasott szimbolum sorszamanak megfeleld sorrendben, de most mar két nullaval
elvalasztva adjuk meg. Itt igyelniink kell arra, hogy a legelsd, tulajdonképpen a 0
sorszamhoz tartozo helyet az & szimbolumnak kell fenntartanunk.
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Természetesen, mivel a mozgasi szabalyok baloldalat a pozicié hatarozza
meg, nem hagyhatunk ki egyetlen kombinaciot még akkor sem, ha erre nincsen
mozgasi szabaly. Ilyenkor valamilyen jobboldalként nem értelmezhetd
jelsorozatot alkalmazhatunk. Ugyanigy jelezniink kell, ha valamely allapothoz
nem tartozik egyetlen jobboldal sem, tehat egy egész sor marad el. Ez esetben a
teljes sor helyett alkalmazhatunk egy masképpen nem értelmezhetd jelolést.
Kivételt képez az az eset, amikor a jobboldal utols6 a sorban, illetve a sor utolso
a felsorolasban. Ilyenkor ugyanis a mozgasi szabaly hidnya detektalhato.

Az egyes allapotokhoz tartozé informacioét harom-harom nullaval elva-
lasztva flizziik egymashoz, mig a teljes leirast négy nullaval kezdjiik €s zarjuk.

A mozgasi szabalyokat kdvetéen meg kell adnunk az elfogado6 allapotok
halmazat egymas utan felsorolva az elfogado allapotok sorszamat.

Ezzel az automata egyértelmiien specifikalva van. Itt azzal az egyszert-
sitd feltételezéssel éltiink, hogy az automata determinisztikus, hiszen az eldbbi
leirds szerint egy allapot—olvasott karakter parhoz legfeljebb egy mozgasi sza-
balyt vettiink figyelembe. Nemdeterminisztikus automatak ilyen leképezése kissé
bonyolultabb, de ez csak technikai és nem elvi problémat jelent.

Egyébként — mint késobb kitlinik — minden nemdeterminisztikus Turing-
géphez szerkesztheté egy vele ekvivalens, ugyanazt a nyelvet elfogadd
determinisztikus Turing-gép.

A szalagnak alkalmasnak kell lennie markerjelek befogadésara is.
Az ilyen univerzalis Turing-gép miikodési elve a kovetkezo.

Induléskor a specifikaci6 legelején és a bemend adat elsé szimbolumanal
talalhatd marker. Az els6 feladat az aktudlis mozgasi szabaly megtalalasa. Az
allapotot ismerjiik, hiszen az a kezdéallapot, amelyik markerrel van megjelolve.

Az olvasott szimbolum sorszama szabja meg a keresett jobboldal
helyzetét. Egyenként az adatszimbolum markerének odébb cstsztatasaval
leolvassuk az adatszalagon az egyesek szamat, mikozben minden egyesnél
visszamegyiink a specifikacidhoz, és az ott talalhato markert addig léptetjiik
jobbra, amig egy kettés nullan 4t nem halad. Vilagos, hogy mire az olvasott
szimbdlum egyesei elfogynak, a specifikacié markere éppen az aktudlis szabaly
jobboldalanak elején all, feltéve persze, hogy ilyen szabaly 1étezik.

Kovetkezik az 10j allapot kijelolése. Ebbdl a célbol visszamegyiink a
specifikacid elejére, amelyet egy jabb markerrel latunk el. A megfeleld allapot
megtalalasara ugyanazt a technikat alkalmazzuk, mint el6bb, csak most a mar is-
mert aktualis jobboldalban szamoljuk le az allapotokat jelzé egyeseket, €s most
nem két, hanem harom nullabol all6 sorozatokat kell atlépniink. A miivelet végén
a marker az 0j allapot indulasi helyén lesz.
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Ezutan keriilhet sor az olvasott szimbolum feliilirasdra. Az aktualis
jobboldal masodik elemét — ide-oda vandorolva — Gsszehasonlitjuk az olvasott
szimbolum sorszamaval. Ha az 0j szimbolumnak mas a sorszama, akkor az
egyeseket beszuro, illetve kitorld szubrutint hivjuk segitségiil.

Utolso lépésként az adatszalagon kell a markert az aktualis jobboldal har-
madik elemének megfelelden, egy szimbolummal jobbra vagy balra 1éptetniink.

Vegyiik észre, hogy az egész nem tl bonyolult, de meglehetdsen hossza-
dalmas miiveletsorozat végén a markerek a helyiikon allanak, tehat hozzakezdhe-
tiink a kdvetkez6 mozgas szimulalasahoz.

Ha valamelyik kombinacidhoz nem tartozik mozgasi szabaly, akkor az
automata megall. Ilyenkor meg kell allapitani, hogy a megallas allapota elfogadd
allapot-e vagy sem. Az allapotot a marker helye jelzi. A specifikacid végén szere-
pel az elfogadé allapotok listaja, ennek alapjan az el6bbiekhez hasonlé technikaval
kiderithetjiik, hogy a szimulalt gép a jelsorozatot elfogadta-e vagy sem.

A fent vazolt médszerrel persze csak az egyik iranyban korlatlan hosszusa-
gu szalaggal bird Turing-gépet modellezhetjiik, hiszen a szalag egy része, az, ahol
a specifikacid van, tabu, amelyet nem irhatunk feliil. Ez azonban nem jelent korla-
tozast, mert mint lattuk, minden Turing-géphez szerkesztheté egy ilyen, szalagjat
csak az egyik iranyban korlatlan hosszban hasznald, és az eredeti Turing-géppel
ekvivalens, vagyis ugyanazt a nyelvet elfogado Turing-gép.

Egy ilyen, a fent vazolt megoldast univerzalis Turing-gép nagysagren-
dileg 60 mozgasi szaballyal megoldhaté. A szabalyok nem bonyolultak, inkabb
az okozhat problémat, hogy az egyébként egyszerii miikodésmodot aprolékosan
at kell gondolni.

Példaképpen megadjuk egy Turing-gép olyan leirasat, amelyet a fenti
univerzalis Turing-gép a szimulacié céljaira felhasznalhat.

Legyenek a szimulaland6 Turing-gép mozgasi szabalyai a kovetkezoek:

3(q1. @) = (q1, a, 1)
8(q1, b) = (g2 b, 1)
8(q2 a) = (q1, a, 1)
(g2, b) =(q2 b, 1)

Azt hiszem az olvaso felismerte, hogy ez a Turing-gép ugyanazt a felada-
tot latja el, mint amit a kétiranyt mozgast végzd véges automata példajaban
adtunk meg. A példa demonstrativ jellegli, és az egyszertsitésre valo torekvés
céljabol hasznaltunk Turing-gépet olyan probléma kezelésére, amely véges
automataval is megoldhato.

“ ey

0000 1 00 10101 00 1101101
000 10010101 0011011011 0000
1011 0000
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Talan helyes ehhez a specifikaciohoz néhany magyarazo szot hozzaftizni.

A sz0koz0k természetesen nem szignifikansak, és csakis az attekinthet0ség
novelése érdekében szerepelnek. Minthogy csak két allapot van, az allapotokat
elvalaszté harmas nulla csak egyszer fordul eld. Bar konnyen belathato, hogy az
automata sohasem téved s szimbolumokkal jelzett teriiletre, a leirasban erre is fel
kell késziilni. Ezért all a nulladik szimbolum helyén az 1 00 jelsorozat.

Minthogy mindkét allapot elfogadd allapot, sorszamuk szerepel az
elfogadé allapotok listajan.

Vegylik észre, hogy csupa elfogado allapota ellenére ez az automata sem
fogad el minden jelsorozatot. A visszautasitdis modja itt azonban a végtelen
ciklus, vagyis az automata sohasem all meg.

6.3. A megallasi probléma

Az elébbi példank Turing-gépérdl szinte ranézésre meg tudjuk allapitani, hogy
bizonyos bemeneti jelsorozatokra végtelen ciklusba megy, sohasem fog megallni.

Felvetddik a gondolat, vajon ez a kérdés altalanossagban megvalaszol-
haté-e vagy sem? Legyen adott egy Turing-gép és egy jelsorozat. Eldonthet6-e
barmely Turing-gép, és tetszéleges jelsorozat esetében, hogy ez a gép az adott
jelsorozatra valaha is megall. A nemdeterminisztikus gépekre is gondolva fogal-
mazzunk szabatosabban. Adott a gép, ¢és adott a bemeneti jelsorozat. A kérdés
igy hangzik: 1étezik-e olyan mozgassorozat, amelyre a Turing-gép megall.

A probléma alapvetd ismeretelméleti elveket érint, s jelent6sége messze
talmutat azon a feladaton, amelynek kapcsan a kérdést megfogalmaztuk.

Miel6tt ennek targyalasaba belefognank, tekintsiik at azokat az explicite
ki nem mondott eredményeket, amelyeket az univerzalis Turing-gép vizsgalata
soran kaptunk.

A lehetséges Turing-gép specifikaciok, vagyis azok a jelsorozatok, ame-
getlen nyelvet alkotnak. Minthogy minden Turing-géphez szerkeszthetd ilyen
specifikacio, ez a nyelv valamennyi Turing-gép leirasat tartalmazza. Ebbdl viszont
kovetkezik, hogy az Osszes Turing-gép szama megszamlalhatdan végtelen, €s igy
beszélhetiink els6, masodik, stb. Turing-géprol.

Egy masik fontos tanulsag, hogy a gép leirdsa és bemeneti adatai
ugyanabban a kodban jelenithetéek meg. Szeretném itt felhivni a figyelmet a
szamitogépek hires neumanni elvére, amely szerint a szamitogép nem tesz
kiilonbséget program jellegii és adat jellegii informacio kozott.
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Valoban, itt sincs semmiféle akadalya annak, hogy egy gép leirasat
adatnak tekintsiik, és feldolgoztassuk egy Turing-géppel. Nyilvanvalo, hogy a
gép semmi modon nem érzékeli, hogy a beadott jelsorozat akar egy Turing-gép
leirasa is lehet, hiszen az informacié funkciojat nem az informacio jellege, hanem
a felhasznalds modja szabja meg. Itt pedig az informéaci6 adatként szerepel.

Megtehetjiik azt is, hogy egy Turing-gépnek sajat leirasat adjuk be adat-
ként. Vegylk sorra a Turing-gépeket, és bemenetként kapjak meg sajat
specifikacidjukat. Kérdés, hogyan reagalnak erre a bemenetre a gépek?

Nyilvan lesznek olyanok, amelyek elfogadjak, de olyanok is, amelyek
visszautasitjak ezt a bemenetet.

Azok a leirasok, amelyeket sajat gépiik elfogad, de azok is, amelyek
visszautasitasban részesiilnek, egy-egy nyelvet alkotnak. Legyen a két nyelv neve
Ly és Lp. A 0 index itt arra utal, hogy a Turing-gépek a 0-as nyelvosztaly
nyelveit fogadjak el, bar ennek igazolasaval még ados vagyok.

Az Ly nyelv tehat azon Turing-gépek specifikacioit tartalmazza, amelyek
elfogadjak sajat leirasukat. Vajon készithet6-e olyan Turing-gép, amely ezt a
nyelvet fogadja el?

Erre a kérdésre a valasz pozitiv. Egyszerii eszkozokkel készithetiink
olyan gépet, amely éppen ezt a nyelvet fogadja el.

Elészor is sztrjiik ki azokat a jelsorozatokat, amelyek nem tekinthetdek
Turing-gép leirasnak. Minthogy a Turing-gép leirasokat egy kornyezetfiiggetlen
nyelvtan generalja, ezt a feladatot egy veremautomata is ellathatja.

A tovabbiakban mar csak olyan jelsorozatokkal foglalkozunk, amelyek
gépek leirasai, a tobbit a veremautomata kiszlirte.

Masoljuk le ezutan a szalagon talalhato specifikaciot még egy példanyban,
¢s azt taplaljuk be bemenetként egy univerzalis Turing-gépnek. Az univerzalis gép a
leiras els6 példanyat valoban leirasnak, a masodikat azonban adat fogja tekinteni.

fgy az univerzalis Turing-gép a specifikacioban szereplé gépet szimu-
lalva, feldolgozza annak leirasat. Nyilvanvalo, hogy az ily médon konstrualt gép
éppen az Ly, nyelvet fogja elfogadni.

Mi a helyzet a masik, az Ly, nyelvvel, amely a sajat specifikaciojukat
visszautasitd Turing-gépek leirasat tartalmazza? Vajon erre a nyelvre is
szerkeszthetd Turing-gép?

Sajnos nem. Tételezziik fel ugyanis az ellenkezojét, vagyis azt, hogy léte-
zik egy az Ly nyelvet elfogadd Turing-gép. Ez a gép persze sziikségképpen
egyike a megszamlalhatéan sok Turing-gépnek. Természetesen ennek is van
specifikacidja, és ennek a gépnek is odaadhat6 a sajat leirdsa.

Kérdés, hogyan reagal ez a gép a sajat leirdsara? Ha elfogadja, az hiba,
mert ekkor a leirds nem mondata az Lo, nyelvnek, és igy a gép nem fogadhatna
el. Viszont az is baj, ha nem fogadja el, hiszen ilyenkor ez egy olyan Turing-gép
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leirasa, amelyet sajat gépe nem fogadott el, tehat mondata az L, nyelvnek, és igy
ezt el kellene fogadnia. Mindkét esetben ellentmondasra jutottunk, igy ezek
szerint eredeti feltevésiink volt helytelen, Nincsen tehat az Ly, nyelvet elfogadd
Turing-gép, ez a nyelv nem generativ nyelv.

Az ilyen feloldhatatlan dilemmak kérdése mar régota, az antik gorog
korbdl is ismeretes. Had emlitsek meg egy ismert, késobbi esetet, a katonai
borbély problémajat. A borbély azt a parancsot kapja, hogy borotvaljon meg
mindenkit, aki nem maga borotvalkozik. Ki borotvalja a katonai borbélyt?

Emlékeztetnék arra, hogy minden nyelvtannal generalhaté nyelvre,
vagyis generativ nyelvre készithetd Turing-gép. Annak idején a formalis nyelvek
definidlasakor megallapitottuk, hogy egy adott alfabeta felett kontinuum
szamossagu nyelv 1étezik. A generativ nyelvek ennek a halmaznak egy megsza-
molhatoan végtelen szamossagu részhalmazat képezik.

Eddig mindig olyan nyelvekkel volt dolgunk, amelyek ebbe a
megszamlalhato szdmossagu halmazba estek. Az Ly, nyelv nem tartozik bele
ebbe a sokasagba, nem generativ nyelv. Felhivnam a figyelmet, hogy ezzel egy
Rubicont [éptiink at. Minthogy tdbbet ilyen, nem generativ nyelvvel nem lesz
dolgunk, talan helyesebb tigy mondani, hogy atnéztiink a Rubicon tuls6 oldalara.

Ez utan az elétanulmany utan, térjiink vissza eredeti kérdésiinkhoz. Eldont-
het6-e a Turing-gép megallasi problémaja, vagyis meg tudjuk-e allapitani, hogy
egy adott Turing-gép egy adott bemenetre megall-e vagy sem? A valasz negativ.

Tételezziik fel ugyanis az ellenkezdjét. Ez esetben sziikségképpen 1étezik
egy olyan algoritmus, amellyel kozolve a Turing-gép leirasat, és a bemenetet,
mindenkor megallapithatjuk, megall-e a gép vagy sem.

Minthogy hisziink a Church-tézisben, erre az algoritmusra Turing-gépet
is szerkeszthetiink. Becézziik ezt a hipotetikus gépet szuperokos Turing-gépnek.
Ha létezik ilyen szuperokos Turing-gép, akkor viszont kdnnyen szerkeszthetiink
egy olyan Turing-gépet, amely az L, nyelvet fogadja el.

Legyen adott egy tetszdleges Turing-gép specifikacioja. Adjuk ezt at két
példanyban a szuperokos Turing-gépnek, egyszer mint gépleirast, egyszer mint
adatot.

A szuperokos gép megmondja megall-e a specifikalt gép a bemeneti
adatra, vagyis jelen esetben megall-e¢ a gép sajat leirasat elemezve. Ha nem all
meg, ez visszautasitast jelent, ez a leiras tehat mondata az L, nyelvnek. Eppen
ezért a szuperokos géptdl nyert informécié alapjan a nyelv elfogadasara
szerkesztett géplinket elfogado allapotban allitjuk meg.

Mas a helyzet, ha a szuperokos gép vizsgalata szerint a gép megall az
adott bemenetre. Ekkor az univerzalis gépet hivjuk segitségiil, és a gép leirasat
ennek adjuk at két példanyban.
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A szimuléci6 soran az univerzalis gépnek meg kell allnia, hiszen erre
kotelezi 6t a szuperokos gép itélete. Megallas utan el tudjuk donteni, elfogadna-e
vagy sem a gép sajat leirasat.

Ha elfogadja, akkor a jelsorozat nem mondata az Ly, nyelvnek, mig ha
visszautasitja, akkor a nyelv egy mondatat kaptuk. Ennek megfelelden az Ly,
nyelvre szerkesztett Turing-gép az elso esetben visszautasit, a masodikban elfogad.

Persze ezek mind csak feltételezések. Mi mas okokbol mar tudjuk, hogy
az Lo, nyelvre nem lehet Turing-gépet szerkeszteni. Az az okoskodas, amely
ilyen gép kialakitasara vezet, valahol hibazik. Adott esetben ez a szuperokos
Turing-gép 1étének feltételezése volt. Nincs tehat szuperokos gép, a megallasi
problémara nem készithet algoritmus.

Az a tény, hogy valamely problémara, pontosabban problémaosztalyra
nem készithetd algoritmus annyit jelent, hogy erre a feladattipusra nem adhat6
meg olyan moédszer, amely altalanos, vagyis minden ebbe a kategdridba esé
feladatnal alkalmazhat6. Ez nem zarja ki, hogy egyes konkrét feladatokat egy
szellemes otlet, vagy heurisztika igénybevételével meg ne oldjunk.

Igy példaul ismeretes, hogy negyedfokinal magasabb kitevéjii polino-
mokra nem szerkeszthetd megoldd képlet. Ezzel egyiitt bizonyos polinomok
megoldasa tigyeskedéssel vagy akar ranézésre is megadhato. fgy az x° = 32
egyenletnek egyik megoldasa nyilvan 2.

Visszatérve a Turing-gép megallasi problémajahoz, azt mar lattuk, hogy
vannak olyan gépek, amelyek nem allnak meg bizonyos bemenetekre. Ilyen volt
példaul az az univerzalis géppel szimulalt Turing-gép is, amely minden
visszautasitott jelsorozat esetén végtelen ciklusba keriilt.

Az adott nyelvnél a végtelen ciklus nem sziikségszer(i. Habkonnyen szer-
keszthetnénk olyan, ugyanezt a nyelvet elfogadd gépet, amely minden bemenetre
megall, persze nem mindig elfogadé allapotban. Itt tehat nem a probléma termé-
szete, hanem a Turing-gép szerkesztdjének feliiletessége vagy ligyetlensége miatt
kaptunk egy nem minden esetben megallo gépet.

Felmeriil a kérdés, elkeriilhetetlen a megallni képtelen Turing-gépek tar-
gyalasa, nem lehet-e minden feladatra mindig megalld Turing-gépet szerkeszteni.
Sajnos nem. Vannak olyan nyelvek, amelyeket elvben sem lehet egy minden
bemenetre megalld Turing-géppel elfogadtatni.

Ilyen nyelv példaul az eldbb targyalt Ly, nyelv. Tételezziik fel ugyanis,
hogy létezik egy minden bemenetre megalld és ezt a nyelvet elfogadd automata.
Mint tisztaztuk azokat a jelsorozatokat, amelyek nem egy Turing-gép leirasat ad-
jak, konnyl kiszlirni. Ha most csak az olyan jelsorozatokra szoritkozunk,

crcr

elfogado, az Ly, nyelv mondataira pedig visszautasitd allapotban fog megallni.
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Ha most egy olyan Turing-gépet szerkesztiink, amely a fenti, feltételezé-
stink szerint mindig megalld gépnek a valaszait megforditja, vagyis ha az vissza-
utasit, mi elfogadunk, ha elfogad, mi visszautasitunk, akkor ez a gép éppen az L,
nyelvet fogadja el. Minthogy — mint tudjuk — erre a nyelvre Turing-gép nem
szerkeszthet6, feltételezéslink nem allja meg a helyét. Nincs tehat olyan az Ly,
nyelvet elfogado Turing-gép, amely minden bemenetre megallna.

A Turing-gép megallasa hires, nevezetes probléma. Ez volt ugyanis az
els6 olyan feladat, amelynek algoritmikusan eldonthetetlen voltat felismerték. Ez
volt a kérdés, amely az addig kétpolusi igen-nem valaszokon alapuld,
megoldhatd, nem megoldhaté lehetdségeket ismerd vilagunkat megzavarta.

Tehat most mar harom lehetéségben kell gondolkoznunk, megoldhatd,
nem megoldhato és eldonthetetlen. Sajnos nem, vilagunk nem harompodlust.
Vannak ugyanis olyan problémak, amelyeknek az eldonthetetlen voltat sem
tudjuk megallapitani. S6t ez a gondolatmenet folytathatd. Elképzelhetd olyan
feladat, amelynél az eldonthetetlenség kimutatasanak lehet6ségét sem vagyunk
képesek megallapitani. Es ezt vég nélkiil tovabb lehet folytatni. A megismer-
hetéség horizontja végtelen.

Elnézést, hogy itt kissé patetikus, s6t talan szentimentalis szolamokra ra-
gadtattam el magam, de megprobaltam érzékeltetni, milyen hatassal volt ram
ennek a diszciplindnak a megismerése.

6.4. A Turing-gép és a 0-as osztalyd nyelvek

Régi becsiiletbeli adossagunkat rojuk le akkor, amikor igazoljuk a Turing-gépek
és a 0-as osztalyl nyelvek ekvivalencigjat. Ehhez két dolgot kell belatnunk.
Egyrészt be kell bizonyitanunk, hogy minden 0-ds osztalya nyelvhez
szerkeszthetd egy olyan Turing-gép, amely pontosan a nyelvtan altal generalt
mondatokat, és csakis azokat fogadja el. Méasrészt viszont igazolnunk kell, hogy
minden Turing-gépnek megfeleltetheté egy olyan 0 osztalyt nyelvtan, amely
éppen a gép altal elfogadott jelsorozatokat, és csakis azokat generalja.

Ami az allitas elsé részét illeti, ez szamunkra, akik hisziink a Church-
tézisben, trivialitas. A generativ nyelvtanok segitségével egy mondat generalasa
algoritmizalhato feladat, és igy hivatalbol 1étezik a megszamlalhatéan végtelen
sok Turing-gép kozott egy olyan Turing-gép, amely éppen az adott nyelvre
pontosan ezt a feladatot végzi el.

Pusztan annak érdekében, hogy az olvasoét egy ilyen Turing-gép feltalala-
sanak faradsagos munkajatol megkiméljiik, az alabbiakban megadjuk egy ilyen
gép szerkesztésének lehetséges megoldasat, helyesebben annak vazlatat.

Eloszor azt kell elképzelniink, hogyan képezhetoek le egy nyelvtan
levezetési szabalyai Turing-gép segitségével. Tételezziik fel, hogy a gép
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egy mondatszer(i forma van. Az automata elolvassa ezt a mondatszer(i format, ¢s
megkeresi azokat a fragmenseket, amelyek valamely levezetési szabaly
baloldalan allnak. Ezek koziil egyiket — a valasztas rajtunk all — a szabaly
jobboldalaval, pontosabban — ha netan tobb szabaly baloldalan szerepelne
ugyanaz a fragmens — egyik jobboldalaval feliilirjuk.

Ez a mivelet, vagyis a baloldal felismerése, és annak a jobboldallal vald
feliilirasa az automata allapothalmazatdl bizonyos memorizald képességet kovetel
meg. Ez azonban csak technikai probléma, 1évén a levezetési szabalyok szama és
hosszasaga is véges, tehat véges a memorizalandé informacié mennyisége is.

Ennek egyik lehetséges megoldasa, ha a helyettesitési szabalyokat kodolt
formaban szalagra irjuk, és olyan gépet szerkesztiink, amely — hasonléan az univer-
zalis Turing-géphez — a szalagon talalhat6 informacio alapjan teszi meg lépéseit.

Természetesen, amennyiben a levezetési szabaly baloldala és jobboldala
nem egyforma hosszu, akkor a feliilirasi miivelet még szimbolumok torlésével,
illetve besztrasaval jarhat, de ez mar megoldott kérdés. Az a tény, hogy egy adott
mondatszeri forma esetében az alkalmazhatod levezetési szabalyok koziil csak
egyet helyettesitiink, azt jelenti, hogy automatank nemdeterminisztikus automata
lesz. Nyilvanvald, hogy egy ilyen automata a nyelvtan barmely mondatat
eldallithatja.

Egy tetsz6leges 0-as osztalyu nyelvtannal ekvivalens Turing-gép felépi-
tése ennck alapjan a kdvetkezo lehet.

Indulaskor a szalagon természetesen az a jelsorozat van, amelyet a
szoban forgd nyelv egy mondatanak hisziink. Irjunk a jelsorozat utin egy minden
nyelvtani szimbolumtol kiilonbozo elvalaszto jelet, majd a mondatszimbdlumot.

Ezek utan adjuk 4t a teret a levezetési szabalyokat leképez6 automatanak,
amely a mondatszimbolumbdl kiindulva mondatszerti formak sorozatan keresztiil
egy mondatot general, ha general. Elképzelhet6 ugyanis, hogy a mondatszert for-
mak sorozata sohasem eredményez mondatot.

Amennyiben a generalds eredménye egy mondat, akkor Osszevetjiik a
bemenetként megadott jelsorozattal. Ha a két jelsorozat azonos, az automata elfo-
gado, ha eltérd, visszautasito allapotban all meg.

Amennyiben olyan mondatszeri formahoz ériink, amely tartalmaz ugyan
nemterminalis szimbolumokat, de tovabb nem derivalhatd, mas szoval a leve-
zetés fiaskoval végzodott, az automata akkor is visszautasito allapotban all meg.

Vilagos, hogy az igy definidlt Turing-gép csakis azokat a jelsorozatokat
fogadja el, amelyek a nyelvtan altal generalt mondatok.

A fentickben leirt Turing-gép nemdeterminisztikus automata. Kis
modositassal azonban elkészithetjiik ennek determinisztikus valtozatat.

Ez a 1épés nagy horderejii, mert igazolja a nemdeterminisztikus €s
determinisztikus Turing-gépek ekvivalencidjat, és megmutatja, hogy minden 0-as
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osztaly nyelvhez szerkeszthetd determinisztikus automata. Ilyen élményben
miota elhagytuk a regularis nyelveket nem volt résziink.

A determinisztikus valtozat miikodését éppen ugy kezdi, mint a nemde-
terminisztikus megfeleldje. Indulaskor a bemeneti jelsorozat utan odairja, persze
elvalasztva a mondatszimbolumot.

Ezt kovetden azonban a vizsgalt mondatszerii formabol — jelen esetben
indulaskor a mondatszimbolumbol — az egy levezetési 1épésben szarmaztathatd
valamennyi mondatszeri format sorban, egymastol elvalasztva felirja a szalagra,
majd tovabblép a kovetkezé mondatszerli formara, és megismétli ezt a miiveletet.
Igy a szalag egy sereg, a késbbiekben elemzendé mondatszerii format tartalmaz,
amelyek aztan sorban vizsgalatra keriilnek.

Amint az aktualisan vizsgalt mondatszeri formdban egy levezetési
szabaly baloldalat fedezziik fel, akkor a lista végére irjuk azt a mondatszeri
format, amely az eredetib6l a megtalalt baloldal helyettesitésével keletkezik.
Amennyiben a szoban forgd baloldal tobbszor szerepel az elemzett mondatszerii
formaban, akkor a szabaly valamennyi alkalmazisaval el6alldé mondatszeri
format sorban leirjuk, majd visszatérve az aktualis mondatszer(i formahoz, abban
ujabb baloldalakat keresiink.

Ha mar valamennyi derivalasi lehet6séget kimeritettiink, vagyis nincs
mar tobb felderitetlen baloldal a mondatszeri formaban, akkor tovabblépiink a
kovetkezo elemzendd mondatszerii formara.

fgy a szalagra keriil a mondatszimbolumbol egy 1épésben, majd két
lépésben, stb. elérhetd valamennyi mondatszerti forma, illetve ha az nem
tartalmaz nemterminalis szimbolumot, akkor mondat. fgy folytatva a procedurat
egyetlen mondatszersi forma sem marad ki.

Ha a derivatum mondatnak bizonyul, akkor Osszevetjiikk a bemenetként
megadott jelsorozattal. Ha a két jelsorozat azonos, akkor elfogadd allapotban
megallunk. Eltérés esetén folytatjuk az elemzést.

Ezzel nem csak allitasunk elsé részét tettilkk érzékletesebbé, hanem mint
mellékterméket, egy fontos tételt is igazoltunk a nemdeterminisztikus és determi-

cye g

Ami allitdisunk masodik részének igazolasat illeti bizonyitasunk
konstruktiv lesz. Egy tetszéleges Turing-gépbdl kiindulva kialakitjuk annak a
0-4s osztalyl nyelvtannak a szabalyait, amely éppen az automata altal elfogadott
nyelvet generalja.

Miel6tt a targyalas részleteiben elmeriilnénk, ismerkedjink meg a

crcr

amelyet nem csak most, de késébb is alkalmazni fogunk.
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Valamely automata konfiguracioja definicid6 szerint tartalmazza
mindazokat az informacidkat, amelyek alapjan az automata tovabbi mikodését
egyértelmtien el lehet donteni.

A Turing-gép esetében a konfiguracid leirasanak tartalmaznia kell az
automata allapotat, a szalagon talalhatd érdemi, tehat a &1 szimbolumtol eltérd
szimbolumok sorozataban megtestesitett informaciot, végiil meg kell mondania,
hol all az automata ir6-olvasofeje a szalagon.

Ezt a harmas informéciét egyetlen jelsorozattal is megadhatjuk. Irjuk le
ugyanis a szalag tartalmat, és szarjuk be ebbe a jelsorozatba az automata
allapotat jelzo, a szalagbeli szimbdolumoktdl természetesen eltérd, szimbolumot.
Ha most azzal a konvencidval éliink, hogy az automata ir6-olvasoéfeje mindig az
allapotot jelz6 szimbolum jobboldali szomszédja felett all, akkor ezzel az
egyetlen jelsorozattal a teljes konfiguraciot jellemezni tudtuk.

Példaképpen, ha egy Turing-gép kezddallapota g, és a bemeneti jelsoro-
zat w, akkor az indul6 konfiguraciot leiro jelsorozat

qow
amely nem csak a szalag tartalmat és az automata allapotat mondja meg, de azt
az informaciot is kozli, hogy az ir6-olvasofej a legelsd szimbolum felett van.

Ennek alapjan egy Turing-gép miikodését konfiguraciok sorozataként is
megadhatjuk, ahol a konfiguraciokat a nekik megfeleld jelsorozatokkal fogjuk
azonositani.

Egy ilyen konfiguraciét jellemzo jelsorozatbol a kovetkezo konfiguracio
jelsorozatat ugy kapjuk, hogy az olvasott szimbolum helyébe a feliilird szimbo-
lumot irjuk, mig az 0j allapotnak megfeleld szimbolumot — a mozgas iranyatol
fliggden — az eredeti szimbolum helyétdl eggyel jobbra vagy balra szurjuk be.

Erre a leirasi modra gondolva a Turing-gép miikddési szabalyait felfog-
hatjuk ugy is, mint jelsorozatok atirasara szolgald szabalyokat. Az eredeti és az 1ij
atirasi szabalyok kozott a megfeleltetés trivialis.

Az atirési szabalyokra a grammatikak leirasanal alkalmazott jeloléseket
hasznalva:
(g, a)=(p, b, r) ga — bp (6.4.)
(g, a)=(, b, I) Xga — pXb (6.5.)
ahol X tetszOleges szalagbeli szimbolum, beleértve a s szimbolumot is.
tudjuk megadni, vazolhatjuk a Turing-gép nyelvét generald 0 osztalyli nyelvtan
szerkesztésének elvét.
Eldszor is modositsuk a Turing-gépet olymoddon, hogy csak egyetlen

elfogado allapota legyen. Ennek megoldasa nem okozhat gondot. Vezessiink be
ugyanis egy Uj, elfogadé allapotot, és amikor az automata elfogado allapotaban
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nincs mozgasi szabaly, tehat a gép megallna, tegylink még egy 1épést, és
menjiink at az uj elfogad6 allapotba. Hogy ennél a 1épésnél mivel irjuk feliil az
olvasott szimbolumot, és merre 1épiink teljesen kdzombds, az a 1ényeges, hogy az
uj elfogado6 allapothoz nem tartozik mozgasi szabaly, vagyis az automata megall.

Ezzel a megoldassal a régi allapotok atmindsitését is megtakarithatjuk,
hiszen ezekben az allapotokban a Turing-gép sohasem fog megallni, igy az
allapotok hovatartozésa ki sem deriil.

A mondatok generalasa harom részre oszthatd, és ennek megfelelden a
nyelvtani szabalyok is harom részre particionalhatéak. A nyelvtan eldszor egy a
jelsorozatnak az elsé szimboluma természetesen a kezddallapot, de a bemeneti
jelsorozat tetszéleges, attol a nyilvanvalo megkdtéstdl eltekintve, hogy szimbolu-
mai a 2 alfabeta elemei lesznek.

Ezt a funkcidt megvalosito szabalyok univerzalisak, vagyis fiiggetlenek a
leképezendd Turing-gép specifikacidjatol.

A kovetkezokben a kezdeti konfiguraciobol mint mondatszerli formabol
kiindulva, a Turing-gép mozgasat tiikrozo (6.4.) és (6.5.) tipusu szabalyok
segitségével 1éplink mondatszer(i formarol mondatszerii formara. A mondatszerii
formaknak ez a sorozata lényegében a Turing-gép konfiguracidinak sorozatat adja.

A levezetésnek ez az a része, amely a leképezendd automata specifiku-
matol fiigg.

Amennyiben a Turing-gép milkodésének szimulalasa sordn a gép
elfogad6 allapotban all meg, akkor a bemenetként beadott jelsorozatot a gép
elfogadta.

A folyamat harmadik részének lefutasara csak ebben az esetben keriil
sor, tehat akkor, ha a bemenetet a Turing-gép elfogadta. A nyelvtan ilyenkor
eléallitja az eredeti jelsorozatot, mint a nyelv egy mondatat.

Az ezt a célt szolgalo nyelvtani szabalyok is univerzalisak, fliiggetlenek a
konkrét Turing-géptol.

Ezen attekinthet6 €s vilagos modszer alkalmazasanal problémat okoz az
a korlilmény, hogy a Turing-gép miikdodésének szimulalasakor meg kell valtoztat-
nunk azt a jelsorozatot, amelyet késobb esetleg mondatként generalnunk kell.

A megoldas kulcsa az, hogy a bemeneti jelsorozatot két példanyban
generaljuk. A szimulacié alkalmaval csak az egyik példanyt modositjuk, a
jelsorozat méasik példanya valtozatlan marad. Igy képesek lesziink, ha igy hozza
a sors, hogy az eredeti bemenetet rekonstrualjuk.

Nyelvtanunk nemterminalis szimbdlumai igy két részbol tevédnek Ossze.
Lesznek a Turing-gép allapotat tiikr6zo szimbolumok, és lesznek két-két
szalagbeli jelet tartalmazok. Ezeken kiviil lesz még néhany magatol értetédo
funkcidji nemterminalis is.
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A levezetési folyamat elsd fazisaban csakis olyan nemterminalisokat
hasznalunk, amelyeknek két szimboluma azonos. Ez felel meg annak, hogy a
jelsorozatot két példanyban generaljuk.

A folyamat masodik részében a szimbolumparok koziil csak az egyik,
mondjuk a jobboldali a mértékado. A Turing-gép szimulalasakor ezek jatszzak a
konfiguracio szerepét, a baloldaliak megtartjak értékiiket.

Ha sor keriil a folyamat harmadik részére, akkor az viszont csak a
baloldali szimbolumokat érinti, hiszen azok alapjan kell rekonstrualnunk az
eredeti jelsorozatot.

Most mar felirhatoak a nyelvtani szabalyok. ime az elsd csoport

S —[wl, b1] 4;
A [o1, 6] 4, 1 go 4> (6.6.)
A2—>[x,x]A2|A3 VxelX
Az —> [b1, b1] A3 | e
Itt g a kezdeti allapot, x pedig a X alfabeta tetszdleges eleme.

Mint lathaté a kiindulasi jelsorozat eldtt és utan bizonyos szdmu w
szimbolumot helyeztiink el. Az itt kozolt nyelvtan ugyanis megkoveteli, hogy a
Turing-gép altal igénybe vett szalag teljes hosszaban szerepeljen a kiindulasi
mondatszerii formaban. Igy célszerii nagyvonaltan banni a [s1, 1] szimbolumok
elhelyezésével. Amennyiben a Turing-gép lelépne a mondatszeri formarol, a
levezetés nem volna folytathato.

Persze lehetne olyan, kissé bonyolultabb nyelvtant szerkeszteni, ahol
nincs sziikség eldzetesen valamennyi, pontosabban hasra iitéssel becsiilt szamu
szimbolum generalasara.

A fenti szabalyok valdsitjdk meg a folyamat elsé részét, készen all a
Turing-gép indul6 konfiguracioja.

A Turing-gép mozgasi szabalyainak helyettesitési szabalyokka vald
atirasat, tekintettel a szimbolumparokbol alkotott nemterminalisokra,
megismételjiik:

8gq,a)=m, b,r) qlx al—>[x blp (6.7.)
8¢, @)= b D) [ Ylqlx al—ply, Y][x b] (6.8
Itt x és y a 2 alfabeta tetszéleges eleme, mig Y tetsz6leges szalagbeli szimbdlum.

Az 1j szabalyok, ha a szimbolumparokban csak a jobboldali elemet néz-
ziik, megegyeznek a korabban felirt szabalyokkal.

Ezeket a szabalyokat alkalmazzuk a folyamat masodik részében, amikor
a Turing-gép miikddését szimulaljuk.
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Az eredeti bemenet rekonstrualasara a kovetkez6 szabalyok szolgalnak.
qe —> As Ay
Ay [x, Y] > xA44
[x, Y] Ay > Asx
Aqlo1, Y] > A4 (6.9)
[61, Y] Ay — Ay
As—> ¢

Itt g5 a Turing-gép elfogadod allapota, x a ¥ alfabeta egy tetszéleges -
eleme, mig Y a szalag tetszéleges szimboluma. Minden tovabbi magyardzat
nélkiil gondolom vilagos, hogy ezekkel a szabalyokkal a nyelvtan kihdmozza az
eredeti bemenetet, és a felesleges sallangokat lenyesegeti. igy végiil valoban az
eredeti jelsorozatot allitja el0 mondatként. Ezzel a Turing-gépek és a 0-as

srer

6.5. Linearisan korlatos automata
Rekurzive felsorolhato és rekurziv halmazok

A négy nyelvosztaly koziil harom esetben mar megtalaltuk a hozza tartozo
automataosztalyt. A még hianyzo 1-es osztalyu, vagyis kornyezetfiiggd nyelvekre
ez a linearisan korlatos automata.

A linearisan korlatos automata nagyon hasonlit a Turing-gépre. Van egy
véges allapothalmaza, van egy ird-olvasofejjel ellatott szalagja, a kiilonbség
csupan annyi, hogy a szalag korlatos, pontosabban olyan terjedelmii, amilyen a
bemeneti jelsorozat.

A linearisan korlatos automata tehat nem kalandozhat el a szalag sziiz
teriiletére — amely tulajdonképpen nem is Iétezik — illetve ha ezt mégis
megkisérelné, akkor az automata megall, és a bemenetet nem fogadja el.

Ez a korlatozas nagyon természetesnek tiinik, ha meggondoljuk, hogy az
1-es nyelvosztalyt éppen a nem csokkentés jellemzi.

Mindenekel6tt igazoljuk a nem csokkentd nyelvtanok és a linearisan
korlatos automatak ekvivalencidjat. Egy adott nem csokkent6 nyelvtanhoz a
kovetkezOképpen szerkeszthetiink egy linearisan korlatos automatat.

Alkalmazzunk az automatan olyan széles szalagot, amelyen egymas alatt
két szimbolum is elfér. Indulaskor a szalag fels6 felén helyezkedik el a bemeneti
jelsorozat, a szalag als6 fele iires. Az automata ezutan a szalag als6 felének elsé
helyére beirja a mondatszimbolumot, majd a mar ismert médon a mondatszerii
formakban levezetési szabalyokat keresve, azok egyikét behelyettesiti. gy
nemdeterminisztikus modon jatssza le a nyelvtan levezetéseit.
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Mindezeket a miiveleteket csak a szalag als6 felén végzi el, a szalag felsd
felének tartalma valtozatlan marad.

A Turing-gép hasonlé rendeltetésii mitkodtetéséhez képest itt annyi a
kiilonbség, hogy torlésre soha sincs sziikség csak beszurasra, ugyanakkor ha a
mondatszeri forma kiszaladna a rendelkezésre allo szalag teriiletrdl, akkor az
elemzés negativ eredménnyel leall.

Amennyiben a levezetés csupa terminalisbol allo jelsorozatot eredményez,
akkor azt Osszevetjiik az eredeti bemenettel, és ha a két jelsorozat azonos, akkor
elfogado allapotban megallunk. Egyébként nem elfogadé allapotban maradunk.

Az ily modon kialakitott linearisan korlatos automata a nyelvtan altal
generalt nyelvet fogadja el.

Az eddigiek alapjan nem jelent problémat a masik irdnyu megfeleltetés
sem. A Turing-gépnél alkalmazott megoldassal itt is célt ériink. A linearisan
korlatos automataval egyenértékli nyelvtan megszerkesztésénél csupan néhany
dologra kell tigyelniink.

El6szor is itt nincs sziikség a bemenet korlilbastyazasara s szimbolu-
mokkal, hiszen az automata nem 1éphet sziiz teriiletre.

Bonyolultabba teszi a megoldast az a kdriilmény, hogy a nyelvtan nem
tartalmazhat e-szabélyokat, hiszen nem csokkentd nyelvtanrdl van sz6. Eppen
ezért az allapot jelzésére hasznalt szimbolumok nem szerepelhetnek kiilon
nemterminalis szimbolumként a nyelvtanban, mert nincs mod egy kiilonallo
szimbolum megsemmisitésére.

A megoldas példaul az lehet, hogy az allapotot jelz6 szimbdolumot az
ir6-olvasofej alatti szimbolummal egyetlen nemterminalissa olvasztjuk Ossze.
Ez viszont rontja az attekinthetdséget, ezért is nem éltiink ezzel a lehetdséggel a
Turing-gép targyalasanal.

Hasonl6 okok miatt még néhany kisebb valtoztatasra van sziikség a beme-
net rekonstrualasara szolgalod szabalyokndl is. Ez utan az el6zetes magyarazkodas
utan minden tovabbi indoklast mellézve adjuk meg a nyelvtani szabalyokat.

S — [x, go x] | [x, qo x] 4,
A1 > [x x] | [x x] 4, Vxel
8(gq, a)=(p. b,r) =[x qally, Y] - [x b] [y, pY]
8(q, a)=(p. b, 1) = [ Y[x ga] = [y, pY][x, D]
[x, geX] — [x, 4]
v, Y1 [x, A2] = [y, 4] x (6.10.)
[x, 42] [y, Y] = x [y, 42]
[x, 42] > x
Ezzel igazoltuk a linearisan korlatos automatak és a nem csokkento,
vagyis az 1-es nyelvosztalyba tartozo nyelvtanok ekvivalenciajat.
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Azokat a gondolatkisérleteket, amelyeket a Turing-géppel annak idején
elvégeztiink, megtehetjiik a linearisan korlatos automataval is.

Az automata leirdsat és a bemeneti jelsorozatot itt is eldallithatjuk
ugyanabban a kodban. Persze a linedrisan korlatos automatdk szama is megszam-
lalhatéan végtelen, mint volt a Turing-gépeké. A linearisan korlatos automatak
halmaza természetesen a Turing-gépek halmazanak valodi részhalmaza.

Mivel a linearisan korlatos automatdk megszamolhatoak, itt is adhatunk
minden ilyen automatanak egy sorszamot.

Most is megvizsgalhatjuk, hogy az automata elfogadja-e¢ sajat leirasat.
Nyilvan lesznek, amelyek elfogadjak, €s lesznek olyanok, amelyek nem.

fgy a linearisan korlatos automaték leirasait itt is két halmazba sorolhat-
juk aszerint, hogy elfogadjak, vagy visszautasitjak sajat specifikaciojukat. Az igy
kialakitott két nyelvet jelolje Ly, és Li,. Az els6 index a nyelvosztalyra utal.

Emlékezziink arra a gondolatmenetre, amelynek segitségével belattuk,
hogy a sajat specifikaciojukat visszautasitd Turing-gépek leirasabdl alkotott
nyelv nem lehet egy Turing-gép nyelve.

Ezt az érvelést szordl szora megismételve juthatunk arra a kdvetkeztetésre,
hogy az L), nyelv, a sajat leirasukat visszautasitd linearisan korlatos automatak
specifikacioinak halmaza nem lehet egy linearisan korlatos automata nyelve.

Turing-gép azonban készithetd erre a nyelvre. Emlékeztetek arra, hogy
korabbi eredményiink szerint a tartalmazds problémaja az 1-es nyelvosztalyra
nézve algoritmizalhato, vagyis véges sok lépésben megoldhatéd feladat. Ezen tul-
menden vegylik figyelembe, hogy a linedrisan korlatos automatak szituacidinak
szama, egy konkrét jelsorozat elemzésekor korlatos. Igy ha egy ilyen automata
Lugyetlen” konstrukcidja kovetkeztében végtelen ciklusba keriilne, az detektalhato.

Ebbdl kdvetkezik, hogy minden linearisan korlatos automatédhoz szerkeszt-
hetd egy vele egyenértékil olyan automata, amely minden bemenetre megall.

Amennyiben az univerzalis Turing-géppel szimulaljuk a linearisan
korlatos automatakat, illetve azok minden bemenetre megalld egyenértékeseit,
akkor az univerzalis Turing-gép is minden esetben meg fog allni, természetesen
abban az esetben is, ha bemenetére a sajat leirasukat adjuk.

Ha most a megallaskor érvényes allapotot valtozatlanul hagyjuk, akkor
géplink éppen az L, nyelvet fogadja el. Valtoztassuk meg azonban a megallasi
allapot értelmét, és akkor fogadjunk el, ha a szimulalt automata visszautasit, és
forditva, akkor a gép nyelve az L, nyelv lesz.

Persze ugyanugy, mint a Turing-gép esetében, itt is elozetesen ki kell sziir-
niink azokat a jelsorozatokat, amelyek nem linearisan korlatos automata leirasai.
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A halmazelméletben rekurzive felsorolhatd halmaznak nevezik az olyan
halmazokat, amelyek elemeit valamilyen algoritmus segitségével rendre fel lehet
sorolni. A generativ nyelvek rekurzive felsorolhaté halmazok.

Ezt azonnal belathatjuk, hiszen a felsorolést szolgaltatd algoritmust mar
kialakitottuk. Amikor ugyanis a 0-a4s osztalyll nyelvtanhoz szerkesztettiink
Turing-gépet, akkor elobb levezettiik a mondatszimbolumbol egy [épésben
levezethetdé mondatszeri formakat, majd az ezekbdl egy 1épésben, tehat a
mondatszimbolumbol két 1épésben levezethetdeket, és igy tovabb.

A levezetés soran adddnak olyan mondatszeri formak, amelyek csakis
terminalis szimbolumokat tartalmaznak. Ezek a mondatok. Ez adja a felsorolast.
Minthogy egy generativ nyelv valamennyi mondata véges szamu 1épésben
levezethetd, ezzel a modszerrel a nyelv 6sszes mondatat, a halmaz minden elemét
felsoroljuk.

Természetesen csak legfeljebb megszamlalhatéan végtelen szamossagu
halmaz lehet rekurzive felsorolhato.

Rekurziv az olyan halmaz, ahol nem csak a halmaz, hanem komplemense
is rekurzive felsorolhatd. A definiciobdl kdvetkezik, hogy ez esetben mindkét
halmaz, az eredeti is meg a komplemense is rekurziv.

Rekurziv halmazoknal a tartalmazas feladata mindig algoritmizalhatd. So-
roljuk fel ugyanis felvaltva a halmaznak és a halmaz komplemensének elemeit. Ha
most arra vagyunk kivancsiak, hogy az univerzum egy eleme eleme-e a halmaznak,
akkor meg kell varnunk, amig ebben a felsoroldsban ez az elem el6 nem fordul. Ha
mint a halmaz eleme kertilt el6, akkor a vizsgalt elem beletartozik a halmazba, ha
viszont a komplemens elemeként, akkor a valasz nemleges.

Abban biztosak lehetiink, hogy a kérdésre valaszt kapunk. A halmaz
elemeit ugyan itt is fel tudjuk sorolni, de akkor nem tudhatjuk, hogy azért
hianyzik, mert nincs benne a halmazban, vagy azért, mert még nem jutottunk el a
felsorolasban a keresett elemhez.

Az 1-es nyelvosztily nyelvei rekurziv halmazok. Ugyanakkor azt is
tudjuk, hogy a 0-as nyelvosztaly nyelvének mondatai felsorolhatok, vagyis ezek a
nyelvek legalabbis rekurzive felsorolhatok.

Kérdés, vajon bovebb-e a rekurziv halmazok osztilya az 1-es nyelv-
osztaly nyelveinél? Van-e olyan — sziikségképpen 0-as nyelvosztalyba tartozd
nyelv, amelyik rekurziv, és nem csupan rekurzive felsorolhato.

A valasz pozitiv. Az imént definiadlt L, nyelv, amelyrdl belattuk, hogy
nem fogadhato el egy linearisan korlatos automataval, rekurziv, hiszen komple-
mense is rekurziv.

Uggyanakkor az Ly nyelv, amely a sajat leirasukat elfogadd Turing-
gépek specifikacioit tartalmazza, és amelyre Turing-gépet szerkesztettiink, tehat
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0 osztalya nyelv, csak rekurzive felsorolhaté. Amennyiben ugyanis a nyelv
rekurziv lenne, akkor arra a bizonyos ominézus Ly, nyelvre is lehetne Turing-
gépet késziteni. A rekurziv halmazok hatara igy valahol a 0-a4s nyelvosztaly
tartomanyan beliil halad, és természetesen teljes mértékben magaba foglalja az
1-es nyelvosztalyt.

6.6. A szamitastechnikai nyelvészet algoritmikusan eldonthetetlen
feladatairol

Az elsé olyan probléma, amelyrdl belattuk, hogy algoritmikusan eldonthetetlen a
Turing-gép megallasi problémaja volt. Kideriilt ugyanis, hogy amennyiben létezne
erre a kérdésre algoritmus, akkor egy korabban mar megoldhatatlannak bizonyult
feladatra is volna megoldas, nevezetesen az Ly, nyelvre szerkeszthetnénk Turing-
gépet. EbboOl az ellentmondasbol kovetkezett, hogy a Turing-gép megallasi
problémaéja sziikségszeriien algoritmikusan eldonthetetlen kérdés.

A szamitastechnikaban egy sereg nagyon kézenfekvo, és a gyakorlat szem-
pontjabdl nagyon fontos feladatrol deriilt ki, hogy algoritmikusan eldonthetetlen.

Az algoritmikus eldonthetetlenség tényét rendszerint indirekt bizonyi-
tassal igazoljuk. Kimutatjuk, ha létezne az adott feladatra algoritmus, akkor egy
masik korabban mas okokbol algoritmikusan eldonthetetlennek bizonyult
feladatra is volna algoritmus.

Az alabbiakban egy sor problémarol fogjuk belatni, hogy algoritmikusan
eldonthetetlen. Kezdjiik a Post problémaval.

Post problémdjat még a Turing-gép bevezetésekor, tehat 1936-ban fogal-
mazta meg, és mutatta ki, hogy az algoritmikusan eldonthetetlen.

Elsé latasra a Post probléma kissé hajanal fogva elérancigalt problémanak
tlnik, de mint latni fogjuk, segitségével sok mas, gyakorlati szempontbol fontos és
lényeges feladatrol lehet kimutatni, hogy algoritmikusan eldonthetetlen.

Post problémaja a kovetkezo:
Legyen adott valamely X alfabeta, és legyen
(x, ») (6.11.)
ezen alfabeta szimbdolumaibol alkotott jelsorozatparok véges halmaza.

A kérdés a kovetkezd: Osszeallithato-e ezen jelsorozatparok mondjuk
baloldali elemeib6dl konkatenacidval, vagyis egymas utan irassal olyan eredd
jelsorozat, amelyben minden elemet jobboldali parjaval kicserélve ugyanazt a
jelsorozatot kapjuk.

Az eredd jelsorozat kialakitasanal teljes szabadsagunk van, egyes
elemeket megismételhetiink, masokat meg kihagyhatunk a felsorolasbol.
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Amennyiben ez lehetséges, vagyis sikeriil az x; elemekbdl egy olyan
sorozatot 0sszehozni, hogy a megfeleld y; elemek ugyanazt a sorozatot adjak,
akkor az adott Post problémanak van megoldésa, ha ez lehetetlen, akkor nincsen.

Ahogy az ilyenkor lenni szokott, egyes Post problémaknak van megol-
dasa, masoknak meg nincsen.

Lassunk egy példat a Post problémara. Legyen négy jelsorozatparunk:

X y
1 101
1 110

101 1

110 011

Ennek a Post problémanak van megoldasa. Ha ugyanis az indexek
sorrendjét a 34123 sorozatnak megfeleloen valasztjuk, akkor akar a
baloldalakbol, akar a jobboldalakbol allitjuk is 6ssze az eredd jelsorozatot,
ugyanazt kapjuk. Valoban

X3XX1X0X3 = Y3yay1)oys = 10111011101

Az alabbi Post problémanak viszont nincs megoldasa. Ezt azonnal belat-
hatjuk, ha meggondoljuk, hogy mar az els6 elemet sem tudjuk gy kivalasztani,
hogy a két sorozat azonosan kezd6djék:

X y

10 01
110 010
00 111

Ebben a két esetben a megoldhatosag illetve megoldhatatlansag mintegy
ranézésre eldonthetd volt. Vajon létezik-e algoritmus, amely altalanos esetben,
tehat tetszéleges Post probléma esetében képes valaszt adni erre a kérdésre.

Bizonyara nem hat a meglepetés erejével az az allitas, hogy ilyen algorit-
mus nem létezik, a Post probléma algoritmikusan eldonthetetlen feladat. Ezt a
megallapitasunkat az alabbiakban bebizonyitjuk.

Eloljaroban egy ujabb feladatot definialunk, amelyet stlyosbitott Post
problémanak nevezhetiink. Ez egy olyan Post probléma, ahol még azt is kikdtjiik,
hogy melyik parral kezdddjék az eredo jelsorozat.

Els6 pillanatra ugy tinik, hogy ezzel egy 1ij, az eredeti Post problémanal
nehezebben megoldhato feladatosztalyt hoztunk létre. A valésdgban nem ez a
helyzet. Minden sulyosbitott Post problémahoz szerkeszthetdé ugyanis egy egy-
szer(, tehat nem sulyosbitott, de az eredetivel egyenértékii Post probléma.

Az egyenértékiiség jelen esetben azt jelenti, hogy az egyszerli Post
problémanak akkor, és csakis akkor van megoldasa, ha a stlyosbitottnak is van.

Vezessiink be ugyanis két ) szimbolumot. Legyenek ezek # és &.
Szarjuk be az elsé szimbdlumot a baloldali elemeknél minden szimbdélum elé, a
jobboldaliaknal minden szimbolum utan.
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Ezen kiviil egészitsiik ki a problémat két 0j parral. Az egyik a stilyosbitas
targyat képezo, vagyis a kezdésiil kijelolt parbol keletkezik az elébbi modon, de
azzal az eltéréssel, hogy itt mind a baloldali, mind a jobboldali elem az 0j elsd
szimbolummal kezdédik. A masik 0j par a sorozat lezarasara szolgal.

Tételezziik fel, hogy az els6 példankban szereplé Post problémat azzal
sulyosbitottuk, hogy a harmadik part jeldltiik ki kezd6 parként. Az ehhez a st-
lyosbitott Post problémahoz tartoz6 egyszerli Post probléma a kdvetkezo lesz:

X y
#1 1#0#1#
#1 1#140#

#1#0#1 1#

#1#1#0 0#1#1#

#1#0#1 #1#
H& &

Az egyenértékiiség nem igényel magyarazatot.

Egyetlen olyan par van, amelyik ugyanazzal a szimbolummal kezdddik,
és ez éppen a kezdésre kijelolt par. igy — tetszik, nem tetszik — csakis ezzel az
elemparral kezdhetiink.

A tovabbiakban a keresést nem befolyasolja, hogy az eredeti, sulyosbitott
probléma jelsorozataihoz képest itt a szimbolumok kozott mindig van egy #
szimbolum.

Amikor az eredeti probléma megoldasdhoz ériink, akkor itt a két
jelsorozat kozott egy # szimbolumnyi kiilonbség van. Ennek potlasara hivatott az
utols6 elempar.

A fenti eredmények birtokdban az altalanossag csorbitasa nélkiil
hasznalhatunk a jovében sulyosbitott Post problémat.

A Post probléma algoritmikus eldonthetetlenségét a kdvetkezd gondolat-
menet alapjan bizonyitjuk.

Legyen adott egy tetszOleges Turing-gép, és annak valamilyen tetszole-
ges bemenete. Ehhez a tetszdleges Turing-géphez, és tetszOleges bemenethez
szerkessziink egy olyan Post problémat, amely a Turing-gép mozgasa soran
felvett konfiguraciok leirasanak sorozatat tartalmazza.

Ennek az adott Turing-géphez és adott bemenethez illesztett Post problé-
manak akkor és csak akkor van megoldasa, ha a Turing-gép megall.

Amennyiben a Post problémardl el tudnank donteni, hogy van-e
megoldasa vagy nincsen, akkor ezzel egyiitt azt is eldontjiik, hogy a Turing-gép
az adott bemenetre megall-e vagy sem.

Minthogy az ismertetendd eljarassal barmely Turing-gépre és barmely
bemenetre szerkeszthetiink egy illeszkedd Post problémat, ha I1étezne algoritmus
a Post problémara, akkor a Turing-gép megallasi problémajara készithetnénk
algoritmust.
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A tetszOleges Turing-géppel szemben tamasszuk az alabbi specialis
kovetelményeket.

A csak két olyan allapota legyen, amelyben megall, egy elfogadd gg és
egy visszautasitd gn. Ezekben az allapotokban viszont mar ne végezzen mozgast.

Ha valamelyik Turing-gép eredetileg nem teljesitené a fenti feltételeket,
mint ismeretes, konnyen szerkeszthetiink egy vele egyenértékil olyan automatat,
amely mar tudja ezeket a kovetelményeket. Igy, bar nem illendé egy tetszoleges
automataval szemben barmilyen koévetelményt tamasztani, ez a feltétel az
automata altalanos voltat nem csorbitja.

A Post probléma jelsorozatparjai harom csoportra oszthatdak.

Az elsé csoportba azok az elemparok tartoznak, amelyek biztositjak a
konfiguraciok sorozatos leirasat. Ezen elemparok alakja fliggetlen a Turing-gép
mozgasi szabalyaitol.

Az elemparok masik része éppen a Turing-gép mozgasi szabalyait tiikkrozi.

A harmadik csoportba tartoz6 elemparok alkalmazasara akkor keriil sor,
amikor a mozgasban kdvetett Turing-gép megallt. Feladatuk, hogy ebben az eset-
ben biztositsak a Post probléma megoldasat. Funkciojuk hasonlé ahhoz, amikor
egy sakkozd mar nyert allast ért el, de hatra van még a lebonyolitas, a szerzett
elony érvényesitése.

A Post probléma alfabetaja bovebb, mint a Turing-gép szalagjaé. Ezen az
alfabetan kiviil tartalmazza az allapotok leirdsara szolgaldé szimbolumokat,
valamint még egy elvalasztojelet, legyen ez #, végiil egy, a megoldas kialakitasa-
ban fontos szerepet jatszo szimbolumot. Legyen ez &.

Az elsé csoportba harom elempar tipus tartozik:
y

Hqowt
X VXel
#

Mint emlitettiik, egy stlyosbitott Post problémat szerkesztiink. Az elsé
elempar éppen a stlyosbitd koriilményt jelenti, ez a kezdésre kijelolt elempar. Az
elempar jobboldali eleme egy kezdd konfiguracid, mig baloldala gyakorlatilag tires.

o F*E =

A tovabbi két elemparcsoport lehetdvé teszi a Turing-gép szalagjan
talalhatd szimbolumok meg az elvalasztd jel masolasat. Vegyiik észre, hogy a
Turing-gép allapotainak jelzésére hasznalt szimbdlumok ezen szabalyok
segitségével nem masolhatoak.

Ez utobbi szimbdélumokat a Turing-gép mozgasi szabalyait tiikr6zo
masodik csoportbeli elemparok kezelik. Ezek az elemparok ,illesztik” a Post
problémat az adott Turing-géphez.
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A kétféle, jobbra illetve balra 1€pd szabalytipusnak két-két elempartipus
felel meg. Legyenek az ismert mozgasi szabalyok:

8(q, @) = (. b, 1)
8(q, @) = (p. b, )
Ezeknek a mozgasi szabalyoknak a kovetkez6 elemparok felelnek meg:

X ¥

qaX bpX

qatt bpuiit

Xqa pXb

#qa #poib

ahol - X tetsz6leges szalagbeli szimbolum.

Természetesen itt is elemparok halmazardl van szo, hiszen minden
mozgasi szabalyhoz tartozik egy elemparkettés. A masodik és negyedeik
szabalytipus arra szolgal, hogy a Turing-gép ird-olvasofeje ne fusson le a szalagrol.

Az adott kezdés mellett csak akkor reménykedhetiink abban, hogy a Post
problémat megoldjuk, ha ezt a kezdd konfiguraciét — mintegy futva a pénziink
utan — beirjuk a baloldali elemek altal generalt jelsorozatba is.

A szalag szimbolumait és az elvalaszto jelet egyszeriien atmasolhatjuk. Az
allapotnak megfeleld szimbolumot viszont csakis a masodik csoport elemparjaival
tudjuk atirni. Azt hiszem tovabbi magyarazat nélkiil is érzékelhetd, hogy amikor
nagy gonddal beirjuk a baloldalra a jobboldalon szereplé konfiguraciot, akkor a
jobboldalon a Turing-gép 1j, kovetkez6 konfiguracidja generalodik.

A Post probléma megoldasat keresve persze ezt a konfiguraciot is le kell
masolnunk, ¢s igy keriil a Post probléma jelsorozataba mindig ujabb és wjabb
konfiguracio.

Ez a folyamat, ha a Turing-gép nem all meg, vég nélkiil folytatodik. Mas
a helyzet, ha a Turing-gép akar a gg elfogado, akar a gy visszautasitod allapotban
megall.

Ekkor keriil sor a harmadik elempar csoport felhasznalasara.

X

qE
qn
&X
X&
&ttt
Els6 lépésben az allapotot jelzd6 szimbolum helyébe egy uj, a
szimbolumok torlésére hivatott & szimbolum keriil. A megallas pillanataban
ugyanis a jobboldali jelsorozat egy teljes konfiguracioval ,,vezet” a baloldali
eldtt.

P RT
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Nos a torl6 szimbdlum minden egyes masolasnal egy szimbolummal
lerdviditi az eredeti konfiguraci6 leirasat. A végén az egész konfiguraciobol mar
csak a torld szimbolum marad. Ekkor alkalmazhatjuk az utolsé elempart, amely
behozza a baloldal lemaradasat.

Igy végiil is sikeriilt a Post problémara egy megoldast dsszehoznunk,
persze akkor és csakis akkor, ha a Turing-gép megall. Ezzel egy olyan Post
problémat konstrualtunk, amelynek megoldasi feladata nyilvan algoritmikusan
eldonthetetlen, hiszen ellenkezd esetben a Turing-gép megallasi problémajat is el
tudnank donteni.

Ebbdl kovetkezik, hogy a Post probléma megoldasi feladata altalanos-
sagban algoritmikusan eldonthetetlen. Egyes konkrét Post problémak esetében
persze — mint lattuk — adhatunk valaszt, éppugy, mint egyes Turing-gépek
megallasat is el tudtuk donteni.

Mint emlitettem, maga a Post probléma szamitastechnikai szempontbol
nem tul izgalmas kérdés. Segitségével azonban egy sor nagyon is husbavago fel-
adat eldonthetetlenségét tudjuk tisztazni.

Lassunk rogton egy alapvetd problémat.
Az a kérdés, hogy egy kornyezetfiiggetlen nyelv egyértelmii-e algorit-
mikusan eldonthetetlen.
Legyen adott egy tetszdleges Post probléma:
(xi, »1)
Legyen CF nyelvtanunk a kovetkezo:
So>Xx|y
X = xXil xi
Y=>yYjl yi
Itt i és j a Post probléma indexhalmazanak elemei, mig x; és y; a Post
probléma megfeleld jelsorozatai. Itt persze megkdveteljiik, hogy az indexhalmaz
¢s a Post probléma alfabetaja diszjunkt legyen.

Konnyen belathat6, hogy a nyelvtan a Post probléma baloldali illetve
jobboldali jelsorozatait generalja, hozzafiizve a valasztott elemek indexeit
forditott sorrendben.

Nyilvanvald, hogy a nyelvnek csak akkor lehet olyan mondata, amelynek
két lényegesen kiilonbozo levezetése, vagyis kiilonb6zo levezetési faja van, ha a
Post probléma megoldhat6. Ekkor ugyanis a baloldali és jobb oldali elemeken
alapuld levezetés ugyanazt a jelsorozatot, mondatot eredményezi.

Annak érdekében, hogy az adott nyelvtan egyértelmi voltat megallapit-
hassuk, az alapul szolgald Post probléma megoldhatosagat kell megmondanunk.
Ez viszont algoritmikusan elédonthetetlen.

Hasonloan nem dénthet el, hogy egy CF nyelvtan generalja-e a 3 teljes
univerzumot.
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A feladatot ismét a Post problémara vezetjiik vissza.
Definidljunk a Post probléma alapjan két nyelvet az alabbi
nyelvtanokkal:
LX S - XiS i | Xii
Ly S —jsy iy
A -1 hatvanykitevé — mint kordbban — az inverzet, vagyis a forditott
sorrendll jelsorozatot jeldli. A konstrukcié hasonlit az el6bbihez, itt is az elemek
¢s indexeik szerepelnek. A kiilonbség csupan annyi, hogy mig a baloldali
elemeknél elobb jonnek az elemek és utana az indexek, addig a jobboldali
elemeknél a sorrend minden tekintetben forditott.

Definialjunk tovabbi két nyelvet:
Lp:LXcL
Lq=wew
Az Lp nyelv mondatai igy a Post probléma baloldali elemeibdl és
indexeibdl, illetve a jobboldali elemek indexeibdl és az elemek inverzeibdl
alkotott jelsorozatok, ahol a két komponenst egy ¢ szimbolum valaszt el.

Itt nem kovetelmény, hogy a baloldali, illetve jobboldali elemek
ugyanahhoz az indexhez tartozzanak, sot az is lehetséges, hogy baloldalon és
jobboldalon az elemek szama sem azonos.

Az Ly nyelvben w tetszéleges jelsorozat, amelynek alfabetdja a Post
probléma alfabetdjanak és az indexek jelkészletének unidja. A jelsorozatot és
inverzét itt is a ¢ szimbdlum valasztja el. Itt biztosak lehetiink abban, hogy a ¢
szimbolumtodl balra és jobbra es6 sorozatok egymasnak tiikorképei.

Tovabbi magyarazat nélkiil belathat6, hogy mind az Lp, mind az Lq nyelv
determinisztikus kdrnyezetfiiggetlen nyelv. Ebbdl kovetkezéen negaltjaik is
determinisztikus kornyezetfiiggetlen nyelvek lesznek. S6t emiatt negaltjaik
unidja is kornyezetfiiggetlen nyelv lesz: 3

LR = LP o LQ

A negaltak unidja azonban a de Morgan Gsszefliggések alapjan nem mas,
mint a metszet negaltja.

Gondoljuk csak at, mit tartalmaz a fenti két nyelv, Lp és Ly metszete.

Az Lp nyelv definicidja szerint a baloldal a Post probléma valamelyik
baloldali jelsorozatabol, és a hozzatartozd indexekbdl all, mig a jobboldal
ugyanannak a Post problémanak szintén valamelyik, esetleg ugyanahhoz az
indexsorozathoz tartozo jobboldali jelsorozat és a neki megfeleld indexsorozat,
azzal az eltéréssel, hogy itt a sorrend forditott.

Az Lq nyelv definicidja szerint viszont a mondat baloldal és jobboldala
egymas tiikorképe.

Amennyiben egy mondat mindkét nyelvben eléfordul, vagyis eleme a két
nyelv metszetének, akkor az el6bbiek szerint ez csakis a Post probléma
megoldasa lehet.
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Amennyiben a Post problémanak nincs megoldasa, akkor a két nyelv
metszete iires, igy negaltja a teljes univerzum. Igy az

LR = LPULQ: LpﬂLQ
nyelvtana attdl fiiggden generalja vagy nem generalja a teljes univerzumot, hogy
a Post problémanak van-e megoldasa vagy nincsen. Ez utobbi azonban nem
dontheto el.
Egy masik lényeges, de sajnos algoritmikusan eldonthetetlen feladat:
Adott két kdrnyezetfiiggetlen nyelvtan, kérdés ugyanazt a nyelvet generaljak-e.

Ennek a feladatnak egy szigoribb valtozata is igaz, nevezetesen ha az
egyik nyelvtan regularis, akkor sem lehet erre a kérdésre valaszt adni.

Az igazolast tulajdonképpen mar el is végeztiik, hiszen mi sem
egyszerlibb, mint a teljes univerzumot generald regularis nyelvtant szerkeszteni.

Ime: S — xS le xeX

ahol - az x alfabeta tetszOleges szimboluma.

Miutan errdl a nyelvtanrdl tudjuk, hogy a teljes univerzumot generalja,
Osszevetve ezt azzal az eldbbi nyelvtannal, amely vagy generalja, vagy sem az
univerzumot, allitasunkat igazoltuk.
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Church thesis

closure

CNF

Coke—-Younger—Kasami method
complement

computational linguistics
concatenation

configuration

containment

context free

tires veremmel elfogadd
allapottal elfogado
elfogado allapot
algoritmus

alfabeta, abécé
tobbértelmi nyelvtan
automata

— pumping lemma
Backus—Naur jelolés
Backus—Naur jelolés
alulrol felfelé

— Backus—Naur form
BRC

jellemzo

— context free
Chomsky-féle nyelvosztalyok
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context sensitive
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counter machine

deterministic finite automaton

deterministic push-down
automaton

DFA

distinguishable states
DPDA

Earley algorithm
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empty stack

empty string

€

FA

final state

finite (state) automaton
finite (state) transducer
FSA

FST

FT

grammar

Greibach normal form

GNF

halting of a Turing-machine

homomorphism
initial state
intersection
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LBA

kornyezetfiiggd

— context sensitive

szamlalo automata
determinisztikus véges automata

determinisztikus veremautomata

— deterministic finite automaton

megkiilonboztethetd allapotok

— deterministic push-down automaton

Earley algoritmus

iires nyelv

ures verem

iires jelsorozat

— empty string

— finite (state) automaton
elfogado allapot

véges (allapotli) automata
véges (allapoth) forditd
— finite (state) automaton
— finite (state) transducer
— finite (state) transducer
nyelvtan

Greibach normalalak

— Greibach normal form
a Turing gép megallasi problémaja
homomorfizmus
kezddallapot

metszet
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— linear bounded automaton

Szészedet



Szoészedet

leaf

leftmost derivation

linear bounded automaton
A
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NFA

NFSA

nondeterministic finite (state)
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nondeterministic push-down
automaton
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NPDA

palindrome

parser
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Polish notation
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rightmost derivation
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levél

baloldali levezetés

linedrisan korlatos automata

— empty string

minimalautomata

— nondeterministic finite (state) automaton
— nondeterministic finite (state) automaton

nemdeterminisztikus véges automata

nemdeterminisztikus veremautomata

nemterminalis szimbolum, nyelvtani szimbolum
— nondeterministic push-down automaton
palindréoma, palindrom

szintaktikus elemzd

— push-down automaton

lengyel jelolés

Post probléma

veremautomata

procedura, eljaras

jolfésiilt nyelvtan

pumpalasi lemma

rekurziv nyelv

rekurzive felsorolhatd nyelv

regularis kifejezés

regularis nyelv

jobboldali levezetés

mondat

mondatszerii forma

csapdaallapot

jelsorozat, karakterfiizér
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substate

substitution

terminal symbol

™

Trap

Turing-machine

universal Turing-machine
UTM

useless symbol

Szészedet

alallapot

helyettesités

terminalis szimbdolum

— Turing-machine
csapdaallapot

Turing-gép

univerzalis Turing-gép

— universal Turing-machine
felesleges szimbolum

— palindrome

— palindrome
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0-as nyelvosztaly, — generativ nyelv

1-es nyelvosztaly, — kornyezetfiiggd nyelv
2-es nyelvosztaly, — kornyezetfiiggetlen nyelv
3-as nyelvosztaly, — regularis nyelv

abécé, — alfabeta
alallapot, 132-133
Alfabeta, 13-14, 29, 40, 57-58, 71, 103, 104, 111, 114, 121, 130, 137-138, 140,
148-152, 154, 215-217, 222, 228-229, 230, 234, 237
algoritmikus eldonthetetlenség, 24-25, 83-84, 189, 210, 224, 234-241
algoritmus, 23-26, 39, 41, 50, 56, 60, 69, 74, 84, 93, 99-100, 111, 115, 119, 128-129,
141, 182, 184, 210-211, 222-223, 233-236
allapotekvivalencia, 45-49
allapottal elfogadd, — veremautomata
allapottér, 29, 40-41, 53, 64, 111-112, 131, 136, 142, 204, 212, 214
alulrdl felfelé elemzés, — jobbelemzés
automata
minimal~, 43-49, 56, 99, 199
normal ~, 204

Backus—Naur alak, — Backus—Naur jeldlés
Backus—Naur jelolés, 18
balelemezhet6, 165-167, 172-174, 179

erdsen ~, 173, 179

gyengén ~, 179
balelemzés, 146, 147, 162, 163, 165, 166, 167-182, 184, 202
baloldali levezetés, 82, 115, 117, 119, 146, 147, 162, 165
balregularis, 21, 35-37, 61, 85
balrekurzivitas, 96-100, 161, 172, 181, 186, 202
bottom-up levezetés, — jobbelemzés
BRC elemz6k, 199-200, 205

CF nyelv — kornyezetfliggetlen nyelv
determinisztikus ~, — determinisztikus ~

CF nyelvtan, — kornyezetfiiggetlen nyelvtan

Chomsky normalforma, — Chomsky normalalak

Chomsky normalalak, 95-96, 98, 162-165

Chomsky, Noam, 11, 202

Chomsky-féle nyelvosztalyok, 20-23

Church tétele, — Church tézis

Church-tézis, 210, 213, 221, 224

ciklicitas, 93, 94
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Coke—Younger—Kasami mddszer, 157, 162-167

CS nyelv, — kornyezetfiiggd nyelv
csapdaallapot, 43, 53, 56, 129-131

de Morgan azonossag, 63, 134, 240
determinisztikus elemzés, 165-166, 203, 204, 240

Earley algoritmus, 157-162, 184-185, 56, 59,
egyértelmi nyelvtan, 82-85, 103, 157, 161, 162, 164
egyszeres szabalyok, 65, 126
~ kikiiszobolése, 66, 92-95, 127
ekvivalenciaosztalyok, 44-46, 48, 188
¢letképes prefix(um), 184-186, 188-189, 191
elfogado allapot, 18, 30,-38, 40, 42, 44, 46-47, 51, 54, 56, 59,-60, 62, 64, 66-69, 71,
75,777,103, 105-107, 109-110, 130, 132-133, 138, 143, 154, 203,
207-208, 218-220, 222-223, 226-228, 230-231, 237
eljaras— procedura
E, — iires jelsorozat
¢ (levezetési) szabaly, 30-32, 37, 65, 67-68, 73, 76, 94, 96, 98, 171, 173, 181-182,
192, 203, 231
~ kikiiszobolése, 32-35, 68, 78, 90, 92
€ mozgasi szabalyok, 32-35, 75-78, 104-106, 108, 113-114, 121-122, 129-131, 136,
144, 150, 203-204, 215
€ nyil, — £ mozgasi szabalyok

felesleges szimbolumok kikiiszobolése, 86-89, 94, 123, 125
FIRST fiiggvény, 168-171, 175, 176, 182, 183
FOLLOW fuggvény, 170-171, 173-177, 179, 180, 185-188

generativ nyelv, 20, 21-22, 25, 221, 222, 233-234
grammatika, 14-15

grammatikai szimbolum, — nemterminalis szimbdlum
Greibach normalalak, 96, 98-101, 181

helyettesitési szabaly, — levezetési szabaly
homomorfizmus, 151-155

i ekvivalencia, 45, 46

indul¢ allapot, — kezddallapot

infix jelolés, 145-146, 150, 194, 200, 203
Item, 157

jelentéstan, — szemantika
jellemzd nyelvtan, 151-157
szigoruan ~, 152-153
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jobbelemzés, 115, 147, 157, 163, 182-189, 200, 202
egyszerusitett ~, 189-202
jobblevezetés, — jobbelemzés
jobboldali elemzés, 82, 115-118, 147, 148, 166, 183, 184, 190, 193, 195, 199, 229,
236, 240
jobboldali levezetés, — jobboldali elemzés
jobbregularis, 21, 35, 37, 85
jolfésiilt nyelvtan, 94, 95, 96, 98, 100

karakterfiizér, — jelsorozat

kett6s pumpalas, 126-128

kezdéallapot, 26, 29, 31-36, 40, 41, 44, 48, 51, 54, 60, 61, 63, 64, 66-69, 74-77, 78,

103, 106, 107, 110, 124, 136, 153, 208, 212, 215, 218, 227, 228

kiegészitd, — komplemens

kiindul6 allapot, — kezddallapot

komplemens, 57, 59, 60, 63, 128, 129, 132-134, 233

konfiguracio, 30-31, 53, 55, 91, 106-108, 118, 170, 191, 201, 226-229, 236-239

konkatenaciod, 57-58, 65-57, 71, 74, 76, 134, 135, 171, 234

konkatenalt, — konkatenacio

kornyezetfiiggetlen nyelv(tan), 21, 23, 79, 83, 86, 90, 91, 94, 96, 98, 100, 102, 114,
115,117, 119, 123, 126, 128, 129, 133, 135, 136, 139,
142, 144, 150, 153, 154, 162, 181, 200, 203, 205, 206,
220,221, 239, 240, 241

kornyezetfiiggd nyelv(tan), 21-22, 24, 90, 91, 230-234

kovetd nyelv, - FOLLOW(k)

lengyel jelolés
hats6 ~,
postfix ~145, 150, 186, 189, 203
prefix ~, 145, 169, 192, 203
levél, 81, 126
levezetési fa, 79-85, 126-128, 139, 147, 157, 163
levezetési szabaly, 15-22, 26, 29, 32-34, 38, 61, 62, 63, 65, 67-68, 74, 79, 86-89, 91,
92,95-102, 115-117, 120-126, 128, 133, 135, 144, 146, 147, 154,
155, 158-160, 162, 163, 166, 167, 169, 170, 172, 173, 175, 180-188,
190, 191, 193-201, 224-226, 229, 230
linearisan korlatos automata, 230-234
LL(k) nyelvek, 181 203, 206
LL(k) nyelvtanok, 167-182, 202, 203
eros ~, 171, 179
gyenge ~, 176
LR(k) nyelvtanok, 182-189, 202

matematikai nyelvészet, 20, 22, 26, 50, 76, 83, 207
megkiilonboztethetd allapotok, 48
metszet, 57, 63, 64, 133, 134, 135, 169, 240, 241
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mondat, 13-20, 24, 33, 34, 35, 43, 57, 58, 60, 61, 63, 65, 67, 69, 70, 71, 80-86, 88-93,
98, 106, 107-109, 115-118, 120, 121, 123, 124, 126- 128, 133, 135, 137, 141,
142, 144-147, 152, 153, 157, 159-166, 169, 170, 172, 174, 177, 179, 181-183,
185, 186, 189, 191, 202, 203, 205, 221-226, 228-230, 233, 239, 240
mondatszerti forma, 15, 16, 18, 25, 32, 33, 34, 61, 65, 67, 79, 80, 82, 83, 85-90, 93,
98, 115-120, 123, 124, 135, 144, 146, 147, 157, 168, 172, 173,
175, 176, 184, 185, 190, 194, 195, 225, 226, 228, 229, 231, 233
mondatszimbolum, 15, 16, 17, 32, 33, 35, 61, 62, 63, 65, 68, 74, 79, 84, 87, 90-92, 96,
98, 114-118, 124, 133, 135, 144-146, 153, 157, 159-161, 164, 166,
167, 173, 177, 186, 225, 226, 228, 230, 233
mozgasi szabalyok, 29-34, 38-40, 43, 49-51, 53-56, 64, 65, 103-104, 106, 107,
109-115, 117, 118, 120-125, 129, 136, 138-142, 148-151,
207-209, 212, 214, 216-219, 228, 229, 237, 238

nemterminalis szimbolum, 15, 16-18, 21, 32-35, 61, 62, 65, 67, 74, 79, 80, 82, 84-91,
93-101, 114-128, 133, 134, 144-151, 153, 158-160, 163,
164, 167-177, 179-183, 185-187, 192, 194-196, 198-202,
225,226,228, 229, 231
rekurziv ~, 88

nyelvi szimbolum, — terminalis szimbolum
nyelvtan, — grammatika
nyelvtani szimbdlum, — nemtermindlis szimbdlum

operator grammatika, — operator nyelvtan
operator nyelvtan, 200
operator precedencia elemzés, 200-201, 206

palindrom, 124
palindréma, — palindrom
Post probléma, 236-241
precedencia grammatika, — precedencia nyelvtan
precedencia nyelvtan, 191-195, 197-198, 200-205
egyszerd ~, 191-192, 205
gyenge ~, 194-195, 197-198, 205
prefix tulajdonsag, 203, 205
procedura, 23-25, 210, 211, 226
produkciods szabaly, — levezetési szabaly
pumpalas, 69-70
kettds ~, 126-128
~1 lemma, 126-128

regularis halmaz, 71-79, 97

regularis kifejezés, 71

regularis nyelv, 21, 29-79, 85, 88, 126, 128, 135, 139, 153, 165, 226, 241
rekurziv nyelvtan, 88, 96, 97
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rekurzive felsorolhato, 230
rekurzive felsorolhaté nyelv, 230-234

szamlalé automata, 215-216
szamlalo gép, — szamlald automata
szemantika, 20
szintakszis, 89
szintakszisvezérelt forditasi séma, 144-148, 149-153
egyszerl ~, 146, 147, 149-151, 153, 154, 155
szintaktikus elemzd, 97, 157-206
ekvivalens ~k, 179-180
erOsen ekvivalens ~k, 179
gyengén ekvivalens ~k, 179

tartalmazas, 23-26, 27, 29, 83,232, 233
teljesen specifikalt, 30, 43, 44, 47, 50, 53, 56, 59, 60, 109, 129
terminalis szimbolum, 15, 16, 17, 19, 21, 65, 74, 79-81, 84-88, 95, 96, 98-101, 114,
120, 122, 124, 141, 145-148, 150, 152, 153, 157-159, 162, 164,
167, 168, 170, 172, 174, 175, 181, 183, 185, 187, 192, 196,
200-203, 231, 233
tobbértelmii nyelvtan, 83, 85,
tranzitiv lezart, 57-58, 67-69, 71, 72, 74, 76, 135
Turing-gép, 207-211, 211-234, 236-239
a ~ megallasi problémaja, 220-224, 234, 236, 239
univerzalis ~, 216-223, 225, 228, 232
tiikor nyelv, — palindrom

Ujrairasi szabaly, — levezetési szabaly
unikalis, 44, 47, 57, 73, 82, 96, 115, 162
unio, 40, 57-58, 60-63, 71-75, 90-92, 114, 133-134, 187, 240

iires jelsorozat, 13, 14, 16, 32, 35, 58, 67, 69, 71, 72, 77, 90-92, 96, 104, 106, 107,
113, 124, 127, 135, 148, 149, 152, 159, 177, 185, 186, 189, 190, 196,
202

iires nyelv, 14, 70, 134,

véges allapoti automata, — véges automata
véges automata
determinisztikus ~, 30, 36, 38, 39-45, 47, 50, 63, 65, 69
két iranyban mozgo ~, 49-57
nemdeterminisztikus ~, 36, 38-43, 47, 50, 56, 59, 63, 64, 67
véges fordito, 137-144, 148, 153, 154
véges nyelv, 88, 168, 169, 184
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veremautomata
allapottal elfogado ~, 109-110, 128, 136
determinisztikus ~, 85, 107, 109, 127, 129, 131, 133, 134, 203, 204
mélybelato ~, 111, 204, 209
nemdeterminisztikus ~, 85, 107, 108, 109, 117, 118, 128, 129, 134
rontgenszemil ~, — mélybelato ~
tires veremmel elfogado6 ~, 109, 110, 112, 114, 115, 119, 121, 124, 136, 140
veremfordit6, 148-151, 153-157
visszatérési fal, 52-54
Wirth—Weber precedenciarelaciok, 189
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