
Hatodik könyv 

Definíciók 

1. Sokszögek hasonlók, ha a szögeik egyenként megegyeznek és az 
egyenlő szögek melletti oldalaik arányosak. 

[2. Alakzatok fordítottan arányosak, ha mind a két alakzatban elő
fordulnak egyenes és fordított arányok is.]* 

3. Azt mondjuk egy szakaszról, hogy folytonos arányban van fel
osztva, ha a nagyobb szelet úgy aránylik a kisebbhez, mint a teljes 
szakasz a nagyobb szelethez.* 

4. Egy alakzat magassága a csúcsáról az alapjára bocsátott merő
leges. 

[5. Azt mondjuk egy arányról, hogy arányokból tevődik össze, ha 
ezen arányok nagyságai egymással összeszorozva alkotják.]* 

F.:VI. 23. 

VI. 1. Tétel 
Az ugyanazon magasságú háromszögek és paralelogrammák úgy 

aránylanak egymáshoz, mint az alapjaik. 
Legyenek ugyanazon AC magasságú háromszögek ABC és ACD 

s paralelogrammák EC és CF. Azt állítom, hogy az ABC háromszög 
az ACD háromszöghöz és az EC paralelogramma a CF paralelogram
mához úgy aránylik, mint a BC alap a CD alaphoz. 

Hosszabbítsuk meg BD-t mind a két oldalon, a H, illetve L pontig, 
és vegyünk föl tetszőleges sok a BC alappal egyenlő BG, GH, s a 
CD alappal egyenlő DK, KL szakaszt (I. 3.), és húzzuk meg AG-t, 
AH-t, AK-t, AL-t. 
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Minthogy a BC, BG, GH szakaszok egyenlők egymással, egyenlők az 
AHG, AGB, ABC háromszögek is egymással (I. 38.). Ahányszorosa 
tehát a HC alap a BC alapnak, ugyanannyiszorosa az AHC három
szög is az ABC háromszögnek. Ugyanígy ahányszorosa az LC alap a 
CD alapnak, ugyanannyiszorosa az ALC háromszög is az ACD három
szögnek; s ha egyenlő a HC alap az LC 
alappal, egyenlő az AHC háromszög is az 
ACL háromszöggel (I. 38.), s ha nagyobb 
a HC alap az LC alapnál, az AHC három
szög is nagyobb az ACL háromszögnél, s 
ha kisebb, kisebb. Van hát négy mennyi
ség, két alap, BC és CD, s két háromszög, 
ABC és ACD, s ugyanannyiszorosát vettük 
a BC alapnak és az ABC háromszögnek, a 
HC alapot, illetve az AHC háromszöget, s tetszőleges másik ugyan
annyiszorosát a CD alapnak és az ADC háromszögnek, az LC alapot 
és az ALC háromszöget. Megmutattuk, hogy ha a HC alap nagyobb 
az LC alapnál, az AHC háromszög is nagyobb az ALC háromszögnél, 
s ha egyenlő, egyenlő, s ha kisebb, kisebb. Az ABC háromszög tehát 
úgy aránylik az ACD háromszöghöz, mint a BC alap a CD alaphoz. 

Minthogy az EC paralelogramma kétszerese az ABC háromszögnek 
és az FC paralelogramma kétszerese az ACD háromszögnek (I. 34. v. 
41.), a részek aránya viszont ugyanaz, mint az ugyanannyiszorosaiké 
(V. 15.), az EC paralelogramma úgy aránylik az FC paralelogrammá
hoz, mint az ABC háromszög az ACD háromszöghöz. Miként meg
mutattuk, az ABC háromszög úgy aránylik az ACD háromszöghöz, 
mint a BC alap CD-hez, az EC paralelogramma pedig úgy aránylik a 
CF paralelogrammához, mint az ABC háromszög az ACD három
szöghöz, az EC paralelogramma tehát úgy aránylik a CF paralelogram
mához, mint a BC alap a CD alaphoz (V. 11.). 

Az u. m. h. és p. tehát... Éppen ezt kellett megmutatni. 
F.: VI. 2., 14-15., 19-20., 23., 25.; X. 19-21., 22. L., 23-25., 33., 

35., 38., 41., 44., 47., 54. L., 54-55., 57-63., 65., 71-72., 75., 78-79., 
81., 84., 91-94., 97., 99-100., 102., 104., 110., 114.; XI. 33-34.; 
XIII. 1-2. 
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VI. 2. Tétel 
Ha egy háromszög egyik oldalával húzunk egy párhuzamost, az 

arányosan osztja a háromszög másik két oldalát; s ha egy háromszög 
két oldalát arányosan osztjuk, az osztás pontokra illesztett egyenes 
párhuzamos a háromszög harmadik oldalával* 

Húzzunk ugyanis az ABC háromszög egyik oldalával, 5C-vel, egy 
DE párhuzamost. Azt állítom, hogy CE úgy aránylik EA-hoz, mint 
BD a DA-hoz. 

Húzzuk meg ugyanis BE-t és CD-t. 
Ekkor a BDE háromszög egyenlő a CDE háromszöggel, mivel 

ugyanazon a DE alapon és ugyanazon DE, BC párhuzamosok között 
fekszenek (I. 37.); s valamely másik mennyiség 
az ADE háromszög. Egyenlő mennyiségeknek 
ugyanahhoz a mennyiséghez való aránya viszont 
ugyanaz (V. 7.), a CDE háromszög tehát úgy 
aránylik az ADE háromszöghöz, mint a BDE há
romszög. De BD úgy aránylik DA-hoz, mint a 
BDE háromszög ADE-hez, ugyanis mivel ugyanaz 
a magasságuk, az E-ből AB-re bocsátandó merő

leges, úgy aránylanak egymáshoz mint az alapjaik (VI. 1.). Ugyanígy 
CE úgy aránylik EA-hoz, mint a CDE háromszög ADE-hsz; CE úgy 
aránylik tehát EA-hoz, mint BD a DA-hoz (V. 11.). 

Osszuk most arányosan föl az ABC háromszög AB és AC oldalát: 
CE az EA-hoz, mint BD a DA-hoz, és húzzuk meg DE-t. Azt állítom, 
hogy DE párhuzamos 2?C-vel. 

Készítsük el ugyanis ugyanazt az ábrát, mint az előbb. Ekkor 
minthogy CE úgy aránylik EA-hoz, mint BD a DA-hoz, s a BDE 
háromszög az ADE háromszöghöz, mint BD a DA-hoz, a CDE 
háromszög pedig az ADE háromszöghöz, mint CE az ü^-hoz 
(VI. 1.), a CDE háromszög is úgy aránylik az ADE háromszöghöz, 
mint a BDE háromszög (V. 11.). Mind a két BDE, CDE három
szögnek ugyanaz az aránya ^Dis-hez, egyenlő tehát?a BDE három
szög a CDE háromszöggel (V. 9.); s ugyanazon fa DE alapon fek
szenek. Az ugyanazon az alapon fekvő egyenlő háromszögek viszont 
ugyanazon párhuzamosok között is fekszenek (I. 39.), DE tehát pár
huzamos .SC-vel. 
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Ha tehát egy. . . Éppen ezt kellett megmutatni. 
F . : VI. 3-4., 9-12., 24.; XI. 17., 23.; XII. 13., 17. 

VI. 3. Tétel 
Ha egy háromszög egy szögét megfelezzük és a szögfelező szeli 

az alapot is, az alap szeleteinek aránya ugyanaz, mint a háromszög 
másik két oldaláé; s ha az alap szeleteinek aránya ugyanaz, mint a 
háromszög másik két oldaláé, a csúcsból az osztópontba húzott egyenes 
felezi a szöget. 

Legyen ABC egy háromszög, és felezzük meg a BAC szöget az AD 
egyenessel (I. 9.). Azt állítom, hogy BA úgy aránylik ^C-hez, mint 
BD a CD-hez. 

Húzzuk ugyanis C-n át D^á-val párhuzamosan CE-t (I. 31.), és BA 
meghosszabbítása találkozzék vele az E pontban (5. P.). 

Minthogy a párhuzamos DA, CE egyeneseket metszi AC, az ACE 
szög egyenlő CAD-\e\ (I. 29.). A CAD szög viszont feltevés szerint 
egyenlő BAD-vel, BAD is egyenlő tehát az 
ACE szöggel. Továbbá, minthogy a párhu
zamos DA, CE egyeneseket metszi BAE, a 
BAD külső szög egyenlő az AEC belső szög
gel (I. 29.). Megmutattuk, hogy ACE is 
egyenlő a BAD szöggel, az ACE szög tehát 
egyenlő ^ZTC-vel, úgyhogy az AE oldal is 
egyenlő az AC oldallal (I. 6.). Minthogy a 
BCE háromszög egyik oldalával, CE-vel, pár
huzamosan halad DA, BA úgy aránylik AC-hez, mint BD a CD-hez 
(VI. 2.). 

Arányuljék most BA az ^C-hez, mint BD a CD-hez, és húzzuk meg 
DA-t. Azt állítom, hogy a DA egyenes felezi a BAC szöget. 

Készítsük el ugyanis ugyanazt az ábrát, mint az előbb. Minthogy 
BA úgy aránylik AC-hez, mint BD a CD-hez és BA úgy aránylik AE-
hez, mint BD a CD-hez - a BCE háromszög egyik oldalával, CE-vel 
párhuzamosan halad ugyanis DA (VI. 2.) -, BA úgy aránylik AE-hez, 
mint JC-hez (V. 11.). AC tehát egyenlő AE-wel (V. 9.), úgyhogy az 
AEC szög is egyenlő az ACE szöggel (I. 5.). Az AEC szög viszont 
egyenlő a BAD külső, ACE pedig a CAD váltószöggel (I. 29.), 
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BAD is egyenlő tehát a CAD szöggel. A DA egj/enes tehát felezi a 
BAC szöget. 

Ha tehát egy... Éppen ezt kellett megmutatni. 

VI. 4. Tétel 
Háromszögeknek, melyek szögei egymással egyenlők, arányosak az 

egyenlő szögek melletti oldalaik, mégpedig az egyenlő szögekkel szem
közti oldalak felelnek meg egymásnak. 

Legyenek az ABC, DCE háromszögek szögei egyenlők: az ABC 
szög DCE-vel, BAC a CDE-vel és végül ACB a CED-vel. Azt állítom, 
hogy az ABC, DCE háromszögeknek arányosak az egyenlő szögek 
melletti oldalaik, mégpedig az egyenlő szögekkel szemközti oldalak 
felelnek meg egymásnak. 

Feküdjék ugyanis BC a CE-vel egy egyenesen (I. 3.). Minthogy az 
ABC, ACB szögek összege kisebb két derékszögnél (I. 17.), s ACB 
egyenlő DEC-vel, az ABC, DEC szögek összege kisebb két derékszög
nél; a BA, ED egyenesek meghosszabításai tehát találkozni fognak 
(5. P.). Hosszabítsuk meg őket, és találkozzanak az F pontban. 

Minthogy a DCE szög egyenlő ABC-vel, BF párhuzamos CD-vel 
(I. 28.). Ismét, minthogy az ACB szög egyenlő DEC-vel, AC párhuza
mos EE-vel. FACD tehát egy paralelogramma, így FA egyenlő DC-vel, 
AC az FD-vel (I. 34.). Minthogy az FBE háromszög egyik oldalával, 

FE-vel, párhuzamosan halad AC, BC úgy arány
lik CE-hcz, mint BA az AF-hez (VI. 2.). AF vi
szont egyenlő CD-vel, BC tehát úgy aránylik 
CE-hez, mint BA a CD-hez (V. 7., 11.), s fölcse
rélve CD úgy aránylik CE-hez, mint BA a BC-
hez (V. 16.). Ismét, minthogy CD párhuzamos 
5F-fel, FD úgy aránylik DE-hez, mint BC a CE-
hez. FD viszont egyenlő AC-vel, AC tehát úgy 

aránylik DE-hez, mint BC a CE-hez, s fölcserélve CE úgy ED-hez, 
mint BC az AC-hez. Mint megmutattuk, DC úgy aránylik CE-hez, 
mint AB a JSC-hez s CE az ED-hez, mint BC a CA-hoz, egyenlő (sok 
tagon) át tehát CD úgy aránylik DE-hez, mint BA az AC-hez (V. 22.). 

Háromszögeknek tehát, . . . Éppen ezt kellett megmutatni. 
F.: VI. 5-8., 18., 20., 24.; XI. 23.; XII. 1., 3.; XIII. 8., 10-11. 
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VI. 5. Tétel 
Ha két háromszögnek arányosak az oldalaik, egyenlők a háromszögek 

szögei, mégpedig azok a szögek egyenlők, melyekkel szemben a meg
felelő oldalak fekszenek. 

Legyen ABC és DEF két háromszög, melyek oldalai arányosak: 
DE az EF-hez, mint AB a BC-hez, EF az FD-hez, mint BC a CA-hoz, 
s végül ED DF-hsz, mint BA az AC-hez. Azt állítom, hogy az ABC 
háromszögnek a DEF háromszögéivel egyenlők a szögei, mégpedig 
azok a szögek egyenlők, melyekkel szemben a megfelelő oldalak fek
szenek, ABC a DEF-M, BCA az EFD-vel s végül BAC azEDF-M. 

Szerkesszünk az EF egyenesre, a rajta levő E, illetve F ponthoz, 
egy ABC-vel egyenlő FEG, illetve egy ACB-vel egyenlő EFG szöget 
(I. 23.). Ekkor a harmadik, ^4-nál levő szög egyenlő a harmadik, G-nél 
levő szöggel (I. 32.). 

Egyenlők tehát az ABC háromszög szögei FGF-éivel. Az ABC, EGF 
háromszögeknek arányosak tehát az egyenlő szögek melletti oldalaik, 
mégpedig az egyenlő szögekkel szemközti oldalak felelnek meg egy
másnak (VI. 4.): GE az .EF-hez, mint AB a 5C-hez. DE viszont fel
tevés szerint úgy aránylik FF-hez, mint AB a 2?C-hez, GE tehát úgy 
aránylik FF-hez, mint DE (V. 11.). E két sza
kasznak, DE-nek és GF-nek tehát ugyanaz az 
aránya EF-hez: egyenlő tehát DE a GF-vel 
(V. 9.). Ugyanígy DF is egyenlő GF-fel. Mint
hogy DE egyenlő FG-vel, EF pedig közös 
oldal, e két-két oldal, DE, EF és GE, EF 
egyenlő; és a DF alap egyenlő az FG alappal; 
a DEF szög tehát egyenlő a GEF szöggel 
(I. 8.), és a DEF háromszög egyenlő a GEF háromszöggel, és a 
többi szög is páronként egyenlő, amelyekkel szemben az egyenlő 
oldalak fekszenek (I. 4.). Egyenlő tehát a DFE szög is GFE-vel, EDF 
pedig FGF-fel. Minthogy az FED szög egyenlő GFF-fel, GEF viszont 
ABC-vel, az ABC szög is egyenlő DFF-fel. Ugyanígy ACB is egyenlő 
DFE-vel, s végül az A-nál levő szög is a D-nél levő szöggel. Egyenlők 
tehát az ABC háromszög szögei a DEF háromszögéivel. 

Ha tehát ké t . . . Éppen ezt kellett megmutatni. 
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VI. 6. Tétel 
Ha két háromszögnek egy-egy szöge egyenlő és az egyenlő szögek 

melletti oldalak arányosak, egyenlők a háromszögek szögei, mégpedig 
a megfelelő oldalakkal szemközti szögek egyenlők. 

Legyen ABC és DEF két háromszög, melynek egy-egy szöge, BAC 
és EDF egyenlő', és az egyenlő szögek melletti oldalak arányosak: 
ED a DF-hez, mint BA az AC-hez. Azt állítom, hogy az ABC három
szög szögei egyenlők a DEF háromszögéivel, mégpedig az ABC szög 
egyenlő DFF-fel, az ACB szög pedig DFE-vel. 

Szerkesszünk ugyanis a DF egyenesre, a rajta levő D, illetve F 
ponthoz, egy mind a két, BAC, EDF szöggel egyenlő FDG, illetve egy 
ACB-vél egyenlő DFG szöget (I. 23.). Ekkor a harmadik, B-nél levő 
szög egyenlő a harmadik, G-nél levő szöggel (I. 32.). 

Egyenlők tehát az ABC háromszög szögei a DGF háromszögéivel. 
Arányosak tehát: GD a DF-hez, mint BA az ,4C-hez (VI. 4.). ED vi
szont feltevés szerint úgy aránylik DF-hez, mint BA az AC-hez; GD te

hát úgy aránylik DF-hez, mint ED (V. 11.). 
Egyenlő tehát ED a DG-ve\ (V. 9.); s DF 
közös oldal; így e két-két oldal, ED, DF és 
GD, DF egyenlő; s az EDF szög egyenlő 
a GDF szöggel; az EF alap tehát egyenlő 
a GF alappal, és a DEF háromszög egyenlő 
a GDF háromszöggel, és a többi szög 
is páronként egyenlő, amelyekkel szem

ben az egyenlő oldalak fekszenek (I. 4.). Egyenlő tehát a DFG szög 
DFE-vel, a DGF szög pedig DFF-fel. A DFG szög viszont egyen
lő ,4CB-vel, ACB is egyenlő tehát DFE-vel. BAC pedig feltétel 
szerint egyenlő FDF-fel, a harmadik, J5-nél levő szög is egyenlő tehát 
a harmadik, F-nél levő szöggel (I. 32.); egyenlők tehát az ABC há
romszög szögei a DEF háromszögéivel. 

Ha tehát két . . . Éppen ezt kellett megmutatni. 
F. : VI. 20., 32.; XII. 1., 4., 12.; XIII. 18. 

VI. 7. Tétel 
Ha két háromszögnek egy-egy szöge egyenlő, egy-egy másik szög 

körüli oldalak arányosak, a harmadik szögek pedig mindketten egy-
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szerre vagy kisebbek, vagy nem kisebbek egy derékszögnél, egyenlők a 
háromszögek szögei, mégpedig az arányos oldalak által közrefogott szö
gek egyenlők. 

Legyen ABC és DEF két háromszög, melynek egy-egy szöge, BAC 
és EDF egyenlő, egy-egy másik szög, ABC és DEF körüli oldalak ará
nyosak : DE az EF-hez, mint AB a 2?C-hez, a harmadik, C-nél, illetve 
F-nél levő szögek pedig mindketten egyszerre először kisebbek egy 
derékszögnél. Azt állítom, hogy az ABC háromszög szögei egyenlők 
a DEF háromszögéivel, mégpedig az ABC 
szög egyenlő DEF-fel, s a harmadik, C-nél 
levő szög nyilván egyenlő a harmadik, F-nél 
levő szöggel. 

Ha ugyanis az ABC szög nem egyenlő 
DEF-M, egyikük nagyobb. Legyen ABC a 
nagyobb, és szerkesszünk az AB egyenesre, 
a rajta levő B ponthoz, egy DEF-fel egyenlő 
ABG szöget (I. 23.). 

Minthogy az a szög egyenlő ő-val, az ABG szög pedig DEF-fel, 
a harmadik AGB szög egyenlő a harmadik DFE szöggel (I. 32.). 
Egyenlők tehát az ABG háromszög szögei a DEF háromszögéivel. 
DE tehát úgy aránylik EF-hez, mint AB a BG-hez (VI. 4.). AB viszont 
feltétel szerint úgy aránylik BC-hez, mint DE az EF-hez; AB-nek tehát 
mind a két, BC, BG szakaszhoz ugyanaz az aránya (V. 11.); BC tehát 
egyenlő BG-vel (V. 9.), úgyhogy a C-nél levő szög is egyenlő a BGC 
szöggel (I. 5.). A C-nél levő szög feltétel szerint kisebb egy derékszög
nél, BGC is kisebb tehát egy derékszögnél, úgyhogy az AGB mellék
szöge nagyobb egy derékszögnél (I. 13.). Erről megmutattuk, hogy 
egyenlő az F-nél levő szöggel; az F-nél levő szög is nagyobb tehát egy 
derékszögnél. Feltétel szerint viszont kisebb egy derékszögnél; ez 
lehetetlen. Nem igaz tehát, hogy az ABC szög nem egyenlő DEF-fel; 
egyenlő hát vele. Az A-nál levő szög is egyenlő a D-nél levővel; a har
madik, C-nél levő szög is egyenlő tehát az F-nél levővel (I. 32.). 
Egyenlők tehát az ABC háromszög szögei a DEF háromszögéivel. 

Másodszorra tegyük föl, hogy mind a két, C-nél, illetve F-nél levő 
szög nem kisebb egy derékszögnél. Ismét azt állítom, hogy az ABC 
háromszögnek így is egyenlők a szögei a DEF háromszögéivel. 
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Ugyanazt az ábrát elkészítve hasonlóképp mutathatnánk meg, hogy 
BC egyenlő BG-vel, úgyhogy a C-nél levő szög is egyenlő a BGC szög

gel. A C-nél levő szög nem kisebb egy derékszög
nél, a BGC szög sem kisebb tehát egy derékszög
nél, így a BGC háromszög két szögének összege 
nem kisebb két derékszögnél; ez viszont lehetetlen 
(I. 17.). Ismét csak nem igaz, hogy az ABC szög 
nem egyenlő DEF-M; egyenlő hát vele. Az 4̂-nál 
levő szög is egyenlő a D-nél levővel, tehát a harma
dik, C-nél levő szög egyenlő a harmadik, F-nél 
levő szöggel (I. 32.). Egyenlők tehát az ABC há

romszög szögei a DEF háromszögéivel. 
Ha tehát két... Éppen ezt kellett megmutatni, 
F.: VI. 20., 32.; XII. 1., 4., 12.; XIII. 18. 

VI. 8. Tétel 
Ha egy derékszögű háromszögben a derékszög csúcsából az alapra 

egy merőlegest bocsátunk, a merőleges melletti háromszögek mind 
a teljes háromszöghöz, mind egymáshoz hasonlók. 

Legyen ABC egy háromszög, melynek BAC szöge derékszög, és 
bocsássuk A-ból BC-re az AD merőlegest. Azt állítom, hogy mind 
a két, ABD, ADC háromszög hasonló a teljes ABC háromszöghöz és 
egymáshoz is. 

Minthogy a BAC szög egyenlő ADB-vsl - derékszög ugyanis mind 
a kettő - és e két háromszögnek, ABC-nek és ABD-nek közös szöge 
a 5-nél levő, a harmadik, ACB szög egyenlő a harmadik, BAD szöggel 
(I. 32.); egyenlők tehát az ABC háromszög 
szögei az ABD háromszögéivel. Amint tehát az 
ABC háromszög derékszögével szemközti BC 
az ABD háromszög derékszögével szemközti 
BA-hoz, úgy aránylik az ABC háromszög C-nél 
levő szögével szemközti ugyanezen AB az ABD 
háromszög egyenlő szögével, BAD-vél szemközti 
BD-hez, s végül a két háromszög közös szögével szemközti AC az 
AD-hsz (VI. 4.). Az ABC háromszögnek tehát egyenlők a szögei az 
ABD háromszögéivel, és az egyenlő szögek melletti oldalaik arányo-
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sak. Hasonló tehát az ABC háromszög áz ABD háromszöghöz (VI 
1. D.). Hasonlóképp mutathatnánk meg, hogy az ADC háromszög
höz is hasonló az ABC háromszög; mind a két, ABD, ADC három
szög hasonló tehát a teljes ABC háromszöggel. 

Az állítom, hogy egymáshoz is hasonlók az ABD, ADC három
szögek. 

Minthogy ugyanis a BDA derékszög egyenlő az ADC derékszöggel 
(4. P.) és - mint megmutattuk - a BAD szög is egyenlő a C-nél levő 
szöggel, a harmadik, 5-nél levő szög is egyenlő a harmadik, DAC 
szöggel (I. 32.); egyenlők tehát az ABD háromszög szögei az ADC 
háromszögéivel. Amint tehát az ABD háromszögbeli BAD szöggel 
szemközti BD az ADC háromszögbeli, a BAD szöggel egyenlő C-nél 
levő szöggel szemközti DA-hoz, úgy aránylik az ABD háromszögbeli 
B-nél levő szöggel szemközti ugyanezen AD az ADC háromszögnek 
a 5-nél levő szöggel egyenlő DAC szögével szemközti DC-hez, s végül 
BA az ^áC-hez, melyek a derékszögekkel szemben fekszenek (VI. 4.); 
hasonló tehát az ABD háromszög az ADC háromszöghöz. 

Ha tehát egy... [Éppen ezt kellett megmutatni.] 
R: VI. 31.; X. 33. L.; XIII. 15-16., 18. 

Következmény 
Ebből már nyilvánvaló, hogy ha egy derékszögű háromszögben 

a derékszög csúcsából az alapra egy merőlegest bocsátunk, a merőleges 
középarányosa az alap szeleteinek. Éppen ezt kellett megmutatni. 
[S végül az alapnak és bármely szeletének középarányosa a szelet 
melletti oldal.] 

F.: VI. 13.; X. 33. L.; XII. 17.; XIII. 13-16., 18. 

VI. 9. Tétel 
Vonjunk le adott szakaszból előírt részt*! 
Legyen AB az adott szakasz. Az AB szakasz előírt részét kell tehát 

levonni. 
Legyen a harmad előírva. Húzzunk az A 

pontból egy AB-vcl tetszőleges szöget bezáró 
AC egyenest, vegyünk 4̂C-n egy tetszőleges D 
pontot, és mérjük föl az AD-vel egyenlő DE-X, 
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BC-t (I. 3.). Húzzuk meg BC-t és D-n át vele párhuzamosan DF-et 
(I. 31.). 

Minthogy az ABC háromszög egyik oldalával, i?C-vel párhuzamosan 
halad FD, BF úgy aránylik F^-hoz, mint CD a DA-hoz (VI. 2.). 
CD kétszerese DA-nak; BF is kétszerese tehát FA-nak; háromszorosa 
tehát BA az ^F-nek. 

Az adott AB szakaszból tehát levontuk az előírt harmadrészt, ^4F-et. 
Éppen ezt kellett megtenni. 

VI. 10. Tétel 
Osszunk föl adott fölosztatlan szakaszt adott fölosztott szakaszhoz 

hasonlóan! 
Legyen AB az adott felosztatlan szakasz, AC pedig &-D,E pontok

ban - fölosztott, és feküdjenek úgy, hogy bezárjanak egy tetszőleges 
szöget (I. 2.), húzzuk meg CB-t és D-n, F-n BC-vel párhuzamosan 
DF-et, EG-t, D-n át AB-vei párhuzamosan DHK-t (I. 31.). 

Paralelogramma tehát mind a két, FH, HB idom, így DH egyenlő 
FG-vel, HK pedig GB-vel (I. 34). Minthogy a DKC háromszög egyik 

oldalával, .KC-vel párhuzamosan halad HE, 
KH úgy aránylik HD-hez, mint CE az F ű 
hez (VI. 2.). KH viszont egyenlő BG-vd, HD 
pedig GF-fel, BG tehát úgy aránylik GF-hez, 
mint CE az ED-hez (V. 7., 11.). Ismét, mint
hogy az AGE háromszög egyik oldalával, 
GF-vel párhuzamosan halad FD, GF úgy 

aránylik FA-hoz, mint ED DA-hoz. Mint megmutattuk, BG úgy 
aránylik GF-hez, mint CE az ED-hez; tehát: BG a GF-hez, mint CF 
az ED-hez és GF az FA-hoz, mint FD a DA-hoz. 

Az adott felosztatlan szakaszt tehát, ^45-t, az adott fölosztott sza
kaszhoz, AC-hez hasonlóan osztottuk föl. Éppen ezt kellett megtenni. 

F. :XIII . 13., 15-16. 

VI. 11. Tétel 
Keressünk két adott szakaszhoz harmadik arányost! 
Legyen BA és AC az adott [két szakasz], és feküdjenek úgy, hogy 

bezárjanak egy tetszőleges szöget (I. 2.). A BA, AC szakaszokhoz kell 
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tehát harmadik arányost keresni. Hosszabítsuk meg Őket a D, illetve E 
pontig, mérjünk föl egy 4̂C-vel egyenlő BD-t (I. 3.), 
húzzuk meg BC-t és D-n át vele párhuzamosan 
DE-t (I. 31.). 

Minthogy az ADE háromszög egyik oldalával, 
Dis-vel párhuzamosan halad BC, AC úgy aránylik 
CE-hez, mint AB a BD-hez (VI. 2.). BD viszont 
egyenlő yíC-vel, AC tehát úgy aránylik CE-hez, 
mint AB az ^C-hez (V. 7., 11.). 

Két adott szakaszhoz tehát, AB-hez és AC-hez, harmadik arányost 
találtunk, CE-t. Éppen ezt kellett megtenni. 

F.:VI. 19., 20. 2. K., 22.; X. 96. 

VI. 12. Tétel 
Keressünk három adott szakaszhoz negyedik arányost! 
Legyen a, b és c a három adott szakasz. Az a, b, c szakaszokhoz kell 

tehát negyedik arányost keresni. 
Vegyünk föl két egyenest, DE-t és DF-et, melyek egy [tetszőleges] 

EDF szöget zárnak be, mérjünk föl egy ű-val 
egyenlő DG-t, egy b-vel egyenlő GE-t s végül 
egy c-vel egyenlő DH-t (I. 3.), húzzuk meg 
GH-t és vele párhuzamosan E-a át i?F-et 
(I. 31.). 

Minthogy a DEF háromszög egyik oldalá
val, £F-fel párhuzamosan halad GH, DH 
úgy aránylik HF-hsz, mint DG a GE-hez 

(VI. 2.). DG viszont egyenlő a-val, GE a 6-vel, DH pedig c-vel; c te
hát úgy aránylik HF-hez, mint a a b-hez (V. 7., 11.). 

Adott három szakaszhoz, a-hoz, b-hez és c-hez, negyedik arányost 
találtunk tehát, HF-et. Éppen ezt kellett megtenni. 

F.: VI. 22-23.; X. 27-28., 31-32., 104.; XI. 27. 

VI. 13. Tétel 
Keressünk két adott szakaszhoz középarányost! 
Legyen AB és BC az adott két szakasz. ^l?-hez és .ÖC-hez kell tehát 

középarányost keresni. 
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Helyezzük Őket egy egyenesben el (I. 3.), írjunk AC fölé egy ADC fél
kört, húzzuk a B pontból az AC szakasszal derékszögben BD-t (I. 11.) 
és kössük össze AD-t, DC-t. 

Minthogy ADC félkörbeli szög, derékszög (III. 31.). S minthogy 
az ADC derékszögű háromszögben a derékszög 
csúcsából egy DB merőleges halad az alaphoz, 
DB középarányosa az alap szeleteinek, AB-nek 
és BC-nek (VI. 8. K.). 

Adott két szakaszhoz, AB-hez és 2?C-hez kö
zéparányost találtunk tehát, DB-t. Éppen ezt 
kellett megtenni. 

F. : VI. 25.; X. 6. K., 10., 27-28., 31-32. 

VI. 14. Tétel 
Az egyenlő (területű) és egyenlő szögű paralelogrammáknak fordítva 

arányosak az egyenlő szögek melletti oldalaik; s amely egyenlő szögű 
paralelogrammáknak fordítva arányosak az egyenlő szögek melletti 
oldalaik, azok egyenlő (területű)ek. 

Legyenek AB és BC egyenlő (területű) és egyenlő szögű paralelog
rammák, melyek 5-nél levő szöge egyenlő, és helyezzük egy egyenesben 
el DB-t és BE-t (I. 3., 31., 23.); ekkor FB és BG is egy egyenesben 
lesz (I. 14.). Azt állítom, hogy az AB, BC idomoknak fordítva ará
nyosak az egyenlő szögek melletti oldalaik, azaz hogy GB úgy aránylik 
iJF-hez, mint DB a BE-hez* 

Egészítsük ki az FE paralelogrammát. Minthogy az AB paralelog
ramma egyenlő (területű) a BC paralelogram
mával, FE pedig egy másik mennyiség, BC úgy 
aránylik FE-hez, mint AB (V. 7.). Viszont amint 
AB az FE-hez, úgy aránylik DB a BE-hez és 
amint BC FE-hez, úgy GB a BF-hez (VI. 1.); 
amint DB a BE-hez, úgy aránylik tehát GB a .BF-
hez (V. 11.). Az AB, BC paralelogrammáknak 
tehát fordítva arányosak az egyenlő szögek melletti oldalaik. 

Arányuljéki most GB. a BF-hez, mint DB a BE-hez. Azt állítom, hogy 
az AB paralelogramma egyenlő (területű) a BC paralelogrammával. 

Minthogy ugyanis GB úgy aránylik iíF-hez, mint DB a BE-hez, s az 
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AB paralelogramma az FE paralelogrammához, mint DB a BE-hez, a 
BC paralelogramma pedig az FE paralelogrammához, mint GB a BF-
hez, BC úgy aránylik Fís-hez, mint AB (V. 11.); egyenlő tehát az AB 
paralelogramma a BC paralelogrammával (V. 9.). 

Az egyenlő (területű) és egyenlő szögű paralelogrammák t e h á t . . . 
Éppen ezt kellett megmutatni. 

F. : VI. 16., 30.; X. 22.; XI. 31., 33., 36. 

VI. 15. Tétel 
Egyenlő (területű) háromszögeknek, melyeknek egy-egy szögük 

egyenlő, fordítva arányosak az egyenlő szögek melletti oldalaik; s azok 
a háromszögek, melyeknek egy-egy szöge egyenlő és az egyenlő szögek 
melletti oldalaik fordítva arányosak, azok egyenlő (területű) ek. 

Legyenek ABC és ADE egyenlő (területű) háromszögek, melyeknek 
egy-egy szöge, BAC és DAE egyenlő. Azt állítom, hogy az ABC, 
ADE háromszögeknek fordítva arányosak az egyenlő szögek melletti 
oldalaik, azaz hogy EA úgy aránylik AB-hez, mint CA az AD-hsz. 

Helyezzük őket úgy el, hogy CA egy egyenesen 
legyen AD-vel (í. 3., 23.). Ekkor EA is egy egyenesen 
lesz AB-vd. (I. 14.). Húzzuk meg BD-t. 

Minthogy az ABC háromszög egyenlő az ADE 
háromszöggel, BAD pedig egy másik mennyiség, az 
EAD háromszög úgy aránylik a BAD háromszög
höz, mint a CAB háromszög (V. 7.). Viszont amint 
a CAB háromszög BAD-hez, úgy aránylik CA az 
AD-hsz és amint EAD a BAD-hez, úgy EA az AB-
hez (VI. 1.); amint tehát CA az AD-hez, úgy aránylik EA AB-hez 
(V. 11.). Az ABC, ADE háromszögeknek tehát fordítva arányosak 
az egyenlő szögek melletti oldalaik. 

Legyenek most fordítva arányosak az ABC, ADE háromszögek ol
dalai, mégpedig EA az AB-hez, mint CA az ^4D-hez. Azt állítom, hogy 
az ABC háromszög egyenlő az ADE háromszöggel. 

Ismét meghúzva BD-t, minthogy EA úgy aránylik AB-hez, mint 
CA az AD-hez, viszont amint CA az AD-hez, úgy az ABC háromszög 
a BAD háromszöghöz, s amint EA az AB-hez, úgy az EAD háromszög 
a BAD háromszöghöz (VI. 1.), amint tehát az ABC háromszög, úgy 
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aránylik az EAD háromszög a BAD háromszöghöz (V. 11.). Mind a 
két, ABC, EAD háromszögnek tehát ugyanaz az aránya BAD-hez; 
egyenlő tehát az ABC [háromszög] az EAD háromszöggel (V. 9.). 

Egyenlő' háromszögeknek tehát, . . . Éppen ezt kellett megmutatni. 
F. :VI. 19. 

VI. 16. Tétel 
Ha négy szakasz arányos, akkor a kültagok által közrefogott téglalap 

egyenlő a beltagok által közrefogott téglalappal; s ha a kültagok által 
közrefogott téglalap egyenlő a beltagok által közrefogott téglalappal, 
akkor a négy szakasz arányos. 

Legyen négy szakasz, AB, CD, e és f arányos: e az /-hez, mint 
AB a CD-hez. Azt állitom, hogy az AB és/által közrefogott téglalap 
egyenlő a CD és e által közrefogott téglalappal. 

Emeljünk [ugyanis] az A, C pontokban AB-re, illetve CD-re egy 
AG, illetve CH merőlegest (I. 11.), és mérjünk föl egy/-fel egyenlő 
AG-t és egy e-vel egyenlő CH-t (I. 3.). Egészítsük ki a BG, DH para
lelogrammákat (I. 31.). 

Minthogy e úgy aránylik /-hez, mint AB a CD-hez, s e egyenlő 
Cff-val, /pedig ^4G-vel, CH úgy aránylik AG-hez, mint AB a CD-hez 

(V. 7., 11.). A BC, DH paralelogrammáknak 
tehát fordítva arányosak az egyenlő szögek 
melletti oldalaik. Amely egyenlő szögű pa
ralelogrammáknak viszont fordítva arányo
sak az egyenlő szögek melletti oldalaik, azok 
egyenlők (VI. 14.); egyenlő tehát a BG para
lelogramma a DH paralelogrammával. S BG 

az AB és/közötti téglalap- egyenlő ugyanis AG az/-fel -, DH pedig 
a CD és e közötti téglalap - egyenlő ugyanis e a CH-val -; az AB 
és / által közrefogott téglalap tehát egyenlő a CD és e által közre
fogott téglalappal. 

Legyen most az AB és/által közrefogott téglalap egyenlő a CD és 
e által közrefogott téglalappal. Azt állítom, hogy a négy szakasz ará
nyos : e az/-hez, mint AB a CD-hez. 

Elkészítve ugyanis ugyanazt az ábrát, mint az előbb, minthogy az 
AB és f közötti téglalap egyenlő a CD és e közöttivel, s az AB és / 
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közötti téglalap BG - egyenlő ugyanis AG az/-fel -, a CD és e közötti 
pedig DH - egyenlő ugyanis CH az e-vel -, BG egyenlő DH-val. 
S egyenlő szögűek. Az egyenlő és egyenlő szögű paralelogrammáknak 
viszont fordítva arányosak az egyenlő szögek melletti oldalaik (VI. 14.), 
CH tehát úgy aránylik ^4G-hez, mint AB a CD-hez. CH viszont egyenlő 
e-vel, AG pedig/-fel; e tehát úgy aránylik/-hez, mint AB a CD-hez 
(V. 7., 11.). 

Ha tehát négy.. . Éppen ezt kellett megmutatni. 
F. : VI. 17.; X. 28., 32., 33. L., 112-113. 

VI. 17. Tétel 
Ha három szakasz arányos, akkor a kültagok által közrefogott tégla

lap egyenlő a beltagra emelt négyzettel; s ha a kültagok által közrefo
gott téglalap egyenlő a beltagra emelt négyzettel, akkor a három szakasz 
arányos. 

Legyen három szakasz, a, b és c arányos: b a c-hez, mint a a 6-hez. 
Azt állítom, hogy az a és c által közrefogott téglalap egyenlő a b-re 
emelt négyzettel. 

Vegyünk föl egy 6-vel egyenlő d-t. 
Minthogy b úgy aránylik c-hez, mint a a 6-hez, s b egyenlő d-vel, d 

úgy aránylik c-hez, mint a a 6-hez (V. 7., 11.). Ha viszont négy szakasz 
arányos, akkor a kültagok által közrefogott 
[téglalap] egyenlő a beltagok által közrefo
gott téglalappal (VI. 16.). Az a és c közötti 
téglalap tehát egyenlő a b és d közöttivel. A 
b és d közötti téglalap viszont a b-re emelt 
négyzet - egyenlő ugyanis b a d-vel -, az a és c által közrefogott 
téglalap tehát egyenlő a b-re emelt négyzettel. 

Legyen most az a és c közötti téglalap egyenlő a b-re emelt négyzet
tel. Azt állítom, hogy b úgy aránylik c-hez, mint a a 6-hez. 

Elkészítve ugyanis ugyanazt az ábrát, mint az előbb, minthogy az 
a és c közötti téglalap egyenlő a 6-re emelt négyzettel, a 6-re emelt 
négyzet viszont a b és d közötti téglalap - egyenlő ugyanis b a d-vel -, 
az a és c közötti téglalap egyenlő a b és d közöttivel. Ha viszont a kül
tagok közötti téglalap egyenlő a beltagok közöttivel, akkor a négy 
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szakasz arányos (VI. 16.). d tehát úgy aránylik c-hez, mint a a 6-hez. 
b viszont egyenlő (i-vel; b tehát úgy aránylik c-hez, mint a a 6-hez 
(V. 7., 11.). 

Ha tehát három. . . Éppen ezt kellett megmutatni. 
F . : X. 25., 27-28., 31-32., 33. L., 54., 60., 91., 97-98., 100.; XIII. 

1-6., 10., 13. 

VI. 18. Tétel 
Emeljünk adott szakaszra adott sokszöghöz hasonló és hasonlóan 

fekvő sokszöget! 
Legyen AB az adott szakasz, CE pedig az adott sokszög. Az AB 

szakaszra kell tehát a CE sokszöghöz hasonló és hasonlóan fekvő 
sokszöget emelni. 

Húzzuk meg DF-et, és szerkesszünk az AB egyenesre, a rajta levő 
A, illetve B ponthoz egy, a C-nél levő szöggel egyenlő GAB, illetve 
CDF-fel egyenlő ABG szöget (I. 23.). Ekkor a harmadik, CFD szög 
egyenlő az AGB szöggel (I. 32.); egyenlők tehát az FCD háromszög 
szögei a GAB háromszögéivel. Amint tehát FD a Gií-hez, úgy aránylik 
FC a G^4-hoz és CD az AB-hez (VI. 4., V. 16.). Ismét, szerkesszünk 
a BG egyenesre, a rajta levő B, illetve G ponthoz egy DFE-vel egyenlő 
BGH, illetve FDE-vel egyenlő GBH szöget. Ekkor a harmadik, ií-nél 

levő szög egyenlő a harmadik, ií-nál levő 
szöggel; egyenlők tehát az FDE háromszög 
szögei a GHB háromszögéivel; amint tehát 
FD a GiMiez, úgy aránylik FE a GH-hoz és 
ED HB-hez. Mint megmutattuk, úgy aránylik 
FC a G^í-hoz és CD az AB-hez, mint FD a 
G2?-hez; amint tehát FC az ^IG-hez, úgy 
aránylik CD az AB-hez, FE a GH-hoz s vé

gül ED a HB-hez (V. 11.). Minthogy a CFD szög egyenlő AGB-vel, 
DFE pedig BGH-val, a teljes CFE szög egyenlő a teljes AGH-val. 
Ugyanígy CDE is egyenlő az ABH szöggel. A C-nél levő szög is 
egyenlő az ^4-nál levővel, azii-nél levő pedig a H-nál levővel; egyenlők 
tehát AH szögei CE-éivel; s az egyenlő szögek melletti oldalaik ará
nyosak; hasonló tehát az AH sokszög a CE sokszöghöz. 

Az adott AB szakaszra tehát az adott CE sokszöghöz hasonló és 
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hasonlóan fekvő sokszöget emeltünk, AH-t. Éppen ezt kellett meg
tenni. 

F . : VI. 22., 25., 28-29.; XII. 11-12. 

VI. 19. Tétel 
Hasonló háromszögek egymással a megfelelő oldalaikhoz viszonyítva 

kétszeres arányban állnak. 
Legyenek ABC és DEF hasonló háromszögek, melyek 2?-nél, illetve 

F-nél levő szöge egyenlő', és amint AB a 2?C-hez, úgy aránylik DE 
EF-hez, úgyhogy BC megfelel FF-nek. Azt állítom, hogy az ABC 
háromszögnek a DEF háromszöghöz való aránya kétszerese .BC-nek 
EF-hez való arányának.* 

Vegyünk ugyanis BC-hez és EF-hez egy BG harmadik arányost, 
úgyhogy amint BC az FF-hez, úgy arányuljon EF a BG-hez (VI. 11.), 
és húzzuk meg AG-t. 

Minthogy DE úgy aránylik EF-hez, mint AB a J?C-hez, felcserélve 
BC úgy aránylik FF-hez, mint AB a DE-hez (V. 16.). Viszont amint 
BC az EF-hez, úgy aránylik EF a BG-hez. Amint tehát AB a DE-hez, 
úgy aránylik EF a BG-hez (V. 11.); az ABG, DEF háromszögeknek 
tehát fordítva arányosak az egyenlő szögek melletti oldalaik. Azok a 
háromszögek viszont, melyeknek egy-egy szö
ge egyenlő és az egyenlő szögek melletti olda
laik fordítva arányosak, egyenlő (területű)ek 
(VI. 15.). Egyenlő (területű) tehát az ABG 
háromszög a DEF háromszöggel. S minthogy 
amint BC az EF-hez, úgy aránylik EF a BG-
hez, ha viszont három mennyiség arányos, 
az első a harmadikkal a másodikhoz viszonyítva kétszeres arányban 
áll, BC tehát ŐG-vel FF-hez viszonyítva kétszeres arányban áll. 
Amint viszont BC a BG-hez, úgy aránylik az ABC háromszög az 
ABG háromszöghöz (VI. 1.); az ABC háromszög is kétszeres arány
ban áll tehát ABG-vcl BC-nek EF-hez való arányához képest. Az 
ABG háromszög egyenlő (területű) a DEF háromszöggel; az ABC 
háromszög is kétszeres arányban áll tehát DFF-fel J?C-nek FF-fel 
való arányához képest (V. 7., 11.). 
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Hasonló háromszögek tehát . . . [Éppen ezt kellett megmutatni.] 
F. : VI. 20. 

Következmény* 
Ebből már nyilvánvaló, hogy ha három szakasz arányos, akkor 

amint az első" a harmadikhoz, úgy aránylik az elsó're emelt alakzat a 
másodikra emelt hasonló és hasonlóan elhelyezett alakzathoz [mint
hogy megmutattuk, hogy amint BC a BG-hez, úgy aránylik az ABC 
háromszög az ABG háromszöghöz, azaz DEF-hez]. Éppen ezt kellett 
megmutatni. 

F. : VI. 22., 25., 31.; X. 6. K., 10., 112.; XIII. 14-16., 18. 

VI. 20. Tétel 
A hasonló sokszögek hasonló, ugyanolyan sok és a teljes sokszögeké

vel megegyező arányú háromszögekre esnek szét, s a sokszögek egy
mással a megfelelő oldalakhoz képest kétszeres arányban állnak. 

Legyenek ABCDE és FGHKL hasonló sokszögek, AB és FG pedig 
megfelelő' oldalak. Azt állítom, hogy az ABCDE, FGHKL sokszögek 
hasonló, ugyanolyan sok és a teljes sokszögekével megegyező arányú 
háromszögekre esnek szét, s az ABCDE sokszög az FGHKL sokszöggel 
kétszeres arányban áll 4̂Z?-nek FG-hez való arányához képest. 

Húzzuk meg ugyanis BE-t, EC-t, GL-t és LH-t. 
Minthogy az ABCDE sokszög hasonló az FGHKL sokszöghöz, 

egyenlő a BAE szög GFL-lel, s amint BA az AE-hez, úgy aránylik 
GF az FL-hez. Minthogy ABE és FGL 
két háromszög, melyben egy-egy szög 
egyenlő, és az egyenlő szögek melletti 
oldalak arányosak, egyenlők az ABE 
háromszög szögei az FGL háromszö
géivel (VI. 6.), úgyhogy hasonló is 
hozzá (VI. 4., 1. D.), az ABE szög tehát 
egyenlő FGL-lel. A teljes ABC szög is 

egyenlő a teljes FGH szöggel a sokszögek hasonlósága miatt, a ma
radék EBC szög tehát egyenlő LGH-val. S minthogy az ABE, FGL 
háromszögek hasonlósága miatt amint EB a BA-hoz, úgy aránylik 
LG a GF-hez, valamint a sokszögek hasonlósága miatt amint AB 
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a BC-hez, úgy FG a GH-hoz, így egyenlő (sok tagon) át amint 
EB a BC-hez, úgy aránylik LG GH-hoz (V. 22.), és az egyenlő E5C, 
LHG szögek melletti oldalak arányosak, egyenlők tehát az EBC há
romszög szögei az LGH háromszögéivel (VI. 6.), úgyhogy hasonló is 
az EBC háromszög az LGH háromszöghöz (VI. 4.). Ugyanígy az ECD 
háromszög is hasonló az LHK háromszöghöz. Az ABCDE, FGHKL 
hasonló sokszögeket tehát hasonló és ugyanolyan sok háromszögre 
bontottuk. 

Azt állítom, hogy megegyező arányúak a teljes sokszögekkel, azaz 
ennélfogva arányosak a háromszögek, mégpedig ABE, EBC, ECD az 
előtagok, FGL, LGH és LHK pedig az utótagjaik, s hogy az ABCDE 
sokszög az FGHKL sokszöggel a megfelelő oldalakhoz, azaz AB-hez 
és FG-hez képest kétszeres arányban áll. 

Húzzuk meg ugyanis AC-t, FH-t. 
Minthogy a sokszögek hasonlósága miatt egyenlő az ABC szög 

FGH-val, s amint AB a i?C-hez, úgy aránylik FG a GH-hoz, egyenlőek 
az ABC háromszög szögei az FGH háromszögéivel (VI. 6.); a BAC 
szög tehát egyenlő GFH-val, BCA pedig GHF-M. Minthogy a BAM 
szög egyenlő GFN-nel és az ABM szög egyenlő FGN-ne\, a harmadik, 
AMB szög is egyenlő a harmadik; FNG szöggel (I. 32.); egyenlők 
tehát az ABM háromszög szögei az FGN háromszögéivel. Hasonlóképp 
mutathatnánk meg, hogy a BMC háromszögnek is egyenlők a szögei 
a GNH háromszögéivel. Arányosak tehát, amint AM az MB-hez, úgy 
FN az NG-hez és amint BM az MC-hez, úgy GN az NH-hoz (VI. 4.), 
úgyhogy egyenlő (sok tagon) át amint AM az MC-hez, úgy aránylik 
FN az NH-hoz (V. 22.). Másrészt amint AM az MC-hez, úgy aránylik 
az ABM háromszög MBC-hez és AME az EMC-hez - úgy aránylanak 
ugyanis egymáshoz, mint az alapjaik (VI. 1.). S amint bármelyik előtag 
az utótagjához, úgy aránylik az előtagok összege az utótagok összegé
hez (V. 12.); amint tehát az AMB háromszög BMC-hez, úgy aránylik 
ABE a CBE-hez. Viszont amint AMB a BMC-hez, úgy aránylik 
AM az MC-hez, amint tehát AM az MC-hez, úgy aránylik az ABE 
háromszög az EBC háromszöghöz (V. 11.). Ugyanígy amint FN az 
NH-hoz, úgy aránylik az FGL háromszög a GLH háromszöghöz. FN 
úgy aránylik NH-hoz, mint AM az MC-hez, amint tehát az ABE 
háromszög a BEC háromszöghöz, úgy aránylik az FGL háromszög 
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a GLH háromszöghöz (V. 11.) és fölcserélve, araint az ABE háromszög 
az FGL háromszöghöz, úgy a BEC háromszög a GLH háromszöghöz 
(V. 16.). Hasonlóképp mutathatnánk meg BD-t és GK-t meghúzva 
azt is, hogy amint a BEC háromszög az LGH háromszöghöz, úgy 
aránylik az ECD háromszög az LHK háromszöghöz. S minthogy 
amint az ABE háromszög az FGL háromszöghöz, úgy aránylik EBC 
az LGH-hoz és ECD az LHK-hoz, amint bármelyik előtag az utó
tagjához, úgy aránylik az előtagok összege az utótagok összegéhez 
(V. 12.); amint tehát az ABE háromszög az FGL háromszöghöz, úgy 
aránylik az ABCDE sokszög az FGHKL sokszöghöz. Az ABE három
szög az FGL háromszöggel viszont kétszeres arányban áll a megfelelő 
oldalakhoz, AB-hez és FG-hez képest - hasonló háromszögek ugyanis 
a megfelelő oldalaikhoz képest kétszeres arányban állnak (VI. 19.). 
Az ABCDE és FGHKL sokszögek is kétszeres arányban állnak tehát 
a megfelelő AB, FG oldalaikéhoz képest (V. 11.). 

A hasonló sokszögek tehát . . . [Éppen ezt kellett megmutatni.] 
F. :XII. 1., 8. K. 

Köve tkezmény 
Ugyanígy mutatható meg a [hasonló] négyszögekről is, hogy a 

megfelelő oldalakhoz képest kétszeres arányban állnak. Ezt megmu
tattuk a háromszögekről is; úgyhogy általánosságban is a hasonló 
egyenes vonalú alakzatok egymással a megfelelő oldalakhoz képest 
kétszeres arányban állnak. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F. : X. 9. 

(2. Következmény) 
[S ha veszünk AB-hez és FG-hez egy harmadik arányos o-t (VI. 11.), 

akkor AB az o-val FG-hez képest kétszeres arányban áll. Viszont a 
sokszögek, illetve négyszögek is kétszeres arányban állnak egymással 
a megfelelő oldalakhoz, azaz AB-hez és FG-hez képest. Ezt megmutat
tuk a háromszögekről is (VI. 19.), úgyhogy általánosságban is nyil
vánvaló, hogy ha három szakasz arányos, akkor amint az első a har
madikhoz úgy aránylik az elsőre emelt alakzat a másodikra emelt 
hasonló és hasonlóan elhelyezett alakzathoz.] 
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VI. 21. Tétel 
Az ugyanazon sokszöghöz hasonló alakzatok egymáshoz is hason

lóak. 
Legyen ugyanis mind a két, A, B sokszög hasonló C-hez. Azt 

állítom, hogy A és B is hasonló. 
Minthogy ugyanis A hasonló C-hez, egyenlők a szögei az övéivel 

és az egyenlő' szögek melletti oldalaik arányo
sak. Ismét, minthogy B hasonló C-hez, egyenlők 
a szögei az övéivel és az egyenlő szögek mel
letti oldalaik arányosak. Mind a két, A, B alak
zat szögei tehát egyenlők és az egyenlő szögek 
melletti oldalaik arányosak az övéivel [úgyhogy 
./4-nak és 5-nek is egyenlők a szögei és az 
egyenlő szögek melletti oldalaik arányosak (V. 11.)]. Hasonló tehát A 
a B-hez. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F . : VI. 22., 24., 28-29. 

VI. 22. Tétel 
Ha négy szakasz arányos, akkor a rájuk emelt (kettőnként) hasonló 

és hasonlóan elhelyezett sokszögek is arányosak; s ha a négy sza
kaszra emelt (kettőnként) hasonló és hasonlóan elhelyezett sokszögek 
arányosak, akkor maguk a szakaszok is arányosak. 

Legyen, AB, CD, EF és GH négy ará
nyos szakasz: amint AB a CD-hez, úgy 
EF a GH-hoz, s emeljük az AB, CD sza
kaszokra a hasonló és hasonlóan fekvő 
KAB, LCD sokszögeket, EF-re és GH-ra 
pedig a hasonló és hasonlóan fekvő MF, 
NH sokszögeket. Azt állítom, hogy amint 
KAB az LCD-hez, úgy aránylik MF az 
NH-hoz. 

Vegyünk ugyanis AB-hez és CD-hez egy 
harmadik arányos o-t, EF-hez és GH-hoz 
pedig egy harmadik arányos p-t (VI. 11.). 

Minthogy amint AB a CD-hez, úgy aránylik EF a GH-hoz, s amint 
CD az o-hoz, úgy GH a /7-hez (V. 11.), egyenlő (sok tagon) át amint 
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AB az o-hoz, úgy aránylik EF a p-hez (V. 22.). Viszont amint AB 
az o-hoz, úgy aránylik KAB az LCD-hez, s amint i íF a /?-hez, úgy 
MF az NH-hoz (VI. 19. K.), amint tehát JL4Ő az LCD-hez, úgy arány
lik MF is MMioz (V. 11.). 

Arányuljék most amint KAB az LCD-hez, úgy MF az NH-hoz. Azt 
állítom, hogy amint ^45 a CD-hez, úgy aránylik FF a GH-hoz. 

Ha ugyanis FF nem aránylik úgy GH-hoz, mint 4̂2? a CD-hez, 
arányuljék giMiez, mint AB a CD-hez (VI. 12.), és emeljünk gjR-re 
egy mind a két, MF, NH alakzathoz hasonló és hasonlóan fekvó' SR 
sokszöget (VI. 18., 21.). 

Minthogy EF úgy aránylik QR-hez, mint AB a CD-hez, és AB-ie 
és CD-re a hasonló és hasonlóan fekvó' KAB-t és LCD-t emeltük s 
FF-re és QR-re a hasonló és hasonlóan fekvő MF-et és SR-t, amint 
KAB az LCD-hez, úgy aránylik MF az 5/í-hez. Feltevés szerint MF 
az NH-hoz is úgy aránylik, mint isT̂ 45 az LCD-hez, amint tehát MF 
az áTÍ-hez, úgy aránylik MF az NH-hoz (V. 11.). MF-nek tehát mind 
a két 2V7í, -Si? mennyiséghez ugyanaz az aránya, egyenlő' (területű) 
tehát NH az SR-rel (V. 9.). De hasonló és hasonlóan fekvó' is hozzá, 
egyenlő tehát a GH szakasz QR-rel (Lemma). S minthogy EF úgy 
aránylik QR-hez, mint AB a CD-hez, QR viszont egyenlő GH-val, 
amint AB a CD-hez, úgy aránylik FF a GH-hoz (V. 7.). 

Ha tehát négy szakasz... Éppen ezt kellett megmutatni. 
F . : X. 14., 22., 27., 66., 68.; XIII. 15. 

Lemma 
Azt pedig, hogy ha sokszögek egyenlő (területű)ek és hason

lók, akkor a megfelelő oldalaik egyenlők egymással, így mutathatjuk 
meg: 

Legyenek NH és SR egyenlő és hasonló sokszögek, s arányuljék 
amint HG a GW-hez, úgy RQ a QS-hez. Azt állítom, hogy RQ egyenlő 
ffG-vel. 

Ha ugyanis nem az, egyikük nagyobb. Legyen RQ nagyobb HG-né\. 
Minthogy HG úgy aránylik GW-hez, mint RQ a QS-hez, fölcserélve is, 
amint RQ a iíG-hez, úgy QS a GW-hez (V. 16.). QR nagyobb HG-né\, 
QS is nagyobb tehát 6W-nél (V. 14.), úgyhogy RS is nagyobb HN-nél 
(8. Ax.). Azonban egyenlő is vele; ez viszont nem lehetséges. Nem 
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igaz tehát, hogy QR nem egyenlő GH-val; egyenlő tehát vele. Éppen 
ezt kellett megmutatni. 

VI. 23. Tétel 
Paralelogrammák, melyeknek szögeik egyenlők, az oldalakéiból 

összetevődő arányban állnak egymással. 
Legyenek AC, CF paralelogrammák, melyeknek egyenlők a szögeik, 

mégpedig legyen a BCD szög egyenlő ECG-vel. Azt állítom, hogy az 
AC paralelogramma a CF paralelogrammával az oldalakéiból össze
tevődő arányban áll. 

Helyezzük őket úgy el, hogy BC egy egyenesen legyen CG-vel. 
Ekkor DC is egy egyenesen lesz CE-vel (I. 14.). Egészítsük ki a DG 
paralelogrammát, vegyünk föl egy k szakaszt, és arányuljék k az /-hez, 
mint BC a CG-hez és / az m-hez, mint DC a CE-hez (VI. 12.). 

&-nak /-hez és /-nek m-hez való aránya tehát azonos az oldalak 
arányaival: BC-nek a CG-hez és DC-nek a CE-hez való arányával. 
k-nak m-hez való aránya viszont A>nak l-hez és /-nek m-hez való 
arányából tevődik össze, úgyhogy k az m-mel az oldalakéiból össze
tevődő arányban áll. Minthogy az AC pa
ralelogramma úgy aránylik CH-hoz, mint 
BC a CG-hez (VI. 1.), amint viszont BC a 
CG-hez, úgy k az l-hez, AC úgy aránylik 
CH-hoz, mint k az l-hez (V. 11.). Ismét, 
minthogy a CH paralelogramma úgy arány
lik CF-hez, mint DC a CE-hez, amint vi
szont DC a CE-hez, úgy / az m-hez, a CH 
paralelogramma úgy aránylik a CF para
lelogrammához, mint / az m-hez. Miután 
megmutattuk, hogy amint k az l-hez, úgy 
aránylik az AC paralelogramma a CH paralelogrammához s amint 
/ az m-hez, úgy a CH paralelogramma a CF paralelogrammához, 
egyenlő (sok tagon) át amint k az m-hez, úgy aránylik AC a CF 
paralelogrammához (V. 22.). k az m-mel az oldalakéiból összetevődő 
arányban áll, AC és CF is az oldalakéiból összetevődő arányban 
áll tehát (V. 11.). 

Paralelogrammák tehát, . . . Éppen ezt kellett megmutatni. 
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VI. 24. Tétel 
Minden paralelogrammában az átló melletti paralelogrammák ha-

sonlók mind a teljes paralelogrammához, mind egymáshoz. 
Legyen ABCD egy paralelogramma, AC pedig egy átlója, s legyenek 

az AC melletti paralelogrammák EG és HK. Azt állítom, hogy mind 
a két, EG, HK paralelogramma hasonló a teljes ABCD-hez és egymás
hoz is. 

Minthogy ugyanis az ABC háromszög egyik oldalával, UC-vel pár
huzamosan húztuk FF-et, arányosak: amint BE az iL4-hoz, úgy CF 
az FA-hoz (VI. 2.). Ismét, minthogy az ACD háromszög egyik oldalá
val, CD-vei párhuzamosan húztuk FG-t, arányosak: amint CF az 
FA-hoz, úgy DG a GA-hoz. De megmutattuk, hogy BE úgy aránylik 
EA-hoz, mint CF az FA-hoz, amint tehát BE az EA-hoz, úgy DG a 
GA-hoz (V. 11.), és'összetéve, amint BA az AE-hez, úgy DA az AH-hoz 
(V. 18.), és fölcserélve, amint BA az AD-hez, úgyEA az AG-hez (V. 16.) 
Az ABCD, EG paralelogrammáknak tehát arányosak a közös BAD 
szög mellettfoldalaik. Minthogy GF párhuzamos DC-vel, az AFG szög 
egyenlő DCA-val (I. 29.); s DAC közös szöge a két, ,4DC, JGF 
háromszögnek; egyenlők tehát az ADC háromszög szögei AGF-éivel 
(I. 32.). Ugyanígy az ACB háromszögnek is egyenlők a szögei az AFE 

háromszögéivel, s a teljes ABCD paralelogram
mának is egyenlők a szögei az EG paralelog
rammáéival. Arányosak tehát: amint AD 
DC-hez, úgy ACf a GF-hez, amint DC a CA-
hoz, úgy GF az FA-hoz, amint ,4C a CB-hez, 
úgy y4F az FF-hez, s végül amint CZ? a BA-hoz, 
úgy FF az EA-hoz (VI. 4.). Miután megmutat
tuk, hogy GF úgy aránylik FA-hoz, mint DC a 

CA-hoz, s AF az FF-hez, mint 4̂C a CZÍ-hez, egyenlő (sok tagon) át 
GF úgy aránylik FF-hez, mint DC a CZ?-hez (V. 22.). Az ABCD, 
EG paralelogrammáknak tehát arányosak az egyenlő szögek mel
letti oldalaik; hasonló tehát az ABCD paralelogramma az EG pa
ralelogrammához. Ugyanígy az ABCD paralelogramma a KH pa
ralelogrammához is hasonló; mind a két, EG, HK paralelogrammá
hoz is hasonló; mind a két, EG, HK paralelogramma hasonló tehát 
ABCD-hez. Az ugyanazon sokszöghöz hasonlók viszont egymáshoz is 
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hasonlók (VI. 21.); az EG paralelogramma is hasonló tehát a HK 
paralelogrammához. 

Tehát minden.. . Éppen ezt kellett megmutatni. 
F . : VI. 26., 29. 

VI. 25. Tétel 
Szerkesszünk adott sokszöghöz hasonló és egyúttal egy másik adott 

sokszöggel egyenlő (területű) alakzatot! 
Legyen az adott sokszög, amelyhez hasonlót kell szerkesztem, ABC, 

amellyel pedig egyenlőt, D. ABC-hez hasonló s egyúttal D-vel egyenlő' 
alakzatot kell tehát szerkeszteni. 

Illesszünk hozzá ugyanis a BC szakaszhoz egy az ABC háromszöggel 
egyenlő' BE paralelogrammát (I. 44.), CF-hez pedig egy D-vel egyenlő 
és a CBL szöggel egyenlő FCE szögű CM paralelogrammát (I. 45.). 
Ekkor egy egyenesen lesz BC a CF-fel és LE az FM-mel (I. 29., 14.). 
Vegyünk i?C-hez és CF-hez egy GH középarányost (VI. 13.), és emel
jünk GH-ra. egy ABC-hez hasonló és hasonlóan fekvő KGH alakzatot 
(VI. 18.). 

Miután amint BC a GH-hoz, úgy aránylik GH a CF-hez, és ha 
három szakasz arányos, akkor amint az első a harmadikhoz, úgy 

aránylik az elsőre emelt alakzat a másodikra emelt hasonló és hason
lóan elhelyezett alakzathoz (VI. 19. K.), amint BC a CF-hez, úgy 
aránylik az ABC háromszög a KGH háromszöghöz. Viszont amint 
BC a CF-hez, úgy aránylik a BE paralelogramma az EF paralelog
rammához (VI. 1.). Amint tehát az ABC háromszög a KGH három
szöghöz, úgy aránylik a BE paralelogramma az FF paralelogrammához 
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(V. 11.); fölcserélve tehát amint az ABC háromszög a BE paralelog
rammához, úgy a KGH háromszög aziJF paralelogrammához (V. 16.). 
Az ABC háromszög egyenlő a BE paralelogrammával, tehát a KGH 
háromszög is egyenlő az EF paralelogrammával (V. 14.). Az EF 
paralelogramma viszont egyenlő D-vel; KGH is egyenlő tehát D-vel. 
S KGH egyúttal ABC-hez is hasonló. 

Tehát egy, az adott ABC sokszöghöz hasonló és egyúttal a másik 
adott D sokszöggel egyenlő KGH alakzatot szerkesztettünk. Éppen 
ezt kellett megtenni. 

F.: VI. 28-29. 

VI. 26. Tétel 
Ha egy paralelogrammából elveszünk egy ahhoz hasonló és hasonlóan 

fekvő paralelogrammát, melynek van vele közös szöge, akkor a para
lelogrammák ugyanazon átló mellett fekszenek. 

Vegyük el ugyanis az ABCD paralelogrammából az ABCD-hez 
hasonló és hasonlóan fekvő AF paralelogrammát, melynek DAB 
szöge közös vele. Azt állítom, hogy ABCD és AF ugyanazon átló 
mellett fekszik. 

Ellenkező esetben legyen ugyanis AHC az átló, és GF meghosszabbí
tása messe ií-ban, és húzzuk H-n át mind a két, AD, BC oldallal 
párhuzamosan HK-t (I. 31., 30.). 

Minthogy ABCD és KG ugyanazon átló mellett fekszik, GA úgy 
aránylik AK-\LOZ, mint DA az AB-hez (VI. 24.). Az ABCD, EG idomok 

hasonlósága miatt GA az AE-hez is úgy 
aránylik, mint DA az AB-hez; GA tehát úgy 
aránylik AE-hez, mint ^ - h o z (V. 11.). GA-
nak tehát mind a két AK, AE mennyiséghez 
ugyanaz az aránya. Egyenlő tehát AE az AK-
val (V. 9.), a kisebb a nagyobbal; ez viszont 
nem lehetséges. Nem igaz tehát, hogy ABCD 
és AF nem fekszik ugyanazon átló mellett: 

az ABCD és az AF paralelogramma tehát ugyanazon átló mellett 
fekszik. 

Ha tehát egy... Éppen ezt kellett megmutatni. 
F.: VI. 27-29.; X. 91., 95-96. 
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VI. 27. Tétel 
Egy szakaszhoz úgy illesztett összes paralelogramma közül, hogy egy, 

a szakasz felére emelt paralelogrammához hasonló és hasonlóan fekvő 
paralelogramma marad fönn, a szakasz felére illesztett - s afönnmara-
dóhoz hasonló - a legnagyobb (területű). 

Legyen AB egy szakasz s C a felezőpontja (I. 10.), és illesszünk úgy 
az AB szakaszhoz egy AD paralelogrammát, hogy az AB szakasz felére, 
azaz CB-re emelt DB paralelogramma maradjon fönn. Azt állítom, 
az AB-hez úgy illesztett összes paralelogramma közül, hogy egy 
DB-hez hasonló és hasonlóan fekvő' paralelogramma marad fönn, 
AD a legnagyobb. Illesszük ugyanis úgy az AB szakaszhoz az AF 
paralelogrammát, hogy a DB-hez hasonló és hasonlóan fekvő FB 
maradjon fönn. Azt állítom, hogy AD nagyobb AF-nél. 

Minthogy ugyanis a DB paralelogramma hasonló az FB paralelog
rammához, ugyanazon átló körül fekszenek 
(VI. 26.). Húzzuk meg a DB átlójukat, és 
rajzoljuk meg az ábrát. 

Minthogy CF egyenlő FE-vel (I. 43.), FB 
pedig közös rész, a teljes CH egyenlő a teljes 
KE-vel. CH viszont egyenlő CG-vel, mint
hogy AC is egyenlő CB-vel (I. 36.). GC is 
egyenlő tehát EK-val. Adjuk hozzájuk közös résznek CF-et: így a 
teljes AF egyenlő az LMN gnómónnal, úgyhogy a DB paralelog
ramma, azaz AD (I. 36.), nagyobb az AF paralelogrammánál. 

Tehát egy.. . Éppen ezt kellett megmutatni. 
F . : VI. 28. 

VI. 28. Tétel 
Illesszünk úgy adott szakaszhoz egy adott sokszöggel egyenlő para

lelogrammát, hogy egy adotthoz hasonló paralelogramma maradjon 
fönn. Szükséges, hogy az adott sokszög [mellyel egyenlőt kell oda
illeszteni] ne legyen nagyobb a szakasz felére emelt - s afönnmaradóhoz 
hasonló - paralelogrammánál (VI. 27) [vagyis a felére emelt para
lelogrammánál, melyhez hasonlónak kell fönnmaradnia].* 

Legyen AB az adott szakasz, s az adott sokszög, amellyel egyenlőt 
kell AB-hez illeszteni, C - mely nem nagyobb az AB felére emelt, a 
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föniimaradóhoz hasonló paralelogrammánál -, amelyhez pedig 
hasonlónak kell fönnmaradnia, D. Az adott AB szakaszhoz tehát az 
adott C sokszöggel egyenlő' paralelogrammát kell illeszteni úgy, hogy 
egy D-hez hasonló paralelogramma maradjon fönn. 

Legyen E az AB felezó'pontja (I. 10.), emeljünk EB-re egy D-hez 
hasonló és hasonlóan fekvő EBFG sokszöget (VI. 18.), és egészítsük 
ki az AG paralelogrammát. 

Ha AG egyenlő C-vel, készen vagyunk a feladattal, hiszen az adott 
AB szakaszhoz az adott^C sokszöggel egyenlő AG paralelogrammát 
illesztettünk úgy, hogy a D-hez hasonló GB paralelogramma marad 
fönn. Ha nem egyenlő, legyen nagyobb HE a C-nél. HE egyenlő 
GJS-vel (I. 36.), tehát GB is nagyobb C-nél. Szerkesszünk egy azon 
többlettel, mellyel GB nagyobb C-nél, egyenlő és egyúttal D-hez 
hasonló és hasonlóan fekvő KLMN alakzatot (VI. 25.). D viszont 
hasonló Gő-hez: KM is hasonló tehát GB-hez (VI. 21.). Feleljen meg 
KL a GE-nek és LM a GF-nek. Minthogy GB egyenlő C meg KM-mel, 
GB nagyobb|KM-nél, így GE nagyobb jSX-nél és GF LM-néL Mérjük 
föl a KL-tel egyenlő GO-t és az LM-mel egyenlő GP-t (I. 3.), és egé
szítsük ki az OGPQ paralelogrammát. Egyenlő tehát és hasonló 
[GQ] KM-hez [KM viszont GB-hez hasonló]. GQ is hasonló tehát 
G-B-hez (VI. 21.), ugyanazon átló mellett fekszik tehát GQ és GB 
(VI. 26.). Legyen GQB az átlójuk, és rajzoljuk meg az ábrát. 

Minthogy BG egyenlő C meg .KM-mel, s ezek közül .KM-mel egyenlő 
GQ, a maradék UXV gnómón egyenlő a maradék C-vel. Miután 
PR egyenlő OS-sel (I. 43.), adjuk hozzájuk közös tagnak QB-t, így a 
teljes PB egyenlő a teljes 0.8-vel. OB viszont egyenlő TF-vel, minthogy 
az AE oldal is egyenlő FJ?-vel (I. 36.), TE is egyenlő tehát PB-vel. 
Adjuk hozzájuk közös tagnak OS-t, így a teljes TS egyenlő a teljes 
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VXU gnómónnal. Viszont mint megmutattuk a VXÜ gnómón egyenlő 
C-vel, TS is egyenlő tehát C-vel. 

Az adott AB szakaszhoz tehát az adott C sokszöggel egyenlő ST 
paralelogrammát illesztettünk úgy, hogy a D-hez hasonló QB para
lelogramma marad fönn [mivel QB hasonló GQ-hoz (VI. 24.)] (VI.21.). 
Éppen ezt kellett megtenni. 

F. : X. 17-18., 33-35., 54-55., 57., 91-96., 98. 

VI. 29. Tétel 
Illesszünk adott szakaszhoz adott sokszöggel egyenlő paralelogram

mát úgy, hogy egy adotthoz hasonló paralelogramma lógjon ki.* 
Legyen AB az adott szakasz, s az adott sokszög, amellyel egyenlőt 

kell AB-hez illeszteni, C, amelyhez pedig hasonlónak kell kilógnia, D. 
Az AB szakaszhoz tehát a C sokszöggel egyenlő sokszöget kell illesz
teni úgy, hogy egy D-hez hasonló paralelogramma lógjon ki. 

Legyen E az AB felezőpontja (I. 10.), emeljünk EB-re egy D-hez 
hasonló és hasonlóan fekvő BF paralelogrammát (VI. 18.), és szer
kesszünk egy BF és C összegével egyenlő és egyúttal D-hez hasonló 
és hasonlóan fekvő GH alakzatot (VI. 25.). Feleljen meg KH az íZ,-nek 
és KH az FE-nek. Minthogy GH nagyobb FB-né\, KH nagyobb 

FL-nél és KG az FE-nél. Hosszabbítsuk meg FL-t, FE-t, KH-\ál legyen 
egyenlő FLM, KG-vel pedig FEN (I. 3.), és egészítsük ki MN-t. MN 
tehát mind egyenlő, mind hasonló GH-val. GH viszont .EL-hez hasonló 
(VI. 21.), MN is hasonló tehát EL-hez, s EL és MN ugyanazon átló 
mellett fekszik (VI. 26.). Húzzuk meg FO átlójukat, és rajzoljuk meg 
az ábrát. 
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Minthogy GH egyenlő EL meg C-vel, GH viszont egyenlő MN-ael, 
MN is egyenlő EL meg C-vel. Vonjuk le a közös EL-t: így a maradék 
YXV gnómón egyenlő C-vel. Minthogy AE egyenlő EB-vel, AN is 
egyenlő NB-vel (I. 36.), azaz LP-vel (I. 43.). Adjuk hozzájuk közös 
tagnak EO-t: így a teljes AO egyenlő a F I T gnómónnal. A VXY 
gnómón viszont egyenlő C-vel, AO is egyenlő tehát C-vel. 

Az adott AB szakaszhoz tehát az adott C sokszöggel egyenlő AO 
paralelogrammát illesztettünk úgy, hogy a ű-hez hasonló PQ para
lelogramma lóg ki (VI. 21.), mivel EL is hasonló PQ-hoz (VT. 24.). 
Éppen ezt kellett megmutatni. 

F . : VI. 30. 

VI. 30. Tetei 
Osszunk föl adott egyenesszakaszt folytonos arányban! 
Legyen AB az adott egyenesszakasz. Az AB szakaszt kell tehát 

folytonos arányban fölosztani. 
Emeljünk ugyanis AB-re egy BC négyzetet (1. 46.), és illesszünk 

^4C-hez egy 2?C-vel egyenlő CD paralelogrammát úgy, hogy egy 
J?C-hez hasonló AD alakzat lógjon ki (VI. 29.). 

BC négyzet, tehát AD is az (V. 14.). Miután BC egyenlő CD-vei, 
vonjuk le a közös CE-t: így a maradék BF egyenlő a 
maradék AD-vú. De a szögei is egyenlők az övéivel 
(4. P.), I?F-nek és AD-mk tehát fordítva arányosak 
az egyenlő szögek melletti oldalaik (Ví. 14.): amint 
FE az ED-hez, úgy aránylik AE az EB-htz. FE vi
szont egyenlő ^4.8-vel (I. 34.), ED pedig AE-vel, 
amint tehát BA az AE-hez, úgy aránylik AE az 
EB-hez (V. 7., 11.). S AB nagyobb ,4£-nél (8. Ax.), 
AE is nagyobb tehát EB-né\ (V. 14.). 

Az AB szakaszt tehát folytonos arányban osztottuk föl az E pont
ban, és AE a nagyobb szelete. Éppen ezt kellett megtenni. 

VI. 31. Tétel 
A derékszögű háromszögekben a derékszöggel szemközti oldalra 

emelt alakzat egyenlő a derékszöget közrefogó oldalakra emelt hasonló 
és hasonlóan elhelyezett alakzatok összegével'.* 
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Legyen ABC egy derékszögű háromszög, és benne BAC a deréké-
szög. Azt állítom, hogy a ŐC-re emelt alakzat egyenlő a BA-ra és 
AC-te emelt hasonló és hasonlóan elhelyezett alakzatok összegével. 

Húzzuk meg az AD meró'legest (I. 11.). 
Minthogy az ABC derékszögű háromszögben az ,4-nál levő derék

szög csúcsából a BC alapra merőlegesen bocsátottuk AD-t, a merőleges 
melletti ABD, ADC háromszögek hasonlók mind a teljes ABC három
szöghöz, mind egymáshoz (VI. 8.). Minthogy ABC hasonló ABD-hez, 
amint CB a BA-hoz, úgy aránylik AB a BD-
hez. Minthogy három szakasz arányos, amint 
az első a harmadikhoz, úgy aránylik az elsőre 
emelt alakzat a másodikra emelt hasonló és 
hasonlóan elhelyezett alakzathoz (VI. 20. 2. 
K.). Amint tehát CB a BD-hez, úgy aránylik a 
CB-re emelt sokszög a BA-ra emelt hasonló és 
hasonlóan elhelyezett sokszöghöz. Ugyanígy amint BC a CD-hez, 
úgy aránylik a BC-re emelt sokszög a CA-ra emelthez, úgyhogy 
amint BC a BD meg DC-hez, úgy aránylik a BC-re emelt sokszög a 
BA-ra és AC-re emelt hasonló és hasonlóan elhelyezett sokszögek 
összegéhez (V. 24.). BC egyenlő BD meg DC-vel, tehát a BC-te 
emelt sokszög is egyenlő a BA-ra és AC-re emelt hasonló és hason
lóan elhelyezett sokszögek összegével (V. 14.). 

A derékszögű háromszögekben tehát . . . Éppen ezt kellett meg
mutatni. 

VI. 32. Tétel 
Ha két háromszöget, melynek két-két oldala arányos, egy-egy csú

csánál fogva összeillesztünk úgy, hogy a megfelelő oldalaik párhuzamo
sak is legyenek, akkor a háromszögek harmadik oldala egy egyenesen 
lesz. 

Legyen ABC és DCE két háromszög, melynek két-két oldala, 
BA, AC és DC, DE arányos: amint AB az AC-hez, úgy DC a DE-hez, 
és AB párhuzamos DC-vel, AC pedig DE-vel. Azt állítom, hogy BC 
és CE egy egyenesen van. 

Minthogy ugyanis AB párhuzamos DC-vel, és az AC egyenes met
szi őket, a BAC, ACD váltószögek egyenlők egymással (I. 29.). 
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Ugyanígy a CDE szög is egyenlő ACD-véí, úgyhogy BAC is egyenlő 
CDE-vel. Minthogy ABC és DCE két háromszög, melynek egy-egy 
szöge, az A-nál, illetve D-nél levő, egyenlő, és az egyenlő szögek 
melletti oldalak arányosak: amint BA az AC-hez, úgy CD a DE-hez, 

az ABC háromszög szögei egyenlők a DCE há
romszögéivel (VI. 6.), egyenlő tehát az ABC szög 
DCE-vel. Mint megmutattuk, az ACD szög egyenlő 
BAC-vel, így a teljes ACE szög egyenlő e két szög, 
ABC és ÍL4C összegével. Adjuk hozzájuk közös 
tagnak ACB~t, így ACE meg JC£ egyenlő BAC 
meg ^C£ meg C&d-val. BAC meg ^£C meg ^C5 
viszont két derékszöggel egyenlő (I. 32.), tehát 
ACE meg ACB is két derékszöggel egyenlő. A 

valamely egyenesen, AC-n fekvő C pontnál ekkor két egyenes, BC 
és CE fekszik nem ugyanazon az oldalon, és két derékszöggel 
egyenlő ACE, ACB szögeket alkotnak egymás mellett, BC és CE 
tehát egy egyenesen van (I. 14.). 

Ha tehát két... Éppen ezt kellett megmutatni. 
F.:XIII. 17. 

VI. 33. Tétel 
Egyenlő körökben az ívek és a rajtuk nyugvó szögek aránya ugyanaz, 

akár középpontiak, akár kerületiek a szögek.* 
Legyenek ABC és DEF egyenlő körök, és legyenek bennük közép

ponti szögek - G-nél, illetve íí-nál - BGC és EHF, kerületiek pedig 
BAC, EDF. Azt állítom, hogy amint a BC ív az EF ívhez, úgy arány
lik mind a BGC szög EHF-hsz, mind BAC az EDF-hez. 

Vegyünk föl ugyanis egymás mellett tetszőleges sok, a BC ívvel 
egyenlő CK, KL, s az EF ívvel egyenlő FM, MN ívet, és húzzuk meg 
GK-t, GL-t, HM-et, HN-t. 

Minthogy a BC, CK, KL ívek egyenlők egymással, a BGC, CGK, 
KGL szögek is egyenlők egymással (III. 27.), ahányszorosa tehát 
a BL ív jBC-nek, ugyanannyiszorosa a BGL szög is BGC-nek. Ugyan
így ahányszorosa az NE ív EF-nek, ugyanannyiszorosa az NHE szög 
is EHF-nek. Ha tehát a BL ív egyenlő az EN ívvel, egyenlő a BGL 
szög is EHN-nel (III. 27.), s ha nagyobb a BL ív az EN ívnél, a BGL 
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szög is nagyobb EHN-nél, s ha kisebb, kisebb. Van hát négy mennyi
ség, két ív, BC és EF, s két szög, BGC és EHF, s ugyanannyiszorosát 
vettük a BC ívnek és a BGC szögnek, a BL ívet, illetve a 2?GL szöget, 
meg az EF ívnek és az EHF szögnek, az EN ívet, illetve az EHN szö

get. Megmutattuk, hogy ha a BL ív nagyobb az EN ívnél, a Z?GZ, 
szög is nagyobb az EHN szögnél, s ha egyenlő', egyenlő', s ha kisebb, 
kisebb. A BGC szög tehát úgy aránylik az EHF szöghöz, mint a 
BC ív az EF ívhez. Viszont amint a 5GC szög EHF-hez, úgy aránylik 
a 5 J C szög EDF-hez, mert mind a kettő kétszerese a megfelelő 
másiknak (III. 20., V. 15.). Amint tehát a i?C ív az £F ívhez, úgy 
aránylik mind a BGC szög EHF-hsz, mind 2L4C az EDF-hez (V. 11.). 

Egyenlő körökben tehát . . . Éppen ezt kellett megmutatni. 
F. : XIII. 8-9. 
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Hetedik könyv 

Definíciók 

1. Az egység az, ami szerint minden létezőt egynek mondunk. 
2. Szám az egységekből összetevődő sokaság.* 
3. Egy kisebb szám egy nagyobbnak hányada*, ha osztja a nagyobbat. 
4. Törtrésze* pedig, ha nem osztja. 
5. Egy nagyobb szám egy kisebbnek többszöröse, ha a kisebb osztja. 
6. Páros a kettébontható szám. 
7. Páratlan pedig a ketté nem bontható, vagy másképp amelyik 

egységben különbözik egy páros számtól. 
8. Párosszor páros az a szám, amelyik egy páros szám által páros 

számúan osztható. 
9. Párosszor páratlan pedig, amelyik egy páros szám által páratlan 

számúan osztható. 
10. Páratlanszor páros az a szám, amelyik egy páratlan szám által 

páros számúan osztható.* 
11. Páratlanszor páratlan szám pedig az, amelyik egy páratlan szám 

által páratlan számúan osztható. 
12. Prímszám, amelyik csak az egységgel osztható. 
13. Számok egymáshoz relatív prímek, ha csak az egység közös 

osztójuk. 
14. Összetett az a szám, amelyiket valamely szám oszt. 
15. Számok relatív összetettek, ha valamely szám közös osztójuk. 
16. Azt mondjuk, hogy egy számmal megszorzunk egy másikat, 

ha úgy képezünk egy számot, hogy annyiszor adjuk össze a szor
zottat, ahány egység van a szorzóban. 
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17. A két szám összeszorzásakor keletkező számot síkszámnak 
nevezzük, az összeszorzott számokat pedig az oldalainak. 

18. A három szám összeszorzásakor keletkező szám térszám, az 
összeszorzott számok pedig az oldalai. 

19. Négyzetszám az egyenlőször egyenlő alakú vagy másképp a két 
egyenlő szám által közrefogott szám. 

20. Köbszám az egyenlőször egyenlőször egyenlő alakú, vagy más
képp a három egyenlő szám által közrefogott szám. 

21. Számok arányosak, ha az első a másodiknak ugyanannyiszorosa 
vagy ugyanazon hányada, vagy ugyanazon törtrésze, mint a har
madik a negyediknek.* 

22. Sík- vagy térszámok hasonlóak, ha az oldalaik arányosak. 
23. Egy szám tökéletes, ha egyenlő az osztói* összegével. 

VII. 1. Tétel 
Ha van két nem egyenlő számunk, a kisebbet váltakozva mindig 

kivonjuk a nagyobbal, és a maradék sosem osztja a megelőző számot, 
míg csak nem az egység a maradék, akkor az eredeti számok relatív 
prímek. * 

Legyen AB és CD két [nem egyenlő] szám, és a kisebbet váltakozva 
mindig kivonván a nagyobból a maradék sose ossza a megelőző 
számot. Azt állítom, hogy AB és CD relatív 
prímek, azaz hogy AB-X és CD-t csak az egy
ség osztja. 

Ha ugyanis AB és CD nem relatív prím, 
osztja őket valamely szám. Ossza őket egy e 
szám. CD ossza BF-ct, és legyen a nála kisebb 
maradék FA, AF ossza DG-t, és legyen a nála kisebb maradék 
GC, s GC ossza FH-t, és legyen a maradék a HA egység. 

Minthogy e osztja CD-t, CD pedig osztja BF-ct, e is osztja BF-ct 
(3. E.); de a teljes BA-t is osztja, tehát a maradék ^4F-et is osztja 
(2. E.). AF viszont DG-t osztja, tehát e is osztja DG-t (3. E.); de a 
teljes DC-t is osztja, tehát a maradék CG-t is osztja. CG viszont 
FH-t osztja, tehát e is osztja FH-t (3. E.); de a teljes FA-t is osztja, 
tehát a nwradék AH egységet is osztja (2. E.), noha szám: ez pedig 
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lehetetlen. Nem osztja tehát semelyik szám az AB és CD számokat, 
AB és CD tehát relatív prímek. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F. : VII. 2. 

VII. 2. Tétel 
Keressük meg két adott nem relatív prímszám legnagyobb közös 

osztóját!* 
Legyen két adott nem relatív prím szám AB és CD. Az AB, CD 

számoknak kell tehát megkeresni a legna
gyobb közös osztóját. 

Ha CD osztja AB-t - önmagát szintén 
osztja -, akkor CD közös osztója CD-nek és 
AB-nok. És nyilván a legnagyobb, egyetlen 
CD-nél nagyobb szám sem osztja ugyanis 
CD-t. 

Ha pedig CD nem osztja AB-t, AB és CD közül a kisebbet váltakozva 
mindig kivonván a nagyobból egy olyan szám lesz a maradék, mely 
osztja a megelőzőt. Nem az egység lesz ugyanis a maradék, mert 
ellenkező esetben AB és CD relatív prímek lennének (VII. 1.) fel
tevésünk ellenére. Szám lesz tehát a maradék, mely osztja a meg
előzőt. CD ossza BE-t, és legyen a nála kisebb maradék EA, EA 
ossza DF-et, és legyen a nála kisebb maradék FC, s CF ossza AE-t. 
Minthogy CF osztja AE-t, AE pedig osztja DF-et, CF is osztja 
DF-et (3. E.); de önmagát is osztja, tehát a teljes CD-t is osztja (1. E.). 
CD viszont BE-t osztja, tehát CF is osztja BE-t (3. E.); másrészt 
EA-t is osztja, tehát a teljes BA-t is osztja (1. E.). Viszont CD-t is 
osztja, tehát CF osztja AB-t és CD-t. CF tehát közös osztója AB-nek 
és CD-nek. Azt állítom, hogy a legnagyobb. Ha ugyanis CF nem a 
legnagyobb közös osztója AB-nek és CD-nek, valamely CF-nél 
nagyobb szám osztja az AB és CD számokat. Ossza őket egy g szám. 
Minthogy g osztja CD-t, CD pedig osztja BE-t, g is osztja BE-t 
(3. E.); másrészt a teljes BA-t is osztja, tehát a maradék AE-t is 
osztja (2. E.). AE viszont DF-et osztja, tehát g is osztja DF-et (3. E.); 
másrészt a teljes DC-t is osztja, tehát a maradék CF-et i is fosztja 
(2. E.), a nagyobbra kisebbet, ami lehetetlen. Nem osztja tehát seme
lyik CF-nél nagyobb szám az AB, CD számokat, CF tehát AB-nek 
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és Cű-nek a legnagyobb közös osztója. [Éppen ezt kellett megmu
tatni.] 

F.: VII. 3-4. 

Következmény 
Ebből már nyilvánvaló, hogy ha egy szám oszt két számot, akkor 

a legnagyobb közös osztójukat is osztja. Éppen ezt kellett meg
mutatni. 

F.:VII. 3. 
VII. 3. Tétel 

Keressük meg három adott nem relatív prímszám legnagyobb közös 
osztóját! 

Legyen az adott három nem relatív prímszám a, b és c. a-nak, 
fc-nek és c-nek kell tehát megkeresni a legnagyobb közös osztóját. 

Vegyük ugyanis kettőnek, a-nak és ö-nek a d legnagyobb közös 
osztóját (VII. 2.). d vagy osztja c-t, vagy nem osztja. Ossza eló'ször. 
a-t és b-t is osztja, d tehát osztja ö-t, b-t 
és c-t, d közös osztója ű-nak, fc-nek és c-
nek. Azt állítom, hogy a legnagyobb. Ha 
ugyanis d nem a legnagyobb közös osz
tója ö-nak, 6-nek és c-nek, valamely 
d-né\ nagyobb szám osztja a-t, b-t és c-t. 
Ossza ó'ket egy e szám. Minthogy e 
osztja a-t, b-t és c-t, a-t és b-t is osztja, tehát a és b legnagyobb 
közös osztóját is osztja (VII. 2. K.). a és b legnagyobb közös osz
tója d, e tehát osztja d-t, a nagyobb a kisebbet, ami lehetetlen. Nem 
osztja tehát semelyik d-nél nagyobb szám az a, b, c számokat, d te
hát d-nak, b-nek és c-nek a legnagyobb közös osztója. 

Ne ossza most d a c-t. Először is azt állítom, hogy c és d nem 
relatív prímek. Minthogy ugyanis a, b, és c nem relatív prímek, 
valamely szám osztja őket. Az a-t, b-t és c-t osztó szám az a, b szá
mokat is osztja, és a-nak és b-nek legnagyobb közös osztóját, d-t 
is osztja (VII. 2. K.), másrészt c-t is osztja, tehát a d, c számokat 
osztja valamely szám, d és c nem relatív prímek. Vegyük hát a leg
nagyobb közös osztójukat, e-t (VII. 2.). Minthogy e osztja d-t, d 
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pedig osztja a-t és b-t, e is osztja a-t és b-t (3. E.); másrészt c-t is 
osztja, e tehát osztja az a, b, c számokat, e közös osztója a-nak, 
&-nek és c-nek. Azt állítom, hogy a legnagyobb. Ha ugyanis e nem 

a legnagyobb közös osztója 
a-nak, b-nek és c-nek, vala
mely c-nél nagyobb szám 
osztja a-t, b-t és c-t. Ossza 
őket, és nevezzük/-nek. Mint
hogy / osztja a-t, b-t és c-t, 

az a, b számokat is osztja, és a-nak és b-nek a legnagyobb közös osz
tóját is osztja (VII. 2. K.). a-nak és b-nek a legnagyobb közös osz
tója d, f tehát osztja d-t; másrészt c-t is osztja, / tehát osztja a d, 
c számokat, és o*-nek és c-nek a legnagyobb közös osztóját is osztja 
(VII. 2. K.). d-nek és c-nek a legnagyobb közös osztója e, f tehát 
osztja c-t, a nagyobb a kisebbet, ami lehetetlen. Nem osztja tehát se
melyik c-nél nagyobb szám az a, b, c számokat, e tehát a-nak, 6-nek 
és c-nek a legnagyobb közös osztója. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: VII. 33. 

VII. 4. Tétel 
Bármely két szám közül a kisebb a nagyobbnak vagy hányada, 

vagy törtrésze. 
Legyen a és BC két szám, és BC a kisebb. Azt állítom, hogy BC 

az a-nak vagy hányada, vagy törtrésze. 
a és BC ugyanis vagy relatív prímek, vagy nem. Legyenek először 

a és BC relatív prímek. Ha BC-t földbontjuk a benne levő egységekre, 
akkor minden 2?C-ben levő egység egy bizonyos há
nyada lesz a-nak, úgyhogy BC törtrésze a-nak. 

Ne legyenek most a és BC relatív prímek. Ekkor 
BC vagy osztja a-t, vagy nem osztja. Ha BC osztja 
a-t, BC hányada a-nak. Ha nem, vegyük a-nak és 
2?C-nek a d legnagyobb közös osztóját (VII. 2.), és 
bontsuk föl BC-t a o*-vel egyenlő BE, EF, FC számokra. Minthogy 
d osztja a-t, d hányada a-nak. Másrészt d egyenlő BE, EF, FC mind
egyikével, tehát BE, EF és FC mindegyike hányada a-nak, úgyhogy 
BC törtrésze a-nak. 
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Bármely két szám közül tehát... Éppen ezt kellett megmutatni. 
F.: VII. 20. 

VII. 5. Tétel 
Ha egy szám hányada egy másiknak, és egy harmadik ugyanaz a 

hányada egy negyediknek, akkor az első és a harmadik összege is 
ugyanaz a hányada a második és a negyedik összegének, mint az első 
a másodiknak.* 

Legyen ugyanis az a szám hányada 5C-nek, és a harmadik szám, 
d, ugyanaz a hányada a negyedik EF-nck, mint a a ŐC-nek. Azt 
állítom, hogy a és] d összege is ugyanaz a hányada BC és EF össze
gének mint a a .BC-nek. 

Minthogy ugyanis amely hányada a a .BC-nek, ugyanaz a hányada 
d az EF-nek, ahány a-val egyenlő szám van .BC-ben, annyi d-vel 
egyenlő szám van EF-ben. Bontsuk föl BC-t az a-val egyenlő BG, 
GC, EF-et pedig a o*-vel egyenlő EH, 
HF számokra. Ekkor a BG, GC számok 
száma egyenlő lesz az EH, HF számok 
számával. Minthogy BG egyenlő a-val, 
EH pedig a*-vel, BG meg EH egyenlő a 
meg o*-vel. Ugyanígy GC meg HF is egyenlő a meg d-vel. Ahány a-val 
egyenlő szám van tehát .BC-ben, annyi a meg d-vel egyenlő van BC 
meg EF-ben. Ahányszorosa tehát BC az a-nak, annyiszorosa BC 
és EF összege a és d összegének. Amely hányada tehát a a .BC-nek, 
ugyanaz a hányada a és d összege BC és EF összegének. Éppen ezt 
kellett megmutatni. 

F.: VII. 6-7., 9-10., 12. 

VII. 6. Tétel 
Ha egy szám törtrésze egy másiknak, és egy harmadik ugyanaz 

a törtrésze egy negyediknek, akkor az első és a harmadik összege 
is ugyanaz a törtrésze a második és a negyedik összegének, mint az 
első a másodiknak. 

Legyen ugyanis az AB szám törtrésze a c számnak, és egy harmadik 
szám, DE, ugyanaz a törtrésze a negyedik /-nek, mint AB c-nek. Azt 
állítom, hogy AB és DE összege is ugyanaz a törtrésze c és /összegé
nek, mint AB a c-nek. 
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Minthogy ugyanis amely törtrésze AB a c-nek, ugyanaz a törtrésze 
DE az f-nek, ahány hányada van c-nek AB-ben, annyi hányada van 
f-nek DE-ben. Bontsuk föl AB-t a c-nek AG, GB hányadaira, DE-t 

pedig az /-nek DH, HE hányadaira. 
Ekkor az AG, GB számok száma 
egyenlő lesz a DH, HE számok szá
mával. Minthogy amely hányada 
AG a c-nek, ugyanaz a hányada 

DH az /-nek, amely hányada AG a c-nek, ugyanaz a hányada AG 
és DH összege c és / összegének (VII. 5.). Ugyanígy amely hányada 
GB a c-nek, ugyanaz a hányada GB és HE összege c és f összegé
nek. Amely törtrésze tehát AB a c-nek, ugyanaz a törtrésze AB és 
DE összege c és f összegének. Éppen ezt kellett megmutatni. 

R: VII. 9-10., 12. 

VII. 7. Tétel 
Ha egy szám egy másiknak ugyanaz a hányada, mint egy kivonandó 

egy másik kivonandónak, akkor az egyik maradék is ugyanaz a hányada 
a másik maradéknak, mint az egyik kisebbítendő a másik kisebbí-
tendőnek* 

Legyen ugyanis az AB szám a CD számnak ugyanaz a hányada, 
mint az AE kivonandó a CF kivonandónak. Azt állítom, hogy az EB 
maradék is ugyanaz a hányada az FD maradéknak, mint az AB kisebbí
tendő' a CD kisebbítendőnek. 

Amely hányada AE a CF-nek, ugyanaz a hányada legyen EB a CG-
nek. Minthogy amely hányada AE a CF-nek, ugyanaz a hányada 
EB a CG-nek, amely hányada AE a CF-
nek, ugyanaz a hányada AB a GF-nek 
(VII. 5.). Feltétel szerint viszont amely 
hányada AE a CF-nek, ugyanaz a hánya
da AB a CD-nek, amely hányada tehát 
AB a GF-nek, ugyanaz a hányada CD-nek is; egyenlő tehát GF a CD-
vel. Vonjuk le a közös CF-et: így a maradék GC egyenlő a maradék 
FD-vel. S minthogy amely hányada AE a CF-nek, ugyanaz a hányada 
EB a GC-nek, GC pedig egyenlő FD-vel, amely hányada AE a CF-nek, 
ugyanaz a hányada EB az FD-nek, Viszont amely hányada AE a CD-
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nek, ugyanaz a hányada AB is C'D-nek, tehát az EB maradék is ugyanaz 
a hányada az FD maradéknak, mint az AB kisebbítendő a CD kisebbí
tendőnek. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: VII. 8., 11. 

VII. 8. Tétel 
Ha egy szám egy másiknak ugyanaz a törtrésze, mint egy kivonandó 

egy másik kivonandónak, akkor az egyik maradék is ugyanaz a tört
része a másik maradéknak, mint az egyik kisebbítendő a másik kisebbí
tendőnek. 

Legyen ugyanis az AB szám a CD számnak ugyanaz a törtrésze, 
mint az AE kivonandó a CF kivonandónak. Azt állítom, hogy az EB 
maradék is ugyanaz a törtrésze az FD maradéknak, mint az AB 
kisebbítendő a CD kisebbítendőnek. 

Vegyünk föl egy AB-val egyenlő GH-t. Amely törtrésze tehát GH 
a CD-nek, ugyanaz a törtrésze AE a CF-nek. Bontsuk föl GH-t a CD-
nek GK, KH hányadaira, AE-t pedig a CF-nek AL, LE hányadaira. 
Ekkor a GK, KH számok száma egyen
lő lesz az AL, LE számok számával. 
Minthogy amely hányada GK a CD-
nek, ugyanaz a hányada AL a CF-nek, 
s CD nagyobb CF-nél, GK nagyobb 
AL-nél. Vegyünk föl egy AL-lel egyenlő 
GM-et. Amely hányada tehát GK a CD-
nek, ugyanaz a hányada GM a CF-nek, tehát a maradék MK is ugyan
az a hányada a maradék FD-nek, mint a GK kisebbítendő a CD kiseb
bítendőnek (VII. 7.). Ismét, minthogy amely hányada KH a CD-nek, 
ugyanaz a hányada EL a CF-nek, s CD nagyobb CF-nél, HK nagyobb 
FL-nél. Vegyünk föl egy FL-lel egyenlő KN-et. Amely hányada tehát 
KH a CD-nek, ugyanaz a hányada KN a CF-nek, tehát a maradék 
NH is ugyanaz a hányada a maradék FD-nek, mint a KH kisebbítendő 
a CD kisebbítendőnek (VII. 7.). Mint megmutattuk, az MK maradék 
is ugyanaz a hányada az FD maradéknak, mint a GK kisebbítendő 
a CD kisebbítendőnek, tehát MK és NH összege ugyanaz a törtrésze 
DF-nek, mint a HG kisebbítendő a CD kisebbítendőnek. MK és NH 
összege viszont egyenlő EB-\e\, HG pedig ILÍ-val, tehát az EB mara-
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dék ugyanaz a törtrésze az FD maradéknak, mint az AB kisebbítendő 
a CD kisebbítendőnek. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.rVTI. 11. 

VII. 9. Tétel 
Ha egy szám hányada egy másiknak, és egy harmadik ugyanaz a 

hányada egy negyediknek, akkor fölcserélve is, amely hányada vagy 
törtrésze az első a harmadiknak, ugyanaz a hányada vagy törtrésze 
a második is a negyediknek* 

Legyen ugyanis az a szám hányada 2?C-nek, és a harmadik szám, 
d, ugyanaz a hányada a negyedik isF-nek, mint a a .BC-nek. Azt állí
tom, hogy fölcserélve is, amely hányada vagy törtrésze a a d-nek, 
ugyanaz a hányada vagy törtrésze BC is EF-nek.. 

Minthogy ugyanis amely hányada a a .BC-nek, ugyanaz a hányada 
d az £F-nek, ahány a-val egyenlő' szám 
van J5C-ben, annyi d-vel egyenlő van EF-
ben. Bontsuk föl BC-t az a-val egyenlő 
BG, GC, EF-et pedig a d-vel egyenlő EH, 

HF számokra. Ekkor a BG, GC számok száma egyenlő lesz az 
EH, HF számok számával. 

Minthogy a BG, GC számok egyenlők egymással, az EH, HF szá
mok is egyenlők egymással, és a BG, GC számok száma egyenlő az 
EH, HF számok számával, így amely hányada vagy törtrésze BG az 
EH-nák, ugyanaz a hányada vagy törtrésze a BC összeg az EF összeg
nek (VII. 5-6.). BG viszont egyenlő a-val, EH pedig d-vel, amely 
hányada tehát vagy törtrésze a a d-nek, ugyanaz a hányada vagy tört
része BC az 2?F-nek. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.:VII. 10.; VIII. 8. 

VII. 10. Tétel 
Ha egy szám törtrésze egy másiknak, és egy harmadik ugyanaz 

a törtrésze egy negyediknek, akkor fölcserélve is, amely törtrésze vagy 
hányada az első a harmadiknak, ugyanaz a törtrésze vagy hányada 
a második is a negyediknek. 

Legyen ugyanis az AB szám törtrésze a c számnak, és egy harmadik 
szám, DE, ugyanaz a törtrésze a negyedik /-nek. Azt állítom, hogy 
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fölcserélve is, amely törtrésze vagy hányada AB a DE-nek, ugyanaz 
a törtrésze vagy hányada c is /-nek. 

Minthogy ugyanis amely törtrésze AB a c-nek, ugyanaz a törtrésze 
DE az /-nek, ahány hányada van c-nek AB-bsn, annyi hányada van 
/-nek D£-ben. Bontsuk föl AB-t c-nek AG, GB hányadaira, DE-t 
pedig /-nek DH, HE hányadai
ra. Ekkor az AG, GB számok 
száma egyenlő lesz a DH, HE 
számok számával. Minthogy 
amely hányada AG a c-nek, 
ugyanaz a hányada DH az /-nek, fölcserélve is, amely hányada 
vagy törtrésze AG a DG-nek, ugyanaz a hányada vagy törtrésze c 
is /-nek (VII. 9.). Ugyanígy amely hányada vagy törtrésze GB 
HE-nek, ugyanaz a hányada vagy törtrésze c is /-nek, úgyhogy 
amely hányada vagy törtrésze AG a DH-nak, ugyanaz a hányada 
vagy törtrésze GB a HE-nek, tehát amely hányada vagy törtrésze 
AG a DH-nak, ugyanaz a hányada vagy törtrésze AB is űis-nek (VII. 
5-6.). Viszont, mint megmutattuk, amely hányada vagy törtrésze 
AG a DH-nak, ugyanaz a hányada vagy törtrésze c is /-nek, tehát 
amely törtrésze vagy hányada AB a DE-nek, ugyanaz a törtrésze vagy 
hányada c is /-nek. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: VII. 13. 

VII. 11. Tétel 
Ha egy kisebbítendő (szám) úgy aránylik egy másik kisebbítendő

höz, mint egy kivonandó egy másik kivonandóhoz akkor az egyik mara
dék is úgy aránylik a másik maradékhoz, mint az egyik kisebbítendő 
a másik kisebbítendőhöz. 

Arányuljék az AE kivonandó a CF kivonandóhoz, mint az AB ki
sebbítendő' a CD kisebbítendőhöz. Azt állítom, hogy az EB maradék 
is úgy aránylik az FD maradékhoz, mint az AB kisebbítendő a CD 

kisebbítendőhöz. 
Minthogy AE úgy aránylik CF-hez, 

mint AB a CD-hez, amely hányada vagy 
törtrésze AB a CD-nek, ugyanaz a hánya
da vagy törtrésze AE a CF-nek. Az EB 
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maradék is ugyanaz a hányada vagy törtrésze tehát az FD maradék
nak, mint AB a CD-nek (VII. 7-8.). Amint tehát EB az FD-hez, úgy 
aránylik AB a CD-hez. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: IX. 35. 

VII. 12. Tétel 
Ha valahány szám arányos, akkor az előtagok összege úgy aránylik 

az utótagok összegéhez, mint bármelyik előtag az utótagjához. 
Legyen valahány szám, a, b,césd arányos: c a d-hez, mint a a 6-hez. 

Azt állítom, hogy a meg c úgy aránylik b meg 
d-hez, mint a a 6-hez. 

Minthogy ugyanis c úgy aránylik d-hez, mint 
a a 6-hez, amely hányada vagy törtrésze a a 
6-nek, ugyanaz a hányada vagy törtrésze c a ci
nek. Tehát a és c összege is ugyanaz a hányada 
vagy törtrésze b és d összegének, mint a a 6-nek 

(VII. 5-6.). Amint tehát a a 6-hez, úgy aránylik a meg c a 6 meg 
d-hez. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.:VII. 15., 20.; IX. 35. 

VII. 13. Tétel 
Ha négy szám arányos, akkor fölcserélve is arányos lesz. 
Legyen négy szám, a, 6, c és d arányos: amint a a 6-hez, úgy c a 

d-hez. Azt állítom, hogy fölcserélve is arányo
sak lesznek: amint a a c-hez, úgy 6 a ú?-hez. 

Minthogy ugyanis c úgy aránylik d-hez, 
mint a a 6-hez, amely hányada vagy törtrésze 
a a 6-nek, ugyanaz a hányada vagy törtrésze c 
a d-nék. Fölcserélve tehát: amely hányada vagy 
törtrésze a a c-nek, ugyanaz a hányada vagy 
törtrésze 6 a d-nek (VII. 9-10.). Amint tehát a a c-hez, úgy aránylik 
6 a d-hez. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: VII. 14., 17., 20.; VIII. 4., 18-20.; IX. 10., 17. 
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VII. 14. Tétel 
Ha van valahány szám és ugyanannyi másik, hogy kettesével mindig 

ugyanabban az arányban állnak, akkor egyenlő (sok tagon) át is 
ugyanabban az arányban állnak* 

Legyen a, b és c valahány szám, s d, e, f ugyanannyi másik, hogy 
kettesével mindig ugyanabban az arányban álljanak: d az e-hez, 
mint a a i-hez és e az/hez, mint b a c-hez. Azt állítom, hogy egyenlő 
(sok tagon) át d úgy aránylik /-hez, mint a a c-hez. 

Minthogy ugyanis amint a a b-hez, úgy aránylik d az e-hez, föl
cserélve, amint a a d-hez, úgy b az 
e-hez (VII. 13.). Ismét, minthogy 
amint b a c-hez, úgy aránylik e az 

/-hez, fölcserélve, amint b az e-hez, 
úgy c azf-hez. Amint viszont b az 
e-hez, úgy a a d-hez, amint tehát a a c?-hez, úgy c az /-hez, s fölcse
rélve amint a a c-hez, úgy É? az /-hez (VII. 13.). Éppen ezt kellett 
megmutatni. 

F.: VIII. 1., 5-6., 8., 13., 21.; IX. 19., 36. 

VII. 15. Tétel 
Ha az egység ugyanannyiszor van meg egy számban, mint egy másik 

szám egy további számban, akkor fölcserélve az egység ugyanannyiszor 
van meg a harmadik tagban - mely szám -, mint a második tag a negye
dikben. 

Legyen ugyanis az a egység ugyanannyiszor meg a BC számban, 
mint egy másik szám, d, egy további számban, FF-ben. Azt állítom, 
hogy fölcserélve az a egység ugyanannyiszor van meg a d számban, 
mint BC az EF-ben. 

Minthogy ugyanis az a egység ugyanannyiszor van meg a BC szám
ban, mint d az FF-ben, ahány egység 
van 2?C-ben, annyi d-vel egyenlő szám 
van FF-ben. Bontsuk föl BC-t a benne 
levő BG, GH, HC egységekre, FF-et 
pedig a d-vel egyenlő EK, KL, LF szá

mokra. Ekkor a BG, GH, HC egységek száma egyenlő lesz az EK, KL, 
LF számok számával. Minthogy a BG, GH, HC egységek egyenlők 
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egymással, az EK, KL, LF számok is egyenlők egymással, és a BG, 
GH, HC egységek száma egyenlő az EK, KL, LC számok számával, 
amint a BG egység az EK számhoz, úgy aránylik a GH egység a KL 
számhoz és a HC egység az LF számhoz, és amint bármely előtag 
az utótagjához, úgy az előtagok összege az utótagok összegéhez 
(VII. 12.): amint tehát a BG egység az EK számhoz, úgy BC az EF-
hez. Viszont a BG egység egyenlő az a egységgel, az EK szám pedig a 
d számmal, BC tehát úgy aránylik EF-hsz, mint az a egység a d szám
hoz. Az a egység tehát ugyanannyiszor van meg a d számban, mint 
BC az EF-ben. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: VII. 16., 21., 24., 33., 37-38.; IX. 11. 

VII. 16. Tétel 
A két szám összeszorzásakor keletkező számok egyenlők egymással 

(függetlenül a sorrendtől). 
Legyen a és b két szám, és a-val b-t megszorozva keletkezzék c, 

b-vél a-t megszorozva pedig d. Azt állítom, hogy c egyenlő d-\e\. 
Minthogy ugyanis ö-val b-t szorozva keletkezett c, b annyiszor van 

meg c-ben, ahány egység van a-ban. Egy e egység szintén annyiszor 
van meg az a számban, ahány egység abban 
van; az e egység tehát ugyanannyiszor van 
meg a-ban, mint b a c-ben. Fölcserélve tehát 
az e egység ugyanannyiszor van meg b-ben, 
mint a a c-ben (VII. 15.). Ismét, minthogy 
b-vel a-t szorozva keletkezett d, a annyiszor 
van meg a*-ben, ahány egység van b-ben. Az 

e egység szintén annyiszor van meg b-ben ahány egység abban van; 
az e egység tehát ugyanannyiszor van meg a b számban, mint a d-
ben. Viszont az e egység ugyanannyiszor volt meg fe-ben, mint a c-ben; 
a ugyanannyiszor van meg tehát c-ben és o"-ben. c tehát egyenlő 
d-vel. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: VII. 18., 34.; VIII. 18. 

VII. 17. Tétel 
Ha két számot megszorozunk egy számmal, akkor a keletkező szá

mok aránya ugyanaz, mint a megszórzottaké* 
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Keletkezzenek ugyanis ab, c számokat az a számmal megszorozva 
a d, e számok. Azt állítom, hogy amint b a c-hez, úgy aránylik d az 
e-hez. 

Minthogy ugyanis b-t a-val szorozva keletkezett d, b annyiszor 
van meg d-ben, ahány egység van ű-ban. Egy / egység az a számban 
szintén annyiszor van meg, ahány egység ab
ban van; az / egység tehát ugyanannyiszor 
van meg az a számban, mint b a J-ben. 
Amint tehát az / egység az a számhoz, úgy 
aránylik b a íí-hez. Ugyanígy amint a z / egy
ség az a számhoz, úgy aránylik c az e-hez is; 
amint tehát b a <i-hez, úgy c az e-hez. Fölcserélve tehát amint b a 
c-hez, úgy d az e-hez (VII. 13.). Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: VII. 18-19., 22., 34.; VIII. 2., 5., 10-12., 14-15., 18-21.; IX. 
1-2., 4-5. 

VII. 18. Tétel 
Ha egy számot megszorzunk két számmal, akkor a keletkezett szá

mok aránya ugyanaz, mint a szorzóké* 
Keletkezzenek ugyanis a c számot az a, b számokkal megszorozva 

a d, e számok. Azt állítom, hogy amint a a 
fc-hez, úgy aránylik d az e-hez. 

Minthogy c-t ű-val szorozva keletkezett d, 
a-t c-vel szorozva is d keletkezik (VII. 16.). 
Ugyanígy b-t c-vel szorozva e keletkezik. így 
az a, b számokat megszorozva a c számmal a d, 
e számok keletkeznek, amint tehát a a b-hez, 

úgy aránylik d az e-hez (VII. 17.). Éppen ezt kellett megmutatni. 
F.: VII. 19.; VIII. 2., 5., 10-12., 14-15., 19-21.; IX. 1-2. 

VII. 19. Tétel 
Ha négy szám arányos, akkor az első és a negyedik szorzata egyenlő 

a második és a harmadik szorzatával; s ha az első és a negyedik szor
zata egyenlő a második és a harmadik szorzatával, akkor a négy szám 
arányos.* 

Legyen négy szám, a, b, c és d arányos: amint a a b-hez, úgy c a 
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d-hez, és a-val d-t szorozva keletkezzék e, b-vel c-t szorozva pedig /. 
Azt állítom, hogy e egyenlő /-fel. 

Keletkezzék ugyanis a-val c-t szorozva g. Minthogy a-val c-t szo
rozva keletkezett g, d-t szorozva pedig e, az a számmal a két, c, d 
számot megszorozva keletkezett g és e. Amint tehát c a d-hez, úgy 

aránylik g az e-hez (VII. 17.). 
Amint viszont c a d-hez, úgy 
aránylik a a b-hez, amint te
hát a a 6-hez, úgy g az e-hez. 
Ismét, minthogy a-val c-t szo
rozva keletkezett g, b-vel c-t 
szorozva pedig /, a két, a, 6 
számmal valamely c számot 
szorozva keletkezett g és f. 

Amint tehát a a b-hez, úgy aránylik g az /-hez (VII. 18.). Amint 
viszont a a b-hez, úgy aránylik g az e-hez, amint tehát g az e-hez, 
úgy g az /-hez. g-nek tehát e-hez és /-hez való aránya ugyanaz, e 
tehát egyenlő /-fel. 

Legyen most e egyenlő/-fel. Azt állítom, hogy amint a a 6-hez, úgy 
aránylik c a d-hez. 

Az előbbivel azonos konstrukció révén, minthogy e egyenlő /-fel, 
amint g az e-hez, úgy aránylik g az /-hez. Viszont amint g az e-hez, 
úgy aránylik c a d-hez (VII. 17.), amint pedig g az/-hez, úgy a a b-hez 
(VII. 18.). Amint tehát a a 6-hez, úgy c a d-hez. Éppen ezt kellett meg
mutatni. 

R: VII. 24., 30., 33-34.; IX. 12-13., 18., 36. 

VII. 20. Tétel 
Az ugyanazon arányú számok közül a legkisebbek osztják az ugyan

ebben az arányban álló számokat, mégpedig a nagyobb ugyanannyiszor 
van meg a nagyobban, mint a kisebb a kisebben. 

Legyenek ugyanis azon számok közül, melyeknek ugyanaz az 
aránya, mint a-nak és 6-nek, CD, EF a legkisebbek. Azt állítom, hogy 
CD ugyanannyiszor van meg a-ban, mint EF a 6-ben. 

CD ugyanis nem törtrésze a-nak. Tegyük fel ugyanis, hogy az. 
Ekkor EF ugyanaz a törtrésze 6-nek, mint CD az a-nak (VII. 13.). 
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Ahány hányada van tehát a-nak CD-ben, annyi hányada vanfc-nek 
EF-ben. Bontsuk föl CD-t a-nak CG, GD, EF-et pedig fc-nek EH, HF 
hányadaira. Ekkor a CG, GD számok száma egyenlő lesz az EH, HF 
számok számával. Minthogy a CG, GD számok egyenlők egymással, 
az EH, HF számok egyenlők egymással, és a CG, GD számok száma 
egyenlő az EH, HF számok számá
val, GD úgy aránylik HF-hez, mint 
CG az EH-hoz. Amint tehát bár
mely előtag az utótagjához, úgy 
aránylik az előtagok összege az utó
tagok Összegéhez (VII. 12.): amint CG az EH-hoz, úgy CD az EF-
hez. CG és EH aránya tehát ugyanaz, mint CD-é és EF-é, ám ki
sebbek náluk. Ez lehetetlen, mert föltevés szerint CD és EF a legki
sebbek azon számok között, melyek aránya ugyanaz, mint az övéké. 
CD tehát nem törtrésze a-nak; hányada tehát. EF is ugyanaz a há
nyada tehát í>-nek, mint CD az a-nak; CD tehát ugyanannyiszor van 
meg a-ban, mint EF a &-ben. Éppen ezt kellett megmutatni.* 

F.: VII. 21., 24., 30., 33-34.; VIII. 1., 4., 8., 20-21.; IX. 12., 16-17., 
19., 36. 

VII. 21. Tétel 
A relatív prímek az ugyanazon arányú számok között legkisebbek. 
Legyenek a, b relatív prímszámok. Azt állítom, hogy a és b az 

ugyanezen arányú számok között legkisebbek. 
Ellenkező esetben ugyanis léteznek a-nál és b-nél kisebb, ugyan

abban az arányban álló számok mint a és b. Legyenek ezek c és d. 
Minthogy az ugyanazon arányú számok közül a legkisebbek oszt

ják az ugyanebben az arányban álló számokat, 
mégpedig a nagyobb ugyanannyiszor van meg 
a nagyobban, mint a kisebb a kisebben (VII. 
20.), azaz az előtag az előtagban ugyanannyi
szor, mint az utótag az utótagban, c ugyanannyi
szor van meg a-ban, mint a* a ft-ben. Legyen e-ben 
annyi egység, ahányszor megvan c az a-ban. d 

tehát annyiszor van meg é-ben, ahány egység van e-ben. Minthogy 
c annyiszor van meg a-ban, ahány egység van e-ben, e annyiszor 
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van meg a-ban, ahány egység van c-ben (VII. 15.). Ugyanígy e any-
nyiszor van meg ft-ben, ahány egység van d-ben. e tehát osztja a relatív 
prím a-t és b-t; ami lehetetlen. Nincsenek tehát a-nál és fc-nél kisebb, 
ugyanabban az arányban mint a és b álló számok, a és b az ugyanezen 
arányú számok között legkisebbek. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: VII. 24., 30., 33-34.; VIII. 1., 8., 21.; IX. 12., 16-17., 19., 36. 

VII. 22. Tétel 
Az ugyanazon arányú számok közül a legkisebbek relatív prímek* 
Legyenek azon számok közül, melyeknek ugyanaz az arányuk, 

mint nekik, a és b a legkisebbek. Azt állítom, hogy a és b relatív prí
mek. 

Ha ugyanis nem relatív prímek, osztja őket valamely szám. Ossza 
őket egy e szám. Legyen annyi egység d-ben, ahányszor megvan c az 
a-ban, e-ben pedig, ahányszor megvan c a fc-ben. 

Minthogy c annyiszor van meg a-ban, ahány egység van d-ben, 
c-vel d-t szorozva a keletkezik. Ugyanígy 
c-vel e-t szorozva b keletkezik. A c számmal 
tehát a két, d, e számot megszorozva a és & 
keletkezik; a tehát úgy aránylik ft-hez, mint 
d az e-hez (VII. 17.). d-nek és e-nek tehát 
ugyanaz az aránya, mint a-nak és ö-nek, ám 
kisebbek azoknál; ami lehetetlen. Nem osztja 

tehát semelyik szám az a, b számokat; a és b relatív prímek. Ép
pen ezt kellett megmutatni. 

F.: VIII. 2-3.; IX. 15. 

VII. 23. Tétel 
Ha két szám relatív prím, akkor az egyiküket osztó szám relatív prím 

a másikhoz. 
Legyenek a és b relatív prímszámok, és a-t ossza valamely c szám. 

Azt állítom, hogy c és b is relatív prímek. 
Ha ugyanis c, b nem relatív prímek, osztja őket valamely szám. 

Ossza egy d szám. Minthogy d osztja c-t, c 
pedig osztja a-t, d is osztja a-t (3. E.). b-t is 
osztja; d tehát osztja a relatív prím a-t és b-t, 
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ami lehetetlen. Nem osztja tehát semelyik szám c-t és b-t; c és b 
relatív prímek. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: VII. 24. 

VII. 24. Tétel 
Ha két szám relatív prím egy harmadikhoz, akkor a szorzatuk is 

relatív prím hozzá. 
Legyen ugyanis két szám, a és b, relatív prím valamely c számhoz, 

és a-val b-t szorozva keletkezzék d. Azt állítom, hogy c és d relatív 
prímek. 

Ha ugyanis c és d nem relatív prímek, osztja a. c, d számokat vala
mely szám. Ossza egy e szám. Minthogy c és a relatív prímek, és c-t 
osztja valamely e szám, a és e relatív prímek (VII. 23.). Legyen annyi 
egység/-ben, ahányszor megvan e a J-ben; /tehát annyiszor van meg 
d-ben, ahány egység van e-ben (VII. 15.). 
e-vel f-et szorozva tehát d keletkezik. 
Azonban a-val b-t szorozva is d keletke
zik; egyenlő tehát e és f szorzata a és b 
szorzatával. Ha viszont a kültagok szor
zata egyenlő a beltagok szorzatával, ak
kor a négy szám arányos (VII. 19.): & tehát úgy aránylik /-hez, mint 
e az a-hoz. a és e viszont relatív prímek, a relatív prímek pedig 
legkisebbek (VII. 21.), az ugyanazon arányú számok közül a leg
kisebbek pedig osztják az ugyanebben az arányban álló számokat, 
mégpedig a nagyobb ugyanannyiszor van meg a nagyobban, mint 
a kisebb a kisebben (VII. 20.), azaz az előtag az előtagban ugyan
annyiszor, mint az utótag a másik utótagban; e tehát osztja b-t. Vi
szont c-t is osztja; e tehát osztja a relatív prím b-t és c-t, ami lehetet
len. Nem osztja tehát semelyik szám a c, d számokat, c és d relatív 
prímek. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: VII. 25-26.; IX. 15. 

VII. 25. Tétel 
Ha két szám relatív prím, akkor az egyik négyzete is relatív prím a 

másikhoz. 
Legyen a és b két relatív prímszám, és a-t önmagával szorozva 

keletkezzék c. Azt állítom, hogy b és c relatív prímek, 
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Vegyünk ugyanis egy a-val egyenlő d-t. Minthogy a és b relatív 
prímek s a egyenlő d-vel, d és b is relatív prímek. Mind a két, d, a szám 
relatív prím tehát b-hez, d és a szorzata is relatív prím lesz tehát &-hez 

(VII. 24.). d és a szorzata viszont c; c és b te
hát relatív prímek. Éppen ezt kellett megmu
tatni. 

R : VII. 27.; IX. 15. 

VII. 26. Tétel 
Ha két szám egyszerre relatív prím két másik szám bármelyikéhez, 

akkor a két-két szám szorzata is relatív prím. 
Legyen ugyanis két szám, a és b, egyszerre relatív prím két másik 

szám, c és d bármelyikéhez, és a-val b-t szorozva keletkezzék e, c-vel 
d-t szorozva pedig / Azt állítom, hogy e és / relatív prímek. 

Minthogy ugyanis a és b bármelyike relatív prím c-hez, a és b szor
zata is relatív prím c-hez (VII. 
24.). a és b szorzata viszont e; e 
és c tehát relatív prímek. Ugyan
így d és e is relatív prímek, c és d 
mindegyike relatív prím tehát 
e-hez. Tehát c és d szorzata is 
relatív prím e-hez (VII. 24.). c és d szorzata viszont f.eésf tehát re
latív prímek. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: VII. 27. 

VII. 27. Tétel 
Ha két szám relatív prím, és mindkettőt megszorozzuk önmagával, 

akkor a szorzatok relatív prímek lesznek, és ha a szorzatokat megszo
rozzuk az eredeti számokkal, akkor ismét relatív prímek keletkeznek [és 
ez mindig (azaz bárhányadik hatvány esetében) így van az utóbbiakkal]. 

Legyen a és b két relatív prímszám, és a-val önmagát szorozva kelet
kezzék c, c-t szorozva pedig d, s b-vel önmagát szorozva e, e-t szorozva 
pedig / Azt állítom, hogy mind c és e, mind désf relatív prímek. 

Minthogy ugyanis a és b relatív prímek, és a-t önmagával szorozva 
keletkezett c, c és b relatív prímek (VII. 25.). Minthogy c és b relatív 
prímek, és b-t önmagával szorozva keletkezett e, c és e relatív prímek 
(VII. 25.). Ismét, minthogy a és b relatív prímek, és b-t önmagával 
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szorozva keletkezett e, a és e relatív prímek. Minthogy két szám, a és 
c, egyszerre relatív prím két másik szám, b és e bármelyikéhez, a és c 
szorzata is relatív prím b és 
e szorzatához (VII. 26.). S a 
és c szorzata d, b és e szorza
ta pedig f.désf tehát relatív 
prímek. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: VIII. 2-3. 

VII. 28. Tétel 
Ha két szám relatív prím, akkor az összegük relatív prím bármelyik 

taghoz; s ha az összeg relatív prím az egyik taghoz, akkor az eredeti 
számok relatív prímek. 

Adjunk össze ugyanis két relatív prímszámot, AB-t és BC-t. Azt ál
lítom, hogy az AC összeg relatív prím AB, BC bármelyikéhez. 

Ha ugyanis' CA, AB nem relatív prímek, osztja valamely szám a 
CA, AB számokat. Ossza egy d szám. Minthogy d 
osztja CA-t és AB-t, a maradék BC-t is osztja (2. E.). 
Viszont BA-t is osztja; d tehát osztja a relatív prím 
AB-t és BC-t, ami lehetetlen. Nem osztja tehát seme
lyik szám a CA, AB számokat, CA és AB relatív prí

mek. Ugyanígy AC és CB is relatív prímek, CA tehát AB, BC mind
egyikéhez relatív prím. 

Legyenek most CA és AB relatív prímek. Azt állítom, hogy AB 
és BC relatív prímek. 

Ha ugyanis AB és BC nem relatív prímek, osztja valamely szám 
AB-t és BC-t. Ossza egy d szám. Minthogy d az AB, BC mindegyikét 
osztja, a teljes CA-t is osztja (1. E.). Viszont AB-t is osztja; d tehát 
osztja a relatív prím CA-t és AB-t, ami lehetetlen. Nem osztja tehát 
semelyik szárra AB-t és BC-t, AB és BC relatív prímek. Éppen ezt 
kellett megmutatni. 

F.:IX. 15. 

VII. 29. Tétel 
S Bármely prímszám bármely számhoz, melyet nem oszt, relatív prím. 
' ^Legyen a prímszám és ne ossza b-t. Azt állítom, hogy b és a relatív 
prímek. 
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Ha ugyanis b és a nem relatív prímek, osztja őket valamely szám. 
Ossza őket c. Minthogy c osztja b-t, a viszont nem osztja b-t, c nem 

ugyanaz a szám, mint a. Minthogy c osztja b-t és a-t, 
osztja az a prímszámot is, noha nem ugyanaz, mint az; 
ez viszont lehetetlen. Nem osztja tehát semelyik szám 
sem a b, a számokat, a és b relatív prímek. Éppen ezt 
kellett megmutatni. 

F.: VII. 30.; IX. 12., 36. 

VII. 30. Tétel 
Ha két számot megszorzunk egymással, és a szorzatukat osztja vala

mely prímszám, akkor a tényezők egyikét is osztja. 
Keletkezzék ugyanis két számot, a-t és b-t összeszorozva c, és ossza 

c-t valamely d prímszám. Azt állítom, hogy d osztja a és b egyikét. 
Ne ossza ugyanis a-t. d prímszám, tehát a és d relatív prímek 

(VII. 29.). Legyen annyi egység e-ben, ahányszor megvan d c-ben. 
Minthogy d annyiszor van meg c-ben, ahány egység van c-ben, d-vel 
e-t szorozva c keletkezik. Viszont a-val b-t szorozva is c keletkezik; 
egyenlő tehát c és d szorzata a és b szorzatával, 
amint tehát d az a-hoz, úgy aránylik b az c-hez 
(VII. 19.). d és a viszont relatív prímek, a re
latív prímek pedig legkisebbek (VII. 21.), a leg
kisebbek pedig osztják az ugyanebben az arány
ban álló számokat, mégpedig a nagyobb ugyan
annyiszor van meg a nagyobban, mint a kisebb a kisebben (VII. 
20.), azaz az egyik előtag a másik előtagban ugyanannyiszor, mint 
az egyik utótag a másik utótagban; d tehát osztja b-t. Hasonlóképp 
mutathatnánk meg azt is, hogy ha b-t nem osztja, akkor a-t osztja. 
d tehát osztja a és b egyikét. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: IX. 14. 
VII. 31. Tétel 

Bármely összetett számot oszt valamely prímszám. 
Legyen a egy összetett szám. Azt állítom, hogy a-t osztja valamely 

prímszám. 
Minthogy a összetett szám, osztja valamely szám. Ossza egy b szám. 

Ha b prím, készen vagyunk a tétellel. Ha összetett, osztja valamely 
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szám. Ossza egy c szám. Minthogy c osztja b-t, b pedig a-t, c is osztja 
a-t (3. E.). Ha c prím, kész vagyunk a tétellel. Ha összetett, osztja vala
mely szám. Folytatva ezt a vizsgálatot találni fogunk egy prím
számot, mely osztja [a megelőző számot, így 
a-t is osztja (3.E.)]. Ha ugyanis nem találnánk, 
akkor végtelen sok szám osztaná az a számot, 
melyek közül a következő mindig kisebb az elő
zőnél, ami a számok körében lehetetlen. Találni fogunk tehát egy 
prímszámot, mely osztja a megelőző számot, így a-t is osztja. 

Tehát bármely.. . Éppen ezt kellett megmutatni. 
F.:VII. 32.; IX. 13., 20. 

VII. 32. Tétel 
Bármely szám vagy prím, vagy osztja egy prímszám. 
Legyen a egy szám. Azt állítom, hogy a vagy prím, vagy osztja 

valamely prímszám. 
Ha a prím, készen vagyunk a tétellel. Ha összetett, 

osztja valamely prímszám (VII. 31.). 
Tehát bármely szám.. . Éppen ezt kellett megmutatni. 

VII. 33. Tétel 
Keressük meg valahány adott számhoz a legkisebbeket, melyek 

ugyanabban az arányban állnak, mint oki 
Legyen a valahány adott szám a, b és c. A legkisebb számokat 

kell tehát megkeresni, melyek ugyanabban az arányban állnak, mint 
a, b, és c. 

a,bésc ugyanis vagy relatív prímek, vagy nem. Ha a, b és c relatív 
prímek, akkor a legkisebbek az ugyanezen arányú számok között 
(VII. 21.). Ha nem, vegyük a-nak, 6-nek és c-nek a d legnagyobb közös 
osztóját (VII. 3.), és legyen annyi egység e-ben, /-ben, illetve g-ben, 
ahányszor megvan d az a-ban, Z>-ben, illetve c-ben. Ekkor e,f, illetve g 
annyiszor van meg a-ban, b-ben, illetve c-ben, ahány egység van d-ben. 
e,f, illetve g tehát ugyanannyiszor van meg a-ban, b-ben, illetve c-ben; 
e, /és g tehát ugyanabban az arányban áll, mint a, b és c. Azt állítom, 
hogy legkisebbek is. Ha ugyanis c,/és g nem legkisebbek azon számok 
között, melyeknek aránya ugyanaz, mint a-é, b-é és c-é, akkor vannak 
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c-nél, f-né\ és g-nél kisebb számok, melyek aránya ugyanaz, mint a-é, 
b-é és c-é. Legyenek ezek h^kés l. Ekkor h ugyanannyiszor van meg 
a-ban, mint k, illetve / a fe-ben, illetve c-ben (VII. 20.). Legyen annyi 

egység m-ben, ahányszor meg
van h az a-ban. Ekkor k, illetve 
/ annyiszor van meg b-ben, il
letve c-ben, ahány egység van 
m-ben. Minthogy h annyiszor 
van meg a-ban, ahány egység 
van m-ben, m annyiszor van meg 

a-ban, ahány egység van A-ban (VII. 15.). Ugyanígy m annyiszor van 
meg 6-ben, illetve c-ben, ahány egység van fc-ban, illetve /-ben; m 
tehát osztja a-t, b-t és c-t. Minthogy h annyiszor van meg a-ban, 
ahány egység van m-ben, A-val m-et szorozva a-t kapunk. Ugyanígy 
c-vel d-t szorozva is a-t kapunk, e és d szorzata tehát egyenlő hésm 
szorzatával. Amint tehát e a h-hoz, úgy aránylik m a d-hez (VII. 
19.). e nagyobb ft-nál, tehát m is nagyobb d-nél; és osztja a-t, b-t és 
c-t; ami lehetetlen, feltevés szerint ugyanis d a legnagyobb közös 
osztója a-nak, fe-nek és c-nek. Nem léteznek tehát c-nél, /-nél és g-nél 
kisebb számok, melyek ugyanabban az arányban állnak, mint a, b és 
c. e, f és g tehát a legkisebbek, melyek ugyanabban az arányban 
állnak, mint a, b és c. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: VII. 34.; VIII. 2-3., 6., 8., 20-21., 26.; IX. 15. 

VII. 34. Tétel 
Keressük meg két adott szám legkisebb közös többszörösét!* 
Legyen a és b a két adott szám. A legkisebb közös többszörösü

ket kell tehát megkeresni. 
a és & vagy relatív prímek, vagy nem. Legyenek a és b először relatív 

prímek, és a-val b-t szorozva kapjuk c-t. Ekkor í>-vel a-t szorozva is c-t 
kapjuk (VII. 16.). a és b tehát osztják c-t. 
Azt állítom, hogy c a legkisebb ilyen. El
lenkező esetben ugyanis a és b osztanak 
valamely c-nél kisebb számot. Osszák d-t. 
Legyen c-ben annyi egység, ahányszor 
megvan a a d-ben, f-ben pedig annyi egység, ahányszor megvan b a 
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d-ben. a-vaí e-t szorozva, b-vei pedig f-et szorozva tehát d-t kapunkj 
egyenlő tehát a és e szorzata £> és /szorzatával. Amint tehát a a 6-hez, 
úgy aránylik / az e-hez (VII. 19.). a és b viszont relatív prímek, a 
relatív prímek pedig legkisebbek (VII. 21.), a legkisebbek pedig oszt
ják az ugyanabban az arányban álló számokat, mégpedig a nagyobb 
ugyanannyiszor van meg a nagyobban, mint a kisebb a kisebben 
(VII. 20.); b tehát osztja e-t, az egyik utótag a másik utótagot. Mint
hogy a-val b-t, illetve e-t szorozva c-t, illetve d-t kapjuk, c úgy aránylik 
d-hez, mint & az e-hez (VII. 17.). b osztja e-t, tehát c is osztja d-t, a 
nagyobb a kisebbet, ami lehetetlen. Nem osztanak tehát a és b sem
milyen c-nél kisebb számot; c az a és b legkisebb közös többszöröse. 

Ne legyenek most a és b relatív prímek, és vegyük a legkisebb 
számokat, melyek aránya ugyanaz, mint a-é és b-é, f-et és e-t (VII. 33.). 
Ekkor a és e szorzata egyenlő' b és /szorzatával (VII. 19.). a-val e-t 
szorozva keletkezzék c; így 
b-vel f-et szorozva is c-t kap
juk; a és b tehát osztja c-t. 
Azt állítom, hogy c a legki
sebb ilyen. Ellenkező esetben 
ugyanis a és b osztana vala
mely c-nél kisebb számot. 
Osszák d-t. Legyen annyi egység g-ben, ahányszor megvan a a d-ben, 
h-ban pedig annyi, ahányszor megvan b a d-ben. a-val g-t szorozva, 
b-vel pedig h-t szorozva tehát d-t kapunk; egyenlő tehát aésg szorzata 
b és h szorzatával; amint tehát a a 6-hez, úgy aránylik h a g-hez(VII. 
19.). Amint viszont a a 6-hez, úgy aránylik / az e-hez, amint tehát /az 
e-hez, úgy aránylik h a g-hez. /és e viszont legkisebbek, a legkisebbek 
pedig osztják az ugyanebben az arányban álló számokat, mégpedig 
a nagyobb ugyanannyiszor van meg a nagyobban, mint a kisebb a 
kisebben (VII. 20.); e tehát osztja g-t. Minthogy a-val e-t, illetve g-t 
szorozva c-t, illetve d-t kapjuk, amint e a g-hez, úgy aránylik c a 
d-hez (VII. 17.). e viszont osztja g-t, tehát c is osztja d-t, a nagyobb a 
kisebbet, ami lehetetlen. Nem osztanak tehát a és b semmilyen c-nél 
kisebb számot; c az a és b legkisebb közös többszöröse. Éppen ezt 
kellett megmutatni. 

F.: VII. 36.; VIII. 4. 
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VII. 35. tétel 
Ha két szám oszt valamely számot, akkor a legkisebb közös több

szörösük is osztja. 
Osszon ugyanis két szám, a és b, valamely CD számot, és legyen e a 

legkisebb közös többszörösük. Azt állítom, hogy e is osztja CD-t. 
Ha ugyanis e nem osztja CD-t, ossza e a DF-et és legyen a nála 

kisebb maradék CF. Minthogy a és b 
osztja e-t, e pedig osztja DF-et, a és b 
is osztja DF-et (3. E.). Viszont a teljes 
CD-t is osztják, tehát a maradék CF-et 
is osztják (2. E.), mely kisebb, mint e, 

ami lehetetlen. Nem igaz tehát, hogy e nem osztja CD-t; osztja 
tehát. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: VII. 36.; VIII. 4. 

VII. 36. Tétel 
Keressük meg három adott szám legkisebb közös többszörösét! 
Legyen a, b és c a három adott szám. A legkisebb közös többszörö

süket kell tehát megkeresni. 
Vegyük ugyanis két szám, a és b legkisebb közös többszörösét 

(VII. 34.), d-t. c vagy osztja d-t, vagy nem osztja. Ossza először. 
Másrészt a és & is osztják d-t; a, b 
és c tehát osztják d-t. Azt állítom, 
hogy d a legkisebb ilyen. Ellenkező 
esetben ugyanis a, b és c osztanak 
valamely d-nél kisebb számot. Osz-
szák e-t. Minthogy a,bésc osztja e-t, 
a és b is osztja e-t. Tehát a és b legkisebb közös többszöröse is osztja 
[e-t] (VII. 35.). a és b legkisebb közös többszöröse viszont d; d tehát 
osztja e-t, a nagyobb a kisebbet, ami lehetetlen. Nem osztanak tehát a, 
b és c semmilyen d-nél kisebb számot; a, b és c legkisebb közös több
szöröse d. 

Ne ossza most c a d-t, és vegyük c és d legkisebb közös többszörösét, 
e-t (VII. 34.). Minthogy a és b osztja d-t, d pedig osztja e-t, a és b is 
osztja e-t (3. E.). Viszont c is osztja [e-t], tehát a, b és c osztják e-t. 
Azt állítom, hogy e a legkisebb ilyen. Ellenkező esetben ugyanis a, b és 
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c osztanak valamely e-nél kisebb számot. Osszák/-et. Minthogy a, b és 
c osztják /-et, a és b is osztják /-et, tehát a és b legkisebb közös több
szöröse is osztja /-et (VII. 35.). a és b legkisebb közös többszöröse 
viszont d; d tehát osztja /-et. Másrészt 
c is osztja /-et, tehát d és c osztják 
/-et, úgyhogy d és c legkisebb közös 
többszöröse is osztja /-et (VII. 35.). c 
és d legkisebb közös többszöröse vi
szont e; e tehát osztja /-et, a nagyobb 
a kisebbet, ami lehetetlen. Nem osztanak tehát a, b és c semmilyen 
e-xíé\ kisebb számot; a, b és c legkisebb közös többszöröse e. Éppen 
ezt kellett megmutatni. 

F.: VII. 39. 
VII. 37. Tétel 

Ha egy számnak osztója valamely szám, akkor a számnak, melynek 
ez osztója, van annyiad része, amennyi az osztó. 

Ossza ugyanis az a számot valamely b szám. Azt állítom, hogy a-nak 
van annyiad része, amennyi b. 

Legyen ugyanis annyi egység c-ben, ahányszor megvan b az a-ban. 
Minthogy b annyiszor van meg a-ban, ahány egység van c-ben, s a d 

egység annyiszor van meg c-ben, ahány egység 
van ebben, a d egység ugyanannyiszor van meg 
c-ben, mint b az a-ban. Fölcserélve tehát a d 
egység ugyanannyiszor van meg fc-ben, mint c 

az a-ban (VII. 15.); amely hányada tehát a d egység a b számnak, 
ugyanaz a hányada c az a-nak. A d egység viszont annyiad része 
b-nek, amennyi b, tehát c az a-nak szintén annyiad része, amennyi b; 
tehát c annyiad része a-nak, amennyi b. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: VII. 39. 

VII. 38. Tétel 
Ha egy számnak létezik valamelyik hányada, akkor a számot osztja az 

a szám, ahányad része a hányad a számnak. 
Legyen ugyanis a-nak b valamely hányada, és c az a szám, ahányad 

része b az a-nak. Azt állítom, hogy c osztja a-t. 
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Minthogy ugyanis b annyiad része a-nak, amennyi c, és a d egység 
is annyiad része c-nek, amennyi c, amely hányada a d egység a c szám

nak, ugyanaz a hányada b az a-nak; a d egység te
hát ugyanannyiszor van meg a c számban, ahány
szor b a c-ben. Fölcserélve tehát, a d egység ugyan
annyiszor van meg a b számban, ahányszor c az 

a-ban (VII. 15.). c tehát osztja a-t. Éppen ezt kellett megmutatni. 
F.: VII. 39. 

VII. 39. Tétel 
Keressük meg a legkisebb számot, melynek léteznek adott hányadai!* 
Legyenek az adott hányadok a, b és c. A legkisebb számot kell 

tehát megtalálni, melynek léteznek az a, b, c hányadai. 
Legyenek ugyanis d, e illetve / azok a számok, ahányad része a, b, 

illetve c, és vegyük d, e és/legkisebb közös többszörösét, g-t (VII. 36.). 
g-nek tehát léteznek annyiad részei, amennyi d, e, illetve /(VII. 37.). 

Az annyiad részek viszont, amennyi d, e, illetve /, a, b, illetve c. 
g-nek tehát léteznek az a, b, c há
nyadai. Azt állítom, hogy g a leg
kisebb ilyen. Ellenkező esetben 
ugyanis létezik valamilyen g-nél 
kisebb szám, melynek léteznek az 
a, b, c hányadai. Legyen ez h. 
Minthogy A-nak léteznek az a, b, c hányadai, h-t osztják azok a szá
mok, ahányad részek a, b és c (VII. 38.). Azok a számok viszont, 
ahányad részek a, b és c, d, e és /. h-t tehát osztja d, e és /, és kisebb 
g-nél, ami lehetetlen. Nincs tehát semmilyen g-nél kisebb szám, mely
nek léteznek az a, b, c hányadai. Éppen ezt kellett megmutatni. 
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Nyolcadik könyv 

VIII. 1. Tétel 
Ha egy tetszőleges sok tagú mértani sorozat szélső tagjai relatív prí

mek, akkor a sorozat tagjai legkisebbek azon számok között, melyek
nek ugyanaz az aránya, mint nekik. 

Legyen a, b, c, d egy tetszőleges sok tagú mértani sorozat, és a szélső 
tagjaik, a és d, legyenek relatív prímek. Azt állítom, hogy a, b, c és d a 
legkisebbek azon számok között, melyek aránya ugyanaz, mint nekik. 

Ellenkező esetben ugyanis legyenek e, f,gésh az ö-nál, b-nél, c-nél 
és d-nél kisebb számok, melyek aránya ugyanaz, mint ezeknek. Mint
hogy az a, b, c, d számok aránya ugyanaz, mint az e, f, g, h számoké, 
és [az a, b, c, d számok] száma egyenlő [az e,f, g, h számok] számával, 
egyenlő sok tagon át amint a a d-hsz, úgy aránylik e a /j-hoz (VII. 14.). 
a és d viszont relatív prímek, a relatív prímek pedig legkisebbek 
(VII. 21.), a legkisebbek pedig osztják az ugyanabban az arányban 
álló számokat, mégpedig a nagyobb ugyanannyiszor van meg a na
gyobban, mint a kisebb a kisebben (VII. 20.), azaz az egyik előtag 
ugyanannyiszor a másik előtagban, mint az egyik utótag a másik utó
tagban. Osztja tehát a az e-t, a nagyobb a kisebbet, ami lehetetlen. 
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Nem állnak tehát az a, b, c, d számoknál kisebbként az e, f, g, h szá
mok ugyanabban az arányban, mint azok, a, b, c és d a legkisebbek 
azon számok között, melyek aránya ugyanaz, mint nekik. Éppen ezt 
kellett megmutatni. 

F..VIII. 2., 9. 
VIII. 2. Tétel 

Keressük meg tetszőlegesen kijelölt tagszám esetére az adott arány 
mellett legkisebb tagokból álló mértani sorozatot* 

Legyen a - legkisebb számokkal (VII. 33.) - adott arány a-é b-hez. 
Tetszőlegesen kijelölt tagszám esetére meg kell tehát keresni az a a b-
hez arány mellett legkisebb tagokból álló mértani sorozatot. 

Legyen a négy tagszámnak kijelölve, és a-val önmagát szorozva 
keletkezzék c, b-t szorozva pedig d, b-t önmagával szorozva keletkez
zék e, a-val c-t, d-t, illetve e-t szorozva /, g, illetve h, végül b-vel e-t 
szorozva keletkezzék k. 

Minthogy a-val önmagát szorozva kaptuk c-t, b-t szorozva pedig 
d-t, c úgy aránylik d-hez, mint a a fe-hez (VII. 17.). Ismét, minthogy 
b-t a-val szorozva kaptuk d-t, önmagával szorozva pedig e-t, b-t a-val, 
illetve b-vel szorozva d-t, illetve e-t kapunk, tehát d úgy aránylik 
e-hez, mint a a b-hez (VII. 18.). Másrészt c úgy aránylik d-hez, mint 
a a b-hez, tehát amint c a d-hez, úgy aránylik d az e-hez. Minthogy 
a-val c-t, illetve d-t szorozva kapjuk f-et, illetve g-t, / úgy aránylik 
g-hez, mint c a d-hez (VII. 17.). Viszont a úgy aranylott b-hez, mint 
c a d-hez, tehát amint a a b-hez, úgy aránylik / a g-hez. Ismét, mint
hogy a-val d-t, illetve e-t szorozva kaptuk g-t, illetve h-t, g úgy arány
lik h-hoz, mint d az e-hez (VII. 17.). Másrészt a úgy aránylik b-hez, 
mint d az e-hez, amint tehát a a b-hez, úgy aránylik g a h-hoz. Mint
hogy e-t a-val, illetve b-vel szorozva kaptuk /z-t és k-t, h úgy aránylik 
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Á>hoz, mint a a fc-hez (VII. 18.). Másrészt amint a a fe-hez, úgy arány
lik mind / a g-hez, mind g a /2-hoz, amint tehát / a g-hez, úgy mind 
g a h-hoz, mind ft a fc-hoz; c, d, e és/, g, /;, A; mértani sorozat tehát az 
a a i-hez arányban. Azt állítom, hogy a legkisebb ilyenek. Minthogy 
ugyanis a és b legkisebbek azon számok között, melyek aránya 
ugyanaz, mint nekik, az ugyanazon arányú számok között a legkiseb
bek pedig relatív prímek (VII. 22.), a és b relatív prímek. S a-val, 
illetve b-\e\ önmagát szorozva kaptuk c-t és e-t, c-t, illetve e-t szo
rozva pedig /-et, illetve k-t; c, e és /, k tehát relatív prímek (VII. 
27.). Ha viszont egy tetszőleges sok tagú mértani sorozat szélső 
tagjai relatív prímek, akkor a sorozat tagjai legkisebbek azon számok 
között, melyek aránya ugyanaz, mint az övéké (VIII. 1.). c, d, e és 
/, g, h, k tehát a legkisebbek azon számok között, melyek aránya 
ugyanaz, mint a-é és b-é. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F . : VIII. 3., 8., 9., 21., 27. 

Következmény 
Ebből már nyilvánvaló, hogy ha egy háromtagú mértani sorozat 

tagjai legkisebbek azon számok között, melyek aránya ugyanaz, mint 
az övéké, akkor a szélső tagok négyzetszámok, négytagú sorozat ese
tén pedig köbszámok. 

F. : VIII. 3., 9., 26-27.; IX. 15. 

VIII. 3. Tétel 
Ha egy tetszőleges sok tagú mértani sorozat tagjai legkisebbek azon 

számok között, melyek aránya ugyanaz, mint az övéké, akkor a szélső 
tagok relatív prímek. 

Legyen a, b, c, d egy tetszőleges sok tagú mértani sorozat, melynek 
tagjai legkisebbek azon számok között, melyek aránya ugyanaz, mint 
az övéké. Azt állítom, hogy a szélső tagok, a és d, relatív prímek. 

Vegyünk ugyanis az a, b, c, d sorozat arányában két legkisebb szá
mot, e-t és/-et (VII. 33.), hármat, g-t, h-t és k-t, és sorban mindig eggyel 
többet (VIII. 2.), amíg a nyert tagszám egyenlő nem lesz a, b, c, d 
tagszámával. Vegyük ezeket, és legyenek /, m, n, o. 

Minthogy e és / legkisebbek azon számok között, melyek aránya 
ugyanaz, mint az övéké, relatív prímek (VII. 22.). Minthogy e-vel, 
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illetve /-fel önmagát szorozva kaptuk g-t, illetve k-t, g-t, iÜetve k-t 
szorozva pedig /-et, illetve o-t, g, kési, o is relatív prímek (VII. 27.). 
Minthogy a,b,césda legkisebbek azon számok között, melyek ará

nya ugyanaz, mint az övéké, /, m, n és o is legkisebbek azon számok 
között, melyek ugyanabban az arányban állnak, mint a, b, c és d, és 
a, b, c, d tagszáma egyenlő /, m, n, o tagszámával, a, b, c, d és /, m, n, o 
tagonként egyenlő; egyenlő tehát a az /-lel, d pedig o-val, / és o relatív 
prímek, tehát a és d is relatív prímek. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.rVIII. 6., 8., 21. 

VIII. 4. Tétel 
Tetszőlegesen sok - legkisebb számokkal - adott arányhoz keressük 

meg a legkisebb számokat, melyek rendre az adott arányokban állnak. 
Legyenek a legkisebb számokkal adott arányok a-é b-hez, c-é d-hez, 

s végül e-éf-hez. Meg kell tehát keresni a legkisebb számokat, melyek 
rendre az a a b-hez, c a d-hez s végül e az/-hez arányban állnak. 

Vegyük ugyanis b és c legkisebb közös többszörösét, g-t (VII. 34.). 
Legyen a annyiszor meg A-ban, ahányszor megvan b a g-ben, s legyen 
annyiszor meg d a k-ban, ahányszor megvan c a g-ben. e vagy osztja 
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k-t, vagy nem osztja. Ossza először. Legyen annyiszor meg/az /-ben, 
ahányszor megvan e a fc-ban. Minthogy a ugyanannyiszor van meg 
A-ban, mint b a g-ben, amint a a 6-hez, úgy aránylik h a g-hez (VII. 
13.). Ugyanígy amint c a J-hez, úgy aránylik g a Mioz, s végül amint 
e az/-hez, úgy k az /-hez. h, g,késl tehát rendre az a a 6-hez, c a d-hsz, 
s végül e az/-hez arányban állnak. Azt állítom, hogy a legkisebb ilye
nek. Ha ugyanis h, g, k, l nem a legkisebb számok, melyek rendre az 
a a o-hez, c a tf-hez, s e az/-hez arányban állnak, legyenek n, o, m, p 
azok. Minthogy n úgy aránylik o-hoz, mint a a o-hez, a és o pedig leg
kisebbek, a legkisebbek pedig osztják az ugyanabban az arányban 
álló számokat, mégpedig a nagyobb ugyanannyiszor van meg a na
gyobban, mint a kisebb a kisebben (VII. 20.), azaz az egyik előtag 
ugyanannyiszor a másikban, mint az egyik utótag a másik utótagban, 
b tehát osztja o-t. Ugyanígy c is osztja o-t, b és c tehát osztják o-t, 
tehát o és c legkisebb közös többszöröse is osztja o-t (VII. 35.). b és c 
legkisebb közös többszöröse viszont g, g tehát osztja o-t, a nagyobb a 
kisebbet, ami lehetetlen. Nincsenek tehát semmilyen, a h, g, k, l szá
moknál kisebb számok rendre az a a o-hez, c a cf-hez, s végül e az/-hez 
arányban. 

Ne ossza most e a k-t. Vegyük e és k legkisebb közös többszörösét, 
m-et (VII. 34.). Legyen h, illetve g ugyanannyiszor meg «-ben, illetve 

o-ban, ahányszor megvan k az m-ben, s legyen meg /annyiszor p-ben, 
ahányszor megvan e az m-ben.* Minthogy h ugyanannyiszor van meg 
n-ben, mint g az o-ban, n úgy aránylik o-hoz, mint h a g-hez (VII. 13.). 
Amint viszont h a g-hez, úgy aránylik a a o-hez, amint tehát a a o-hez, 
úgy aránylik n az o-hoz. Ugyanígy amint c a <i-hez, úgy o az m-hez. 
Másrészt, minthogy e ugyanannyiszor van meg m-ben, mint/a /?-ben, 
m úgy aránylik /?-hez, mint e az /-hez (VII. 13.), n, o, m és p tehát 
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rendre az a a b-hez, c a d-hez, s végül e az/-hez arányban állnak. Azt 
állítom, hogy a legkisebbek az ab, cd, ef arányokban.** Ellenkező 
esetben ugyanis léteznének valamely n-nél, o-nál, m-nél és /j-nél kisebb 
számok, melyek rendre az ab, cd, ef arányban állnak. Legyenek ezek 
q, r, s és t. Minthogy a úgy aránylik b-hez, mint q az r-hez, a és b pedig 
legkisebbek, a legkisebbek pedig osztják az ugyanabban az arányban 
álló számokat, mégpedig az egyik előtag ugyanannyiszor van meg a 
másik előtagban, mint az egyik utótag a másik utótagban (VII. 20.), 
b tehát osztja r-et. Ugyanígy c is osztja r-et, b és c tehát osztják r-et. 
b és c legkisebb közös többszöröse is osztja tehát r-et (VII. 35.). b és c 
legkisebb közös többszöröse viszont g, g tehát osztja r-et. k úgy arány
lik j-hez, mint g az r-hez (VII. 13.), k osztja tehát s-et. Viszont e is 
osztja s-et, e és k tehát osztják s-et. e és k legkisebb közös többszöröse 
is osztja tehát s-et (VII. 35.). e és k legkisebb közös többszöröse viszont 
m, m tehát osztja s-et, a nagyobb a kisebbet, ami lehetetlen. Nincsenek 
tehát semmilyen az n, o, m, p számoknál kisebb számok rendre az a a 
b-hez, c a d-hez, s végül e az/-hez arányban; n, o, m és p tehát a leg
kisebb számok, melyek rendre az ab, cd, ef arányban állnak. Éppen 
ezt kellett megmutatni. 

F.rVIII. 5.;X. 12. 

VIII. 5. Tétel 
A síkszámok az oldalakéiból összetevődő arányban állnak egymással. 
Legyenek a és b síkszámok, s a oldalai legyenek a c, d, b-é pedig az 

e és / számok. Azt állítom, 
hogy a a b-vel az oldalakéi
ból összetevődő arányban 
áll. 

Vegyük ugyanis az adott 
c az e-hez és d az/-hez ará
nyokhoz a legkisebb szá

mokat, g-t, h-t és k-t, melyek rendre a ce, df arányokban állnak 
(VIII. 4.), úgyhogy amint c az e-hez, úgy aránylik g a h-hoz, amint 
pedig d az f-hez, úgy h a k-hoz. e-t d-vel szorozva keletkezzék /. 

Minthogy <i-vel c-t szorozva kaptuk a-t, e-t szorozva pedig l-et, 
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a úgy aránylik /-hez, mint c az e-hez (VII. 17.). Amint viszont c az 
e-hez, úgy g a h-hoz, amint tehát g a /i-hoz, úgy a az /-hez. Másrészt, 
minthogy e-vel d-t szorozva kaptuk /-et, /-et szorozva pedig fe-t (VII. 
16.), / úgy aránylik b-hez, mint d az /-hez (VII. 17.). Viszont amint 
d az /-hez, úgy /i a k-hoz, amint tehát h a &-hoz, úgy / a b-hez. Meg
mutattuk, hogy amint g a h-hoz, úgy a az /-hez, egyenlő sok tagon át 
tehát amint g a fc-hoz, úgy a a b-htz (VII. 14.); g a fc-val viszont az 
oldalakéiból összetevődő arányban áll, a és b is az oldalakéiból össze
tevődő arányban áll tehát. Éppen ezt kellett megmutatni. 

VIII. 6. Tétel 
Ha egy tetszőleges sok tagú mértani sorozat első tagja nem osztja a 

másodikat, akkor egyetlen tag sem oszt semmilyen másikat. 
Legyen a, b, c, d, e egy tetszőleges sok tagú mértani sorozat, és a ne 

ossza b-t. Azt állítom, hogy egyetlen tag sem oszt semmilyen másikat. 
Hogy a, b, c, d és e rendre nem osztják egymást, az nyilvánvaló, 

a sem osztja ugyanis b-t. Azt állítom, hogy egyetlen tag sem oszt sem
milyen másikat. Tegyük fel ugyanis, hogy a osztja c-t. Vegyük annyi 
számhoz, ahányan vannak a, 
b és c, a legkisebbeket /-et, g-t 
és h-t, melyek ugyanabban az 
arányban állnak, mint a, b és 
c (VII. 33.). Minthogy /, g és 
h ugyanabban az arányban 
állnak, mint a, b és c, és a, b, c tagszáma egyenlő /, g, h tagszámával, 
egyenlő sok tagon át / úgy aránylik h-hoz, mint a a c-hez (VII. 14.). 
Minthogy / úgy aránylik g-hez, mint a a fc-hez, s a nem osztja b-t, f 
sem osztja g-t. / tehát nem egység, az egység ugyanis minden számot 
oszt. f és h relatív prímek (VIII. 3.) [nem osztja tehát / a h-t sem]. 
a úgy aránylik c-hez, mint /a h-hoz, a sem osztja tehát c-t. Hasonló
képpen mutathatnánk meg, hogy egyetlen tag sem oszt semmilyen 
másikat. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F . : VIII. 7. 
VIII. 7. Tétel 

Ha egy tetszőleges sok tagú mértani sorozat első tagja osztja az utol
sót, akkor a másodikat is osztja* 
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Legyen a, b, c, d egy tetszőleges sok tagú mértani sorozat, és a ossza 
d-t. Azt állítom, hogy a a b-t is osztja. 

Ha ugyanis a nem osztja b-t, akkor egyetlen tag sem oszt semmilyen 
másikat (VIII. 6.), a viszont osztja d-t. Tehát a a b-t is osztja. Éppen 
ezt kellett megmutatni. 

F.:VIII. 14-15. 
VIII. 8. Tétel 

Ha két szám közé mértani sorban beilleszthetők számok, akkor bár
mely két ugyanazon arányú szám közé is beilleszthető mértani sorban 
annyi szám, amennyi az előző számok közé. 

Legyenek ugyanis két szám, a és b közé beilleszthetők mértani sor
ban a c, d számok, és arányuljék úgy e az /-hez, mint a a />-hez. Azt 
állítom, hogy az e, /számok közé is beilleszthető mértani sorban annyi 
szám, amennyi a és b közé. 

Vegyünk ugyanis azon számok közül, melyek aránya ugyanaz, 
mint az a, c, d, b számoké, annyi legkisebbet, ahányan vannak a, b, c 
és d, g-t, h-t, k-t és /-et (VIII. 2.). Ekkor a szélső tagjaik, g és l relatív 
prímek (VIII. 3.). Minthogy a, c, d, b ugyanabban az arányban áll
nak, mint g, h, k, l, és az a, c, d, b sorozat tagszáma egyenlő a g, h, k, l 
sorozat tagszámával, egyenlő sok tagon át g úgy aránylik /-hez, mint 
a a 6-hez (VII. 14.). Amint viszont a a />-hez, úgy e az /-hez, amint 
tehát g az /-hez, úgy e az/-hez. g és l viszont relatív prímek, a relatív 
prímek pedig legkisebbek (VII. 21.), a legkisebbek pedig osztják az 
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ugyanabban az arányban álló számokat, mégpedig a nagyobb ugyan
annyiszor van meg a nagyobban, mint a kisebb a kisebben (VII. 20.), 
azaz az egyik előtag ugyanannyiszor a másik előtagban, mint az egyik 
utótag a másik utótagban, g tehát ugyanannyiszor van meg e-ben, 
mint / az/-ben. Legyen h, illetve k annyiszor meg m-ben, illetve n-ben, 
ahányszor megvan g az e-ben. Ekkor g, h, k, illetve / ugyanannyiszor 
van meg e-ben, m-ben, n-ben, illetve /-ben. g, h, k, l és e, m, n, / tehát 
ugyanabban az arányban állnak (VII. 9.). Másrészt ugyanabban az 
arányban állnak g, h, k, l és a, c, d, b, tehát a, c, d, b és e, m, n, / i s 
ugyanabban az arányban állnak, a, c, d, b viszont egy mértani sorozat, 
tehát e, m, n, f is mértani sorozat. Beillesztettünk tehát e és /közé mér
tani sorban annyi számot, amennyi a és b között van. Éppen ezt kellett 
megmutatni. 

F. : VTII. 24-25.; IX. 1-6. 

VIII. 9. Tétel 
Ha két szám relatív prím, és közéjük mértani sorban beilleszthetők 

számok, akkor bármelyikük és az egység közé is beilleszthető mértani 
sorban annyi szám, amennyi az előző számok közé. 

Legyen ugyanis a és b két relatív prímszám, legyenek közéjük mér
tani sorban beilleszthetők a. c, d számok, és vegyük az e egységet. Azt 
állítom, hogy a és b bármelyike és az egység közé is beilleszthető mér
tani sorban annyi szám, amennyi a és b közé. 

Vegyünk ugyanis az a, c, d, b sorozat arányában két legkisebb szá
mot, /-et és g-t (VII. 33.), hármat, h-t, k-t és l-et, és sorban mindig 
eggyel többet (VIII. 2.), amíg a nyert tagszám egyenlő nem lesz a, c, d, 
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b tagszámával. Vegyük ezeket, és legyenek m, n, o, p. Nyilvánvaló, 
hogy /-fel önmagát szorozva kapjuk h-t, h-t szorozva pedig w-et, és 
hogy £-vel önmagát szorozva kapjuk /-et, l-et szorozva pedig o-t 
(VIII. 2. K.). Minthogy m, n, o, p legkisebbek azon számok között, 
melyek aránya ugyanaz, mint/-é és g-é, és a, c, d, b is legkisebbek azon 
számok között, melyek aránya ugyanaz, mint/-é és g-é (VIII. 1.), és m, 
n, o, p tagszáma egyenlő a, c, d, b tagszámával, m, n, o, p és a, c, d, b 
tagonként egyenlő, egyenlő tehát m az a-val, p pedig b-vel. Minthogy 
f-et önmagával szorozva kapjuk h-t, f annyiszor van meg /z-ban, 
ahány egység van /-ben. Továbbá az e egység is annyiszor van meg 
/-ben, ahány egység van abban; az e egység tehát ugyanannyiszor 
van meg az/számban, mint/a A-ban. /tehát úgy aránylik A-hoz, mint 
az e egység az/számhoz. Másrészt, minthogy/-fel h-t szorozva kap
juk m-et, h annyiszor van meg m-ben, ahány egység van /-ben. Viszont 
az e egység is annyiszor van meg/-ben, ahány egység abban van; az 
e egység tehát ugyanannyiszor van meg az/számban, mint h az m-ben. 
h tehát úgy aránylik m-hez, mint az e egység az/számhoz. Megmutat
tuk, hogy /úgy aránylik /j-hoz, mint az e egység az/számhoz; amint 
tehát az e egység az/számhoz, úgy aránylik/a /i-hoz és h az m-hez. 
m viszont egyenlő a-val; amint tehát az e egység az/számhoz, úgy 
aránylik/a h-hoz és h az a-hoz. Ugyanígy amint az e egység a g szám
hoz, úgy g az /-hez és / a b-hsz. Beillesztettünk tehát a, b mindegyike 
és az e egység közé mértani sorban annyi számot, amennyi a és b 
között volt. Éppen ezt kellett megmutatni. 

VIII. 10. Tétel 
Ha két szám bármelyike és az egység közé mértani sorban beilleszt

hetők számok, akkor a két szám közé is beilleszthető mértani sorban 
annyi szám, amennyi bármelyikük és az egység közé. 

Legyenek ugyanis két szám, a, illetve b, és a c egység közé mértani 
sorban beilleszthetők a d, e, illetve/, g számok. Azt állítom, hogy a és 
b közé is beilleszthető mértani sorban annyi szám^amennyi a és b 
bármelyike és a c egység közé. 

Keletkezzék ugyanis d-vel /-et szorozva h, o"-vel, illetve /-fel h-t szo
rozva pedig k, illetve /. 

Minthogy d úgy aránylik e-hez, mint a c egység a d számhoz, c ugyan-
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annyiszor van meg a cl számban, mint d az e-ben. A c egység viszont 

annyiszor van meg a d számban, ahány egység van d-ben, a d szám 

tehát annyiszor van meg e-ben, mint ahány egység van d-ben, d-t 

önmagával szorozva tehát e-t kapunk. Továbbá, minthogy e úgy arány

lik a-hoz, mint a c [egység] a d számhoz, a c egység ugyanannyiszor 

van meg a d számban, mint e az a-ban. A c egység viszont annyiszor 

van meg a d számban, ahány egység van d-ben, e tehát annyiszor van 

meg a-ban, ahány egység van d-ben, d-vel e-t szorozva tehát a-t ka

punk. Ugyanígy/-fel önmagát szorozva g-t kapjuk, g-t szorozva pedig 

b-t. Minthogy d-vel önmagát szorozva kaptuk e-t, f-et szorozva pedig 

h-t, e úgy aránylik h-hoz, mint d az/-hez (VII. 17.). Ugyanígy amint 

d az/-hez, úgy h a g-hez (VII. 18.), amint tehát e a /z-hoz, úgy h a g-hez. 

Ismét, minthogy d-vel e-t, illetve h-t szorozva kapjuk a-t, illetve k-t, 

a úgy aránylik k-hoz, mint e a h-hoz (VII. 17.). Másrészt amint e ah

hoz, úgy dazf-hez, amint tehát d az/-hez, úgy a a k-hoz. Ismét, mint

hogy h-t d-vel, illetve/-fel szorozva kapjuk k-t, illetve l-et, k úgy arány

lik l-hez, mint d az/-hez (VII. 18.). Amint viszont d az/-hez, úgy a a k-

hoz, amint tehát a a A:-hoz, úgy k az l-hez. Végül minthogy /-fel h-t, 

illetve g-t szorozva kapjuk l-et, illetve b-t, l úgy aránylik b-hez, mint 

h a g-hez (VII. 17.). Amint viszont h a g-hez, úgy d az/-hez, amint 

tehát d az f-hez, úgy / a b-hez. Megmutattuk, hogy amint d az f-hez, 

úgy mind a a k-hoz, mind k az l-hez, amint tehát a a k-hoz, úgy k az 

l-hez és / a b-hez. a, k, l, b tehát mértani sorozat. Beillesztettünk tehát 

aésb közé mértani sorban annyi számot, amennyi a és b bármelyike 

és a c egység között van. Éppen ezt kellett megmutatni. 

VIII. 11. Tétel 
Két négyzetszám között van egy középarányos szám, és a négyzet

számok egymással az oldalaikhoz képest kétszeres arányban állnak* 
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Legyenek aésb négyzetszámok, és a oldala c, b-é pedig d. Azt állí
tom, hogy a és b között van egy középarányos szám, és a a b-vel két
szeres arányban áll c-nek J-hez való arányához képest. 

Keletkezzék ugyanis c-vel d-t szorozva e. Minthogy a négyzetszám 
és c oldala, c-t önmagával szorozva a-t kapunk. Ugyanígy d-t ön

magával szorozva b-t kapjuk. Minthogy 
c-vel c-t, illetve d-t szorozva a-t, illetve e-t 
kapjuk, a úgy aránylik c-hez, mint c d-hez 
(VII. 17.). Ugyanígy amint c a d-hez, úgy 

aránylik e a b-hez (VII. 18.). Amint tehát a az e-hez, úgy aránylik e 
a &-hez. a és b között van tehát egy középarányos szám. 

Azt állítom, hogy a a b-vel kétszeres arányban áll c-nek d-hez való 
arányához képest. Minthogy ugyanis három szám, a, e és b arányos, 
a a b-vel kétszeres arányban áll a-nak c-hez való arányához képest. 
Amint viszont a az e-hez, úgy aránylik c a d-hez. a a b-vel kétszeres 
arányban áll tehát c-nek d-hez való arányához képest. Éppen ezt kel
lett megmutatni. 

F.:VIII. 13., 15.; X. 9. 

VIII. 12. Tétel 
Két köbszám között van két középarányos szám, és a köbszámok egy

mással az oldalaikhoz viszonyítva háromszoros arányban állnak.* 
Legyenek a és b köbszámok, és a oldala c, b-é pedig d. Azt állítom, 

hogy a és b között van két középarányos szám, és a a b-vel háromszo
ros arányban áll c-nek d-hez váló arányához képest. 

Keletkezzék ugyanis c-vel önmagát szorozva e, d-t szorozva pedig 
/, d-t önmagával szorozva g, és c-vel, illetve d-vel f-et szorozva h, 
illetve k. 

Minthogy a köbszám és c egy oldala, és c-t önmagával szorozva e-t 
kapjuk, c-vel önmagát szorozva e-t kapjuk, e-t szorozva pedig a-t. 
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Ugyanígy d-vel önmagát szorozva g-t kapjuk, g-t szorozva pedig b-t. 
Minthogy c-vel c-t, illetve d-t szorozva e-t, illetve /-et kapjuk, e úgy 
aránylik/-hez, mint c a d-hez (VII. 17.). Ugyanígy amint c a d-hez, 
úgy fa g-hez (VII. 18.). Ismét, minthogy c-vel c-t, illetve/-et szorozva 
a-t, illetve /z-t kapjuk, a úgy aránylik h-hoz, mint c az /-hez. Amint 
viszont c az/-hez, úgy c a d-hez, amint tehát c a d-hez, úgy a a /z-hoz. 
Ismét, minthogy c-vel, illetve d-vel/-et szorozva h-t, illetve k-t kapjuk, 
h úgy aránylik A>hoz, mint c a d-hez. Ismét, minthogy d-vel/-et, illetve 
g-t szorozva kapjuk k-t, illetve b-t, k úgy aránylik b-hez, mint / a 
g-hez. Amint viszont / a g-hez, úgy c a d-hez, amint tehát c a d-hez, 
úgy mind a a /z-hoz, mind h a &-hoz, mind A: a Z?-hez. h és k tehát két 
középarányos szám a és 6 között. 

Azt állítom, hogy a a fe-vel háromszoros arányban áll c-nek d-hez 
való arányához képest. Minthogy ugyanis négy szám, a, h, k és b 
arányos, a a b-vel háromszoros arányban áll a-nak h-hoz való arányá
hoz képest. Amint viszont a a h-hoz, úgy c a d-hez és a a b-vel három
szoros arányban áll c-nek d-hez való arányához képest. Éppen ezt 
kellett megmutatni. 

F.rVIII. 13., 15. 

VIII. 13. Tétel 
Ha egy tetszőleges sok tagú mértani sorozat minden egyes tagját 

megszorozzuk önmagával, akkor az így keletkezett számok arányosak 
lesznek; s ha a kapott számokat megszorozzuk az eredeti számokkal, 
a keletkező számok ismét ará
nyosak [és ez mindig így van 
az utóbbiakkal]. 

Legyen a, b, c egy tetszőle
ges sok tagú mértani sorozat: 
amint a a b-hez, úgy b a c-hez, 
és keletkezzenek a-val, 6-vel, 
illetve c-vel önmagát megszo
rozva d, e, illetve / d-t, e-t, 
illetve /-et szorozva pedig g, h, illetve k. Azt állítom, hogy mind d, 
e, / mind g, h, k mértani sorozat. 

Keletkezzék ugyanis a-val b-t szorozva /, a-val, illetve b-vel /-et 
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Szorozva pedig m, illetve n. ísmét, keletkezzék b-vel c-t szorozva ó, 
b-vel, illetve c-vel o-t szorozva pedigp, illetve q. 

Az előbbiekhez hasonlóan bizonyítható, hogy d, l, e és g, m, n, h 
mértani sorozat az a a b-hez arányban, s e, o, f és h. p, q, k mértani 
sorozat a. b a. c-hez arányban (VIII. 11-12.). b úgy aránylik c-hez, 
mint a a b-hez, tehát d, l, e és e, o, /, valamint g, m, n, h és h, p, q, k 
ugyanabban az arányban állnak, d, l, e tagszáma egyenlő' e, o, / tag
számával, g, m, n, h tagszáma pedig egyenlő h, p, q, k tagszámával, 
egyenlő sok tagon át tehát e úgy aránylik/-hez, mint d az e-hez, h pedig 
Mioz, mint g a h-hoz (VII. 14.). Éppen ezt kellett megmutatni. 

VIII. 14. Tétel 
Ha egy négyzetszám oszt egy másikat, akkor az oldala is osztja a 

másiknak az oldalát; s ha az egyiknek az oldala osztja a másiknak az 
oldalát, akkor az egyik négyzetszám is osztja a másik négyzetszámot. 

Legyenek a, b négyzetszámok, c, d az oldalaik, és a ossza b-t. 
Azt állítom, hogy c is osztja d-t. 

Keletkezzék ugyanis c-vel d-t szorozva e. Ekkor a, e, b mértani 
sorozat a c a c/-hez arányban (VIII. 11.). Minthogy a, e, b mértani 

sorozat, és a osztja b-t, a az 
e-t is osztja (VIII. 7.). c úgy 
aránylik d-hsz, mint a az e-
hez, tehát c is osztja d-t. 

Másodszor ossza c a d-t. Azt állítom, hogy a is osztja b-t. 
Azonos konstrukcióval hasonlóképp mutathatnánk meg ugyanis, 

hogy a, e, b mértani sorozat a c a d-hsz arányban. Minthogy a úgy 
aránylik c-hez, mint c a d-hez, és c osztja d-t, a is osztja c-t. 

Sa,e,b mértani sorozat, tehát a a b-t is osztja (3. E.). 
Ha tehát egy... Éppen ezt kellett megmutatni. 
F . : VIII. 16. 

VIII. 15. Tétel 
Ha egy köbszám oszt egy másikat, akkor az oldala is osztja a másik

nak az oldalát; s ha az egyiknek az oldala osztja a másiknak az olda
lát, akkor az egyik köbszám is osztja a másik köbszámot. 

Ossza ugyanis az a köbszám a b köbszámot, és legyen a oldala c, 
b-é pedig d. Azt állítom, hogy c osztja d-t. 
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Keletkezzék ugyanis c-t Önmagával megszorozva e, d-t önmagával 
megszorozva g, valamint c-vel d-t szorozva /, c-vel, illetve d-vel f-et 
szorozva pedig h, illetve k. Nyilvánvaló, hogy e,f, g és a, h, k, b mértani 
sorozatok a c a J-hez arány
ban (VIII. 11-12.). Minthogy 
a, h, k, b mértani sorozat, és 
a osztja b-t, h-t is osztja (VIII. 
7.). S c úgy aránylik <i-hez, 
mint a a h-hoz, tehát c is oszt
ja d-t. 

Most ossza c a d-t. Azt állítom, hogy a is osztja b-t. 
Azonos konstrukcióval hasonlóképp mutathatnánk meg ugyanis, 

hogy a, h, k, b mértani sorozat a c a d-hez arányban. Minthogy c 
osztja d-t, és a úgy aránylik h-hoz, mint c a d-hez, Ű is osztja h-t, 
úgyhogy b-t is osztja a. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: VIII. 17. 
VIII. 16. Tétel 

Ha egy négyzetszám nem oszt egy másik négyzetszámot, akkor az 
oldala sem osztja a másiknak az oldalát; s ha az egyiknek az oldala nem 
osztja a másiknak az oldalát, akkor az egyik négyzetszám sem osztja a 
másikat. 

Legyenek a, b négyzetszámok, c, d az oldalaik, és a ne ossza b-t. 
Azt állítom, hogy c sem osztja d-t. 

Ha ugyanis c osztja d-t, a is osztja b-t 
(VIII. 14.). a viszont nem osztja b-t, tehát c 
sem osztja d-t. 

Másodszor c ne ossza d-t. Azt állítom, hogy a sem osztja b-t. 
Ha ugyanis a osztja b-t, c is osztja d-t (VIII. 14.). c viszont nem 

osztja d-t, tehát a sem osztja b-t. Éppen ezt kellett megmutatni. 

VIII. 17. Tétel 
Ha egy köbszám nem oszt egy másik köbszámot, akkor az oldala sem 

osztja a másiknak az oldalát; s ha az egyiknek az oldala nem osztja a 
másiknak az oldalát, akkor az egyik köbszám sem osztja a másikat. 

Ne ossza ugyanis az a köbszám a b köbszámot, és legyen a oldala 
c, b-é pedig d. Azt állítom, hogy c nem osztja d-t. 
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tía ugyanis c osztaná d-t, a is osztaná b-t (VIII. 15.). a viszont nem 
osztja b-t, tehát c sem osztja d-t. 

Most c ne ossza d-t. Azt állítom, hogy a sem osztja b-t. 
Ha ugyanis a osztaná b-t, c is osztaná d-t (VIII. 15.). c viszont nem 

osztja d-t, tehát a sem osztja b-t. Éppen ezt kellett megmutatni. 

VIII. 18. Tétel 
Két hasonló síkszám között van egy középarányos szám, és a síkszá

mok egymással a megfelelő oldalaikhoz képest kétszeres arányban 
állnak. 

Legyen a és b két hasonló síkszám, és a oldalai legyenek c, d, b-é 
pedig e, f. Minthogy azok a síkszámok hasonlók, melyeknek az 
oldalaik arányosak, e úgy aránylik /-hez, mint c a d-hez. Azt állítom, 
hogy a és b között van egy középarányos szám, és a a b-vel kétszeres 
arányban áll c-nek e-hez vagy d-nek /-hez való arányához képest, 
azaz a megfelelő' oldalak arányához képest. 

Minthogy amint c a d-hez, úgy aránylik e az/-hez, fölcserélve amint 
c az e-hez, úgy d az /-hez (VII. 13.). Minthogy a síkszám, és c, d az 
oldalai, í/-vel c-t szorozva a-t kapjuk. Ugyanígy c-vel /-et szorozva b-t 
kapjuk. Keletkezzék d-vel e-t szorozva g. Minthogy d-vel c-t szorozva 
a-t kapjuk, e-t szorozva pedig g-t, a úgy aránylik g-hez, mint c az e-
hez (VII. 17.). Amint viszont c e-hez úgy d az/-hez, amint tehát d az 
/-hez, úgy a a g-hez. Ismét, minthogy e-vel d-t szorozva g-t,/-et szoroz
va (VII. 16.) pedig b-t kapjuk, g úgy aránylik fc-hez, mint d az /-hez 
(VII. 17.). Megmutattuk viszont, hogy amint d az/-hez, úgy a a g-hez, 
amint tehát a a g-hez, úgy g a 6-hez. a, g, b tehát mértani sorozat, 
a és b között van egy középarányos szám. 
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Most azt állítom, hogy a a b-vel kétszeres arányban áll a megfelelő 
oldalak arányához képest, azaz c-nek c-hez vagy d-nek /-hez való 
arányához képest. Minthogy ugyanis a, g, b mértani sorozat, a a b-vel 
kétszeres arányban áll g-hez képest. S amint a a g-hez, úgy aránylik 
mind c az e-hez, mind d az/-hez, tehát a a b-vel kétszeres arányban áll 
c-nek e-hez vagy d-nek f-hez való arányához képest. Éppen ezt kellett 
megmutatni. 

F.: VIII. 19., 24., 26.; IX. 1-2. 

VIII. 19. Tétel 
Két hasonló térszám közé beilleszthető két középarányos szám, és a 

hasonló térszámok egymással a megfelelő oldalaikhoz képest három
szoros arányban állnak. 

Legyen a és b két hasonló térszám, és legyenek a oldalai c, d, e, b-é 
pedig /, g, h. Minthogy azok a térszámok hasonlók, melyeknek az 
oldalaik arányosak,/úgy aránylik g-hez, mint c a d-hez, g pedig h-hoz, 
mint d az e-hez. Azt állítom, hogy a és b közé beilleszthető' két közép
arányos szám, és a a b-vel háromszoros arányban áll c-nek /-hez, 
d-nek g-hez s végül c-nek h-hoz váló arányához képest. 

Keletkezzék ugyanis c-vel d-t szorozva k, /-fel g-t szorozva pedig /. 
Minthogy c, désf,g ugyanabban az arányban állnak, s c és d szorzata 
k, f-é és g-é pedig l, k és l hasonló síkszámok, tehát k és l között van 
egy középarányos szám (VIII. 18.). Legyen ez m. m a d és/szorzata, 
amint az ezelőtti tételben megmutattuk. Minthogy d-vel c-t szorozva 
k-t kapjuk, f-et szorozva pedig m-et, k úgy aránylik m-hez, mint c az 
/-hez (VII. 17.). Amint viszont k az m-hez, úgy m az l-hez, k, m, l tehát 
egy mértani sorozat a c az/-hez arányban. Mivel amint c a d-hez, úgy 
aránylik/a g-hez, fölcserélve amint c az/-hez, úgy d a g-hez (VII. 13.). 
Ugyanígy amint d a g-hez, úgy e a h-hoz. k, l, m tehát mértani sorozat 
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áz akár c az/-hez, akár d a g-hez, akár e a A-hoz áráöyban. Keletkezzék 
e-vel, illetve /i-val m-et szorozva n, illetve o. Minthogy a térszám, 
melynek c,dése az oldalai, c és d szorzatát e-vel szorozva a-t kapjuk, 
c és d szorzata viszont k, tehát e-vel k-t szorozva a-t kapjuk. Ugyanígy 
/j-val /-et szorozva M kapjuk. Minthogy e-vel k-t szorozva d-t, m-et 
szorozva ellenben n-et kapjuk, a úgy aránylik n-hez, mint k az m-hez 
(VII. 17.). Amint viszont k az m-hez, úgy mind c az/-hez, mind da g-
hez, mind e a h-hoz, amint tehát c az/-hez, Í/ a g-hez és e a /2-hoz, úgy 
a az n-hez. Ismét, minthogy e-vel, illetve /z-val m-et szorozva n-et, 
illetve o-t kapjuk, n úgy aránylik o-hoz, mint e a h-hoz (VII. 18.). 
Amint viszont e a «-hoz, úgy mind c az /-hez, mind d a g-hez, amint 
tehát c az/-hez, a7 a g-hez és e a h-hoz, úgy mind a az n-hez, mind « az 
o-hoz. Ismét, minthogy /i-val m-et szorozva o-t kapjuk, /-et szorozva 
ellenben b-t, 0 úgy aránylik b-hez, mint m az /-hez. Amint viszont 
m az /-hez, úgy mind c az /-hez, mind Í/ a g-hez, mind az e a h-hoz. 
Amint tehát c az/-hez, d a g-hez és e a h-hoz, úgy nemcsak 0 a o-hez, 
hanem a is «-hez és n az o-hoz. a, n, o, b tehát mértani sorozat az olda
lak fönt említett arányában. 

Azt állítom, hogy a a o-vel háromszoros arányban áll a megfelelő 
oldalak arányához képest, azaz c-nek /-hez vagy d-nek g-hez vagy 
e-nek h-hoz való arányához képest. Minthogy ugyanis négy szám, 
a, n, o és b mértani sorozatot alkot, a a o-vel háromszoros arányban 
áll ű-nak H-hez való arányához képest. Megmutattuk viszont, hogy 
amint a az «-hez, úgy mind c az/hez, mind d a g-hez, mind e a h-hoz. 
a a o-vel tehát háromszoros arányban áll a megfelelő' oldalak arányá
hoz képest, azaz c-nek /-hez, d-nek g-hez és e-nek h-hoz való arányá
hoz képest. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: VIII. 25., 27.; IX. 4-6. 

VIII. 20. Tétel 
Ha két szám közé beilleszthető egy középarányos szám, akkor a szá

mok hasonló síkszámok.* 
Legyen ugyanis két szám, a és b közé beilleszthető egy középarányos 

szám, c. Azt állítom, hogy a és b hasonló síkszámok. 
Vegyük a legkisebb számokat, melyek aránya ugyanaz, mint a-é 

és c-é, d-t és e-t (VII. 33.). Ekkor d ugyanannyiszor van meg a-ban, 
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mint c a c-ben (VII. 20.). Legyen annyi egység /-ben, ahányszor meg
van d az a-ban. Ekkor /-fel d-t szorozva a-t kapjuk, úgyhogy a sík
szám, melynek oldalai d és /. Ismét, minthogy d és e a legkisebbek 

azon számok között, melyek aránya ugyanaz, mint c-é és b-é, d ugyan
annyiszor van meg c-ben, mint c a fc-ben. Legyen annyi egység g-ben, 
ahányszor megvan c a fe-ben. Ekkor e a b-t a g-beli egységek számaszor 
osztja, tehát g-vel c-t szorozva b-t kapjuk, b tehát síkszám, melynek 
oldalai e és g. a és b tehát síkszámok. Azt állítom, hogy hasonlóak. 
Minthogy ugyanis/-fel d-t szorozva a-t, c-t szorozva pedig c-t kapjuk, 
amint d az e-hez, úgy aránylik a a c-hez (VII. 17.), azaz c a fc-hez. 
Ismét, minthogy c-vel /-et, illetve g-t szorozva c-t, illetve fc-t kapjuk, c 
úgy aránylik fc-hez, m i n t / a g-hez. Amint viszont c a fc-hez, úgy J az 
c-hez, amint tehát d az c-hez, ú g y / a g-hez, és fölcserélve amint d az 
/-hez, úgy c a g-hez (VII. 13.). a és b tehát hasonló síkszámok, hiszen 
az oldalaik arányosak. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F . : VIII. 21-22.; IX. 2. 

VIII. 21. Tétel 
Ha két szám közé beilleszthető két középarányos szám, akkor a 

számok hasonló térszámok.* 
Legyen ugyanis két szám, a és b közé beilleszthető' két középarányos 

szám, c és d. Azt állítom, hogy a és b hasonló térszámok. 
Vegyük ugyanis a három legkisebb számot, c-t, /-et és g-t, melyek 

aránya ugyanaz, mint az a, c, d számoké (VII. 33.). Ekkor a szélső' 
tagok, c és g relatív prímek (VIII. 3.). Minthogy c és g közé beilleszt
hető egy / középarányos szám, c és g hasonló síkszámok (VIII. 20.). 



Legyenek e oldaiai h és k, g-é pedig l és m. Az előző tételből nyilván
való, hogy e, /, g mértani sorozat az akár h az /-hez, akár k az m-hez 
arányban. Miután e, /, g a legkisebbek azon számok között, melyek 
aránya ugyanaz, mint az a, c, d számoké, és e, /, g tagszáma egyenlő 
a, c, d tagszámával, egyenlő sok tagon át amint e a g-hez, úgy aránylik 
a a d-hez (VII. 14.). e és g viszont relatív prímek, a relatív prímek pedig 
legkisebbek (VII. 21.), a legkisebbek pedig osztják az ugyanazon ará
nyú számokat, mégpedig a nagyobb ugyanannyiszor van meg a 
nagyobban, mint a kisebb a kisebben (VII. 20.), azaz az egyik előtag 
ugyanannyiszor a másik előtagban, mint az egyik utótag a másik 
utótagban; e tehát ugyanannyiszor van meg a-ban, mint g a d-ben. 
Legyen annyi egység n-ben, ahányszor megvan e az a-ban. n-nel e-t 
szorozva tehát a-t kapjuk, e viszont h és k szorzata; «-nel megszorozva 
h és k szorzatát tehát a-t kapjuk, a tehát térszám, és h, k, n az oldalai. 
Ismét, minthogy e, /, g a legkisebbek azon számok között, melyek 
aránya ugyanaz, mint a c, d, b számoké, e ugyanannyiszor van meg c-
ben, mint g a fc-ben. Legyen annyi egység o-ban, ahányszor megvan e a 
c-ben. Ekkor g az o-beli egységek szerint van meg fr-ben, o-val g-t 
szorozva tehát b-t kapjuk, g viszont lésm szorzata, o-val megszorozva 
lésm szorzatát tehát b-t kapjuk, b tehát térszám, és /, m, o az oldalai; 
a és b tehát térszámok. 

Azt állítom, hogy hasonlók. Minthogy ugyanis «-nel, illetve o-val 
e-t szorozva a-t, illetve c-t kapjuk, amint n az o-hoz, úgy aránylik a a 
c-hez (VII. 18.), azaz e az/-hez. Amint viszont e az/-hez, úgy h az /-
hez és k az m-hez, amint tehát h az /-hez, úgy k az m-hez és n az o-hoz. 
S h, k, n a z a oldalai, o, / és m pedig b oldalai, a és b tehát hasonló 
térszámok. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: VIII. 23. 

VIII. 22. Tétel 
Ha egy háromtagú mértani sorozat első tagja négyzetszám, akkor a 

harmadik is négyzetszám. 
Legyen a, b, c egy háromtagú mértani sorozat, és 

legyen a négyzetszám. Azt állítom, hogy a harmadik 
tag, c is négyzetszám. 

Minthogy ugyanis a és c között van egy b középára-



nyos szám, a és c hasonló síkszámok (VIII. 20.). a viszont négyzet
szám, tehát c is négyzetszám.* Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: VIII. 24.; IX. 1., 8-9. 

VIII. 23. Tétel 
Ha egy négytagú mértani sorozat első tagja köbszám, akkor a negye

dik is köbszám. 
Legyen a, b, c, d egy négytagú mértani sorozat, és legyen a köbszám. 

Azt állítom, hogy d is köbszám. 
Minthogy ugyanis a és d között van két középarányos szám, a és d 

hasonló térszámok (VIII. 21.). a viszont köb
szám, tehát d is köbszám.* Éppen ezt kellett 
megmutatni. 

F.: VIII. 25.; IX. 3-6., 8-9. 

VIII. 24. Tétel 
Ha két számnak az egymáshoz való aránya olyan, mint egy négyzet

számnak egy másik négyzetszámhoz, és az első szám négyzetszám, 
akkor a második is négyzetszám. 

Legyen ugyanis két számnak, a-nak és 6-nek az egymáshoz való 
aránya olyan, mint a c négyzetszámnak a d négyzetszámhoz, és legyen a 
négyzetszám. Azt állítom, hogy b is négyzetszám. 

Minthogy ugyanis c és d négyzetszámok, c és d hasonló síkszámok, 
tehátfc és d közé'beilleszthető egy közép
arányos szám (VIII. 18.). a rúgy aránylik 
6-hez, mint c a d-hez, tehát a és b közé is 
beilleszthető' egy középarányos szám (VIII. 

8.). S a négyzetszám, tehát b is négyzetszám (VIII. 22.). Éppen ezt 
kellett megmutatni. • 

F.: X. 29-30. 

VIII. 25. Tétel 
Ha két számnak az egymáshoz való aránya olyan, mint egy köb

számnak egy másik köbszámhoz, és az első szám köbszám, akkor a 
második is köbszám. 

Legyen ugyanis két számnak, a-nak és 6-nek az egymáshoz való 
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aránya olyan, mint a c köbszámnak a d köbszámhoz, és legyen a köb
szám. Azt állítom, hogy b is köbszám. 

Minthogy ugyanis c és d köbszámok, c és d hasonló térszámok, 
tehát c és d közé beilleszthető két középarányos szám (VIII. 19.). 

Viszont ahány szám c és d közé beilleszthető 
mértani sorban, annyi az ugyanazon arányú 
számok közé is beilleszthető (VIII. 8.), úgy
hogy a és b közé is beilleszthető két középará
nyos szám. Legyenek ezek e és /. Minthogy a, 
e, f, b egy négytagú mértani sorozat és a 

köbszám, b is köbszám (VIII. 23.). Éppen ezt kellett megmutatni. 
F.:IX. 10. 

VIII. 26. Tétel 
Hasonló síkszámok egymáshoz való aránya olyan, mint egy négyzet

számnak egy másik négyzetszámhoz. 
Legyenek a és b hasonló síkszámok. Azt állítom, hogy a-nak fe-hez 

való aránya olyan, mint egy négyzetszámnak egy másik négyzet
számhoz. 

Minthogy ugyanis a és b hasonló síkszámok, a és b közé beilleszt
hető egy középarányos szám (VIII. 18.). Illesszünk be egy c számot, 
és vegyük a legkisebb számokat, 
d-t, e-t és /-et, melyek aránya 
ugyanaz, mint az a, c, b számo
ké (VII. 33.). Ekkor a szélső ta
gok négyzetszámok (VIII. 2. K.). Minthogy a úgy aránylik 6-hez, 
mint d az /-hez, s d és / négyzetszámok, a-nak b-hez való aránya 
olyan, mint egy négyzetszámnak egy másik négyzetszámhoz. Éppen 
ezt kellett megmutatni. 

F.:X. 10.L. 

VIII. 27. Tétel 
Hasonló térszámok egymáshoz való aránya olyan, mint egy köbszám

nak egy másik köbszámhoz. 
Legyenek a és b hasonló térszámok. Azt állítom, hogy a-nak fc-hez 

való aránya olyan, mint egy köbszámnak egy másik köbszámhoz. 
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Minthogy ugyanis a és b hasonló térszámok, a és b közé beilleszthető 
két középarányos szám (VIII. 19.). Illesszük be c-t és d-t, és vegyük a 
legkisebb számokat, melyek aránya ugyanaz, mint az a, c, d, b szá
moké és ugyanannyian vannak, mint ezek, e-t,f-et, g-t és h-t (VII. 33.). 
Ekkor a szélső tagok köbszámok (VIII. 2. K.). a úgy aránylik b-hez, 
mint e a h-hoz, a-nak b-hez való aránya tehát olyan, mint egy köb
számnak egy másik köbszámhoz. Éppen ezt kellett megmutatni. 

255 



Kilencedik könyv 

IX. 1. Tétel 
A két hasonló síkszám összeszorzásakor keletkező szám négyzetszám. 
Legyen a és b két hasonló síkszám, és a-val b-t szorozva keletkez

zék c. Azt állítom, hogy c négyzetszám. 
Keletkezzék ugyanis a-t önmagával szorozva d. Ekkor d négyzet

szám. Minthogy a-val önmagát szorozva d-t, b-t szorozva pedig c-t 
kapjuk, d úgy aránylik c-hez, mint a a b-hez (VII. 17.). Minthogy 

a és b hasonló síkszámok, beilleszthető' kö
zéjük egy középarányos szám (VIII. 18.). Ha 
viszont két szám közé mértani sorban beil
leszthetők számok, akkor bármely két ugyan

azon arányú szám közé is beilleszthető annyi szám, amennyi az 
előző számok közé (VIII. 8.)/úgyhogy d és c közé is beilleszthető egy 
középarányos szám. S d négyzetszám; tehát c is négyzetszám (VIII. 
22.). Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.:X. 28. 1. L. 

IX. 2. Tétel 
Ha két szám összeszorzásakor négyzetszám keletkezik, akkor a szá

mok hasonló síkszámok. 
Legyen a és b két szám, és keletkezzék a-val b-t szorozva a c négy

zetszám. Azt állítom, hogy a és b hasonló síkszámok. 
Keletkezzék ugyanis a-t önmagával szoroz

va d. Ekkor d négyzetszám. Minthogy a-val 
önmagát szorozva a*-t, b-t szorozva pedig c-t 
256 



kapjuk, d úgy aránylik c-hez, mint a a 6-hez (VII. 17.). Minthogy 
d négyzetszám, másrészt c is, d és c hasonló síkszámok, d és c közé 
tehát beilleszthető egy középarányos szám (VIII. 18.). a úgy aránylik 
6-hez, mint d a c-hez, tehát a és 6 közé is beilleszthető egy középará
nyos szám (VIII. 8.). Ha viszont két szám közé beilleszthető egy közép
arányos szám, akkor a számok hasonló síkszámok (VIII. 20.); a és 6 
tehát hasonló síkszámok. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.:X. 29. 1. L. 

IX. 3. Tétel 
Ha egy köbszámot megszorzunk önmagával, köbszám keletkezik. 
Keletkezzék ugyanis az a köbszámot önmagával megszorozva b. Azt 

állítom, hogy b köbszám. 
Vegyük ugyanis a c oldalát, és keletkezzék c-t önmagával szorozva 

d. Nyilvánvaló, hogy c-vel d-t szorozva a-t kapjuk. Minthogy c-t ön
magával szorozva kapjuk d-t, c a benne levő egységek szerint van meg 
d-ben. Másrészt az egység is az abban levő 
egységek szerint van meg c-ben, amint tehát 
az egység c-hez, úgy c a ű*-hez. Ismét, mint
hogy c-vel d-t szorozva a-t kapjuk, d a c-ben 
levő egységek szerint van meg a-ban. Viszont az egység is az abban 
levő egységek szerint van meg c-ben, tehát amint az egység c-hez, 
úgy d az a-hoz. Amint viszont az egység c-hez, úgy c a d-hez, amint 
tehát az egység c-hez, úgy c a d-hez és d az a-hoz. Az egység és az a 
szám közé tehát két számot illesztettünk mértani sorban, c-t és d-t. 
Ismét, minthogy a-t önmagával szorozva kapjuk 6-t, a a benne levő 
egységek szerint van meg 6-ben. Viszont az egység is az abban levő 
egységek szerint van meg a-ban, tehát amint az egység a-hoz, úgy a a 
6-hez. Az egység és a közé viszont beillesztettünk két középarányos 
számot; a és 6 közé is beilleszthető tehát két középarányos szám 
(VIII. 8.). Ha viszont két szám közé beilleszthető két középarányos, 
és az első szám köbszám, akkor a második is köbszám (VIII. 23.). S a 
köbszám, tehát 6 is köbszám. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: IX. 4-5., 9. 
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IX. 4. Tétel 
Ha egy köbszámot megszorzunk egy másik köbszámmal, köbszám 

keletkezik. 
Keletkezzék ugyanis az a köbszámmal a b köbszámot megszorozva 

c. Azt állítom, hogy c köbszám. 
Keletkezzék ugyanis a-t önmagával szorozva d. Ekkor d köbszám 

(IX. 3.). Minthogy a-val önmagát szorozva d-t, b-t szorozva pedig 
c-t kapjuk, d úgy aránylik c-hez, mint a a b-
hez (VII. 17.). Minthogy a és b köbszámok, a 
és b hasonló térszámok, tehát a és b közé be
illeszthető két középarányos szám (VIII. 19.), 

úgyhogy d és c közé is beilleszthető két középarányos szám (VIII. 
8.). S d köbszám, tehát c is köbszám (VIII. 23.). Éppen ezt kellett 
megmutatni. 

IX. 5. Tétel 
Ha egy köbszámmal megszorozva egy számot köbszám keletkezik, 

akkor a megszorzott szám is köbszám. 
Keletkezzék ugyanis az a köbszámmal a b számot megszorozva 

a c köbszám. Azt állítom, hogy b köbszám. 
Keletkezzék ugyanis a-t önmagával szorozva d. Ekkor d köbszám 

(IX. 3.). Minthogy a-val önmagát szorozva d-t, b-t szorozva pedig 
c-t kapjuk, d úgy aránylik c-hez, mint a a 
fc-hez (VII. 17.). Minthogy d és c köbszámok, 
hasonló térszámok, tehát d és c közé beil
leszthető két középarányos szám (VIII. 19.). 
a úgy aránylik fe-hez, mint d a c-hez, tehát a és b közé is beilleszthető 
két középarányos szám (VIII. 8.). S a köbszám, köbszám tehát b is. 
Éppen ezt kellett megmutatni. 

IX. 6. Tétel 
Ha egy számot önmagával megszorozva köbszám keletkezik, akkor 

maga a szám is köbszám. 
Keletkezzék ugyanis az a számot önmagával megszorozva a b köb

szám. Azt állítom, hogy a is köbszám. 
Keletkezzék ugyanis a-val b-t megszorozva c. Minthogy a-val ön-
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magát szorozva kapjuk b-t, b-t szorozva pedig c-t, c köbszám. Mint
hogy a-t önmagával szorozva kapjuk b-t, a a benne levő egységek sze
rint van meg b-ben. Másrészt az egység is az abban levő egységek 
szerint van meg a-ban, amint tehát az egység a-hoz, úgy a a 6-hez. 
Minthogy a-val b-t szorozva c-t kapjuk, b az a-ban 
levő egységek szerint van meg c-ben. Viszont az egység 
a-ban szintén az abban levő egységek szerint van meg, 
amint tehát az egység a-hoz, úgy b a c-hez. Minthogy b 
és c köbszámok, hasonló térszámok, tehát b és c között 
van két középarányos szám (VIII. 19.). a úgy aránylik 
fe-hez, mint b a c-hez, tehát a és b között is van két középarányos 
szám (VIII. 8.). S b köbszám, tehát a is köbszám (VIII. 23.). Éppen 
ezt kellett megmutatni. 

F . : I X . 10. 

IX. 7. Tétel 
Ha egy összetett számmal megszorzunk egy másik számot, akkor 

térszám keletkezik. 
Keletkezzék ugyanis az a összetett számmal a b számot megszorozva 

c. Azt állítom, hogy c térszám. 
Minthogy ugyanis a összetett, osztja valamely szám. Ossza d, és 

legyen annyi egység e-ben, ahányszor megvan 
d az a-ban. Minthogy d az e-ben levő egysé
gek szerint osztja a-t, e-vel d-t szorozva a-t 
kapjuk. S minthogy a-val b-t szorozva c-t kap
juk, a viszont d és e szorzata, d és e szorzatá
val b-t szorozva c-t kapjuk, c tehát térszám, 

és d, e, b az oldalai. Éppen ezt kellett megmutatni. 

IX. 8. Tétel 
Ha van egy egységgel kezdődő valahány tagú mértani sorozat, akkor 

az egységtől számított harmadik tag és az egy tag kihagyásával követ
kezők négyzetszámok, a negyedik tag és az összes két tag kihagyásával 
következő köbszám, a hetedik pedig és az öt tag kihagyásával követke
zők egyszerre köb- és négyzetszámok. 

Alkosson valahány szám, a, b, c, d, e és f az egységgel kezdődően 
mértani sorozatot. Azt állítom, hogy az egységtől számított harmadik 
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tag, b, és az összes egy tag kihagyásával következő négyzetszám, 
a negyedik tag, c, és az összes két tag kihagyásával következő köbszám, 
a hetedik tag pedig,/, és az összes öt tag kihagyásával következő egy
szerre köb- és négyzetszám. 

Mivel amint az egység a-hoz, úgy aránylik a a i-hez, az egység 
ugyanannyiszor van meg a-ban, mint a a fe-ben. Az egység az a szám
ban az abban levő egységek szerint van meg, tehát a a fe-ben szintén 
az a-ban levő egységek szerint van meg. a-val önmagát szorozva tehát 

b-t kapjuk; b négyzetszám. Minthogy b, c, 
d mértani sorozat, s b négyzetszám, d is 
négyzetszám (VIII. 22.). Ugyanígy / is 
négyzetszám. Hasonlóképp mutathatnánk 
meg, hogy az összes egy tag kihagyásával 
következő is négyzetszám.* Azt is állítom, 

hogy az egységtől számított negyedik tag, c, és az összes két tag kiha
gyásával következő köbszám. Minthogy ugyanis amint az egység el
hoz, úgy aránylik b a c-hez, az egység ugyanannyiszor van meg az a 
számban, mint b a c-ben. Az egység viszont a-ban az a-ban levő egy
ségek szerint van meg, tehát b a c-ben szintén az a-ban levő egységek 
szerint van meg, a-val b-t szorozva tehát c-t kapjuk. Minthogy a-val 
önmagát szorozva kapjuk b-t, b-t szorozva pedig c-t, c köbszám. 
Minthogy c, d, e, f mértani sorozat, és c köbszám, / is köbszám 
(VIII. 23.). Megmutattuk azt is, hogy négyzetszám; az egységtől szá
mított hetedik tag tehát mind köbszám, mind négyzetszám. Hasonló
képp mutatható meg, hogy az összes öt tag kihagyásával következő 
is mind köbszám, mind négyzetszám.* Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: IX. 9-10., 12-13. 

IX. 9. Tétel 
Ha az egységgel kezdődően valahány szám mértani sorozatot alkot, 

és az egység utáni tag négyzetszám, akkor az összes többi tag is négy
zetszám; s ha az egység utáni tag köbszám, akkor az összes többi tag is 
köbszám. 

Alkosson az egységgel kezdődően valahány szám, a, b, c, d, e és / 
mértani sorozatot, és legyen az egység utáni tag, a, négyzetszám. Azt 
állítom, hogy az összes többi tag is négyzetszám. 
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Hogy az egységtől számított harmadik tag, b, és az összes egy tag 
kihagyásával következő négyzetszám, már megmutattuk (IX. 8.)- Azt 
állítom, hogy az összes többi is négyzetszám. Minthogy ugyanis a, b, c 
mértani sorozat, és a négyzetszám, c is 
négyzetszám (VIII. 22.). Ismét, minthogy 
b, c, d mértani sorozat, s b négyzetszám, 
d is négyzetszám.** Hasonlóképp mutat
hatnánk meg, hogy az összes többi tag 
is négyzetszám.* 

Legyen most a köbszám. Azt állítom, hogy az összes többi tag is 
köbszám. 

Hogy az egységtől számított negyedik tag, c, és az összes két tag ki
hagyásával következő köbszám, már megmutattuk (IX. 8.). Azt állí
tom, hogy az összes többi is köbszám. Minthogy ugyanis amint az 
egység a-hoz, úgy aránylik a a 6-hez, az egység ugyanannyiszor van 
meg a-ban, mint a a &-ben. Az egység viszont ű-ban az abban levő 
egységek szerint van meg, a a 6-ben tehát szintén az önmagában levő 
egységek szerint van meg, a-t önmagával szorozva tehát b-t kapjuk. 
S a köbszám. Ha viszont egy köbszámot megszorzunk önmagával, 
köbszám keletkezik (IX. 3.), b is köbszám tehát. Minthogy négy szám, 
a, b, cés d mértani sorozatot alkot, és a köbszám, d is köbszám (VIII. 
23.). Ugyanígy e is köbszám, és hasonlóképp az összes többi tag is 
köbszám.* Éppen ezt kellett megmutatni. 

IX. 10. Tétel 
Ha az egységgel kezdődően valahány szám mértani sorozatot alkot, 

és az egység utáni tag nem négyzetszám, akkor egyetlen másik tag sem 
négyzetszám, kivéve az egységtől számított harmadikat és az összes 
egy tag kihagyásával következőt; s ha az egység utáni tag nem köbszám, 
akkor egyetlen másik tag sem köbszám, kivéve az egységtől számított 
negyediket és az összes két tag kihagyásával következőt. 

Alkosson az egységgel kezdődően valahány szám, a, b, c, d, e és / 
mértani sorozatot, és az egység utáni tag, a, ne legyen négyzetszám. 
Azt állítom, hogy egyetlen másik tag sem négyzetszám, kivéve az egy
ségtől számított harmadikat [és az egy tag kihagyásával következő
ket]. 
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Tegyük fel ugyanis, hogy c négyzetszám, b is négyzetszám (IX. 8.), 
b-nék és c-nek egymáshoz való aránya tehát olyan, mint egy négyzet
számnak egy másik négyzetszámhoz, a úgy aránylik ib-hez, mint b a c-

hez, tehát a-nak és b-nek egymáshoz való 
aránya olyan, mint egy négyzetszámnak 
egy másik négyzetszámhoz, úgyhogy a és 
b hasonló síkszámok. S b négyzetszám, 
négyzetszám tehát a is, aminek az ellen
kezőjét tettük föl. c tehát nem négyzet

szám. Hasonlóképpen mutathatnánk meg, hogy egyetlen másik tag 
sem négyzetszám, kivéve az egységtől számított harmadikat és az egy 
tag kihagyásával következó'ket. 

Ne legyen most a köbszám. Azt állítom, hogy egyetlen másik tag 
sem köbszám, kivéve az egységtől számított negyediket és a két tag 
kihagyásával következőket. 

Tegyük föl ugyanis, hogy d köbszám, c is köbszám, ugyanis az egy
ségtől számított negyedik tag (IX. 8.). b úgy aránylik c-hez, mint cad-
hez, 6-nek c-hez való aránya tehát olyan, mint egy köbszámnak egy 
másik köbszámhoz. S c köbszám, b is köbszám tehát (VIII. 25.). 
Minthogy a úgy aránylik fc-hez, mint az egység ű-hoz, és az egység 
a-ban az abban levő egységek szerint van meg, a a fo-ben szintén az 
önmagában levő egységek szerint van meg; a-val önmagát szorozva 
tehát a b köbszámot kapjuk. Ha viszont egy számot önmagával meg
szorozva köbszám keletkezik, akkor maga a szám is köbszám (IX. 
6.), tehát a is köbszám, aminek az ellenkezőjét tettük föl. d tehát nem 
köbszám. Hasonlóképp mutathatnánk meg, hogy egyetlen másik tag 
sem köbszám, kivéve az egységtől számított negyediket és a két tag 
kihagyásával következőket. Éppen ezt kellett megmutatni. 

IX. 11. Tétel 
Ha az egységgel kezdődően valahány szám mértani sorozatot alkot, 

akkor egy kisebb tag egy nagyobban valamely, a sorozatban előforduló 
szám szerint van meg. 

Alkosson az a egységgel kezdődően valahány szám, b, c,dése mér
tani sorozatot. Azt állítom, hogy ab,c,dése tagok legkisebbiké, b, c 
és d valamelyike szerint van meg e-ben. 
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Minthogy ugyanis d úgy aránylik e-hez, mint az a egység fc-hez, az a 
egység ugyanannyiszor van meg a b számban, mint d az e-ben; föl
cserélve tehát az a egység ugyanannyiszor van meg d-ben, mint b az 
e-ben (VII. 15.). Az a egység viszont az 
abban levő egységek szerint van meg d-
ben, tehát b az e-ben szintén a d-ben levő 
egységek szerint van meg, úgyhogy a ki
sebb tag, b, a nagyobb tagban, e-ben, valamely, a sorozatban elő
forduló szám szerint van meg. 

F.:IX. 12-13. 

Következmény 
És nyilvánvaló, hogy ahányadik helyen van az osztó az egységtől, 

ugyanannyiadik helyen van a hányados az osztott számtól visszafelé 
számítva. Éppen ezt kellett megmutatni. 

IX. 12. Tétel 
Ha az egységgel kezdődően valahány szám mértani sorozatot alkot, 

akkor ugyanazok a prímek az egység melletti tagot is osztják, amelyek 
az utolsót. 

Alkosson az egységgel kezdődően valahány szám, a, b, c és d mér
tani sorozatot. Azt állítom, hogy ugyanazon prímek a-t is osztják, 
amelyek d-t. 

Ossza ugyanis d-t valamely e prím. Azt állítom, hogy e osztja a-t. 
Ellenkező esetben ugyanis: e prím, és bármely prímszám bármely 
számhoz, melyet nem oszt, relatív prím (VII. 29.), e és a tehát relatív 
prímek. Miután e osztja d-t, legyen meg /-szer benne, e-vel /-et szo
rozva tehát d-t kapjuk. Ismét, minthogy a a c-ben levő egységek száma-
szor van meg d-ben (IX. 11.), ű-val c-t szorozva d-t kapjuk. Viszont 
e-vel /-et szorozva is d-t kapjuk, tehát a és c szorzata egyenlő e és f 
szorzatával./tehát úgy aránylik c-hez, mint a az e-hez (VII. 19.). a és 
e viszont relatív prímek, a relatív prímek pedig legkisebbek (VII. 21.), 
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a legkisebbek pedig osztják az ugyanabban az arányban álló számokat 
(VII. 20.), mégpedig az egyik előtag ugyanannyiszor van meg a másik 
előtagban, mint az egyik utótag a másik utótagban; e tehát osztja 
c-t. Legyen meg benne g-szer; e-vel g-t szorozva tehát c-t kapjuk. Az 
előző tétel szerint viszont a-val b-t szorozva is c-t kapjuk, a és b szor
zata tehát egyenlő e és g szorzatával, g tehát úgy aránylik b-hez, mint 
a az e-hez (VII. 19.). a és e viszont relatív prímek, a relatív prímek 
pedig legkisebbek (VII. 21.), a legkisebbek pedig osztják az ugyan
abban az arányban álló számokat (VII. 20.), mégpedig az egyik előtag 
ugyanannyiszor van meg a másik előtagban, mint az egyik utótag a 
másik utótagban; e tehát osztja b-t. Legyen meg benne h-szor. c-vel h-t 
szorozva tehát b-t kapjuk. Másrészt ö-t önmagával szorozva is b-t 
kapjuk (IX. 8.), tehát e és h szorzata egyenlő a négyzetével, a tehát úgy 
aránylik ft-hoz, mint e az ű-hoz (VII. 19.). a és e viszont relatív prímek, 
a relatív prímek pedig legkisebbek, a legkisebbek pedig osztják az 
ugyanabban az arányban álló számokat, mégpedig az egyik előtag 
ugyanannyiszor van meg a másikban, mint az egyik utótag a másik 
utótagban; e tehát osztja a-t, az egyik előtag a másik előtagot. Viszont 
nem is osztja; ami lehetetlen, e és a tehát nem relatív prímek. Relatív 
összetettek tehát. A relatív összetett számokat viszont osztja valamely 
[prím] szám. Minthogy e a feltétel szerint prím, a prímet pedig más 
szám nem osztja, csak önmaga, e osztja az a, e számokat, úgyhogy 
e osztja a-t. [d-t is osztja, tehát e osztja az a, d számokat.] Hasonló
képp mutathatnánk meg, hogy ugyanazon prímek a-t is osztják, 
amelyek d-t. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.:IX. 13. 

IX. 13. Tétel 
Ha az egységgel kezdődően valahány szám mértani sorozatot alkot, 

és az egység utáni szám prím, akkor a legnagyobb tagot egyetlen [más] 
szám sem osztja, kivéve a sorozatban előfordulókat. 

Alkosson az egységgel kezdődően valahány szám, a, b, c és d mér
tani sorozatot, és az egység utáni tag, a, legyen prím. Azt állítom, hogy 
legnagyobbikukat, d-t, egyetlen más szám sem osztja, csak a, b és c. 

Tegyük föl ugyanis, hogy e osztja, és e nem azonos az a, b, c szá
mok egyikével sem. Nyilvánvaló, hogy e nem prímszám. Ha ugyanis 
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e prím lenne és osztaná d-t, a-t is osztaná (IX. 12.), mely prím és nem 
azonos vele, ami lehetetlen, e tehát nem prím. Összetett tehát. Viszont 
bármely összetett számot oszt valamely prímszám (VII. 31.), e-t tehát 
osztja valamely prímszám. Azt állítom, hogy egyetlen más prím sem 
osztja, csak a. Ha ugyanis egy másik osztaná e-t, e pedig osztaná d-t, 

ez a szám is osztaná d-t, úgyhogy a-t is osztaná (IX. 2.), mely prím és 
nem azonos vele, ami lehetetlen, a osztja tehát e-t. Miután e osztja 
d-t, legyen meg benne/-szer. Azt állítom, hogy/nem azonos az a, b, c 
számok egyikével sem. Ha ugyanis / azonos lenne az a, b, c számok 
egyikével és e-szer lenne meg d-ben, az a, b, c számok egyike is e-szer 
lenne meg d-ben. Azonban az a, b, c számok egyike az a, b, c számok 
valamelyikeszer van meg d-ben (IX. 11.), e tehát azonos lenne az a, b, 
c számok valamelyikével, aminek az ellenkezőjét tettük föl. / tehát 
nem azonos az a, b, c számok egyikével sem. Hasonlóképp mutatható 
meg, hogy a osztja f-st, megmutatván, hogy / sem prímszám. Ha 
ugyanis az lenne és osztaná d-t, a-t is osztaná, mely prím és nem azo
nos vele, ami lehetetlen, /tehát nem prím; összetett szám tehát. Viszont 
bármely összetett számot oszt valamely prímszám, f-et tehát osztja 
valamely prímszám. Azt állítom, hogy más prím nem osztja, csak a. 
Ha ugyanis valamely másik prím osztaná f-et, /pedig d-t, ez a szám 
is osztaná d-t, úgyhogy a-t is osztaná, mely prím és nem azonos vele, 
ami lehetetlen, a tehát osztja/-et. Minthogy e a d-ben/szer van meg, 
e-vel /-et szorozva d-t kapjuk. Másrészt a-val c-t szorozva is d-t kap
juk (IX. 11.); a és c szorzata tehát egyenlő' e és /szorzatával, /tehát 
úgy aránylik c-hez, mint a az e-hez (VII. 19.). a viszont osztja e-t, 
tehát / is osztja c-t. Legyen meg benne g-szer. Hasonlóképp mutat
hatnánk meg, hogy g nem azonos az a, b számok egyikével sem, és 
hogy a osztja. Minthogy/c-ben g-szer van meg, /-fel g-t szorozva c-t 
kapjuk. Másrészt ű-val b-t szorozva is c-t kapjuk; a és b szorzata tehát 
egyenlő/és g szorzatával, g tehát úgy aránylik i-hez, mint a az/-hez. 
a viszont osztja /-et, tehát g is osztja b-t. Legyen meg benne /z-szor. 
Hasonlóképp mutathatnánk meg, hogy h nem azonos a-val. Mint-
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hogy g a b-ben /i-szor van meg, g-vel h-t szorozva b-t kapjuk. Másrészt 
a-t önmagával szorozva is b-t kapjuk (IX. 8.), h és g szorzata tehát 
egyenlő a négyzetével, a tehát úgy aránylik g-hez, rnint h az a-hoz. 
a viszont osztja g-t, tehát h is osztja a-t, mely prím és nem azonos vele, 
ami lehetetlen. Nem osztja tehát a legnagyobb tagot, d-t, más szám, 
csak a, b és c. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F..ÍX. 32., 36. 

IX. 14. Tétel 
Prímszámok legkisebb közös többszörösét egyetlen más prímszám 

sem osztja, csak amelyek eredetileg is osztják. 
Legyen ugyanis aab,c,d prímszámok legkisebb közös többszöröse. 

Azt állítom, hogy a-t egyetlen más prímszám sem osztja, csak b, c és d. 
Tegyük fel ugyanis, hogy osztja az e prímszám, és e nem azonos a b, 

c, d számok egyikével sem. Miután e osztja a-t, legyen meg benne 
/-szer. e-vel f-et szorozva tehát a-t kapjuk. S 
a-t osztják ab, c, d prímszámok. Ha viszont 
két számot megszorzunk egymással, és a szor
zatukat osztja valamely prímszám, akkor a 
tényezők egyikét is osztja (VII. 30.); b, c és d 
tehát osztják e és f egyikét, e-t nem osztják, 

mert e prím és nem azonos ab,c,d számok egyikével sem. f-et osztják 
tehát, mely kisebb a-nál, ami lehetetlen, a ugyanis feltétel szerint b, 
c és d legkisebb közös többszöröse. Nem osztja tehát a-t más prím
szám, csak b, c és d. Éppen ezt kellett megmutatni. 

IX. 15. Tétel 
Ha mértani sorban álló három szám legkisebb azon számok között, 

melyek aránya ugyanaz, mint az övéké, akkor bármely kettő összege 
relatív prím a harmadikhoz. 

Legyen három mértani sorban álló szám, a, b és c, legkisebb azon 
számok között, melyek aránya ugyanaz, mint az övéké. Azt állítom, 
hogy az a, b, c számok közül bármely kettőnek az összege relatív prím 
a harmadikhoz, a meg b a c-hez, b meg c az a-hoz, végül a meg c a 
b-hez. 

Vegyünk ugyanis két legkisebb számot, DE-t és EF-et, melyek aránya 
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ugyanaz, mint az a, b, c számoké (VII. 33.). Nyilvánvaló, hogy DE-
vel önmagát szorozva a-t kapjuk, .EF-et szorozva b-t kapjuk, s vé
gül EF-et önmagával szorozva c-t kapjuk (VIII. 2.). Minthogy DE 
és EF legkisebbek, relatív prímek (VII. 22.). Ha viszont két szám 
relatív prím, akkor az össze
gük relatív prím bármelyik 
taghoz (VII. 28.); DF is rela
tív prím tehát DE-hez és EF-
hez. Másrészt DE is relatív 
prím EF-hez, tehát DF és DE relatív prímek EF-hez. Ha viszont két 
szám relatív prím egy harmadikhoz, akkor a szorzatuk is relatív prím 
hozzá (VII. 24.), úgyhogy FD és DE szorzata relatív prím EF-hez, 
úgyhogy FD és DE szorzata EF négyzetéhez is relatív prím [ha ugyanis 
két szám relatív prím, akkor az egyik négyzete is relatív prím a másik
hoz (VII. 25.)]. FD és DE szorzata azonban DE négyzetének meg DE 
és EF szorzatának az összege (II. 3.), tehát DE négyzetének meg DE 
és EF szorzatának összege relatív prím EF négyzetéhez. S DE négy
zete a, DE és EF szorzata b, EF négyzete pedig c, tehát a és b összege 
relatív prím c-hez. Hasonlóképp mutathatnánk meg, hogy b és c 
összege is relatív prím ű-hoz. Azt állítom, hogy a és c összege is relatív 
prím 6-hez. Minthogy ugyanis DF relatív prím DE és EF bármelyi
kéhez, DF négyzete relatív prím DE és EF szorzatához (VII. 24-25.). 
DF négyzetével azonban egyenlő DE és EF négyzeteinek meg DE és 
EF kétszeres szorzatának az összege (II. 4.), tehát DE és EF négyzetei
nek meg DE és EF kétszeres szorzatának összege relatív prím DE és EF 
szorzatához. Szétbontván, DE és EF négyzeteinek meg DE és EF 
egyszeres szorzatának összege relatív prím DE és EF szorzatához. 
Újra szétbontván DE és EF négyzetösszege relatív prím DE és EF 
szorzatához. S DE négyzete a, DE és EF szorzata b, EF négyzete 
pedig c. a és c összege tehát relatív prím b-hez. Éppen ezt kellett 
megmutatni. 

IX. 16. Tétel 
Ha két szám relatív prím, akkor nem lehetséges, hogy amint az első 

szám a másodikhoz, úgy arányuljék a második valamely harmadikhoz. 
Legyen ugyanis két szám, a és b, relatív prím. Azt állítom, hogy 
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nem lehetséges, hogy amint a a fe-hez, úgy arányuljék h valamely har
madik számhoz. 

Tegyük föl ugyanis, hogy b úgy aránylik c-hez, mint a a fc-hez. a 
és b relatív prímek, a relatív prímek pedig legkisebbek (VII. 21.), 
a legkisebbek pedig osztják az ugyanabban az arányban álló számokat 

(VII. 20.), mégpedig az egyik előtag ugyanannyi
szor van meg a másik előtagban, mint az egyik 
utótag a másik utótagban; osztja tehát a a b-t, az 
egyik előtag a másikat. De önmagát is osztja: a te

hát osztja az a, b relatív prímeket, ami lehetetlen. Nem aránylik te
hát úgy b a c-hez, mint a a 6-hez. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.:IX. 18. 

IX. 17. Tétel 
Ha valahány szám mértani sorozatot alkot, és a szélső tagok relatív 

prímek, akkor nem lehetséges, hogy amint az első tag a másodikhoz, 
úgy arányuljék az utolsó valamely másik számhoz. 

Alkosson valahány szám, a, b, c és d mértani sorozatot, és legyenek 
a szélső tagok, a és d relatív prímek. Azt állítom, hogy nem lehetséges, 
hogy amint a a &-hez, úgy arányuljék d valamely másik számhoz. 

Tegyük föl ugyanis, hogy d úgy aránylik e-hez, mint a a b-hez. 
Fölcserélve tehát amint a a d-hez, úgy b az c-hez (VII. 13.). a és d 
viszont relatív prímek, a relatív prímek pedig legkisebbek (VII. 21.), 
a legkisebbek pedig osztják az 
ugyanabban az arányban álló szá
mokat, mégpedig az egyik előtag 
ugyanannyiszor van meg a má
sikban, mint az egyik utótag a másik utótagban (VII. 20.), a tehát 
osztja b-t. b úgy aránylik c-hez, mint a a b-hez, tehát b is osztja c-t, 
úgyhogy a is osztja c-t. Minthogy c úgy aránylik d-hez, mint i a c -
hez, és b osztja c-t, c is osztja d-t. a azonban osztotta c-t, úgyhogy 
a a d-t is osztja. Viszont önmagát is osztja, a tehát osztja az a, d rela
tív prímszámokat, ami lehetetlen. Nem aránylik tehát úgy d valamely 
másik számhoz, mint a a b-hez. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: IX. 19. 
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IX. 18. Tétel 
Két adott szám esetén vizsgáljuk meg, lehetséges-e hozzájuk harmadik 

arányost találni! 
Legyen a és & a két adott szám, és kelljen azt megvizsgálni, lehet

séges-e hozzájuk harmadik arányost találni. 
a és b vagy relatív prímek, vagy nem. A relatív prímek esetére meg

mutattuk, hogy nem lehet hozzájuk harmadik arányost találni (IX. 
16.). 

Most a és b ne legyenek relatív prímek, és b-t önmagával szorozva 
keletkezzék c. Mármost a vagy osztja c-t, vagy nem osztja. Legyen 
meg először benne, mégpedig d-szer. a-val 
d-t szorozva tehát c-t kapjuk. Másrészt 
b-t önmagával szorozva is c-t kapjuk, te
hát a és d szorzata egyenlő b négyzeté
vel, b tehát úgy aránylik d-hez, mint a 
a b-hez (VII. 19.): az a, b számokhoz tehát harmadik arányost ta
láltunk, d-t. 

Ne ossza most a a c-t. Azt állítom, hogy az a, b számokhoz nem 
lehet harmadik arányost találni. Tegyük föl ugyanis, hogy lehet, és 
legyen d az. Ekkor a és d szorzata egyenlő b négyzetével (VII. 19.). 
b négyzete viszont c, tehát a és d szorzata egyenlő c-vel, úgyhogy ö-val 
d-t szorozva c-t kapjuk, a tehát c-ben megvan d-szer. Azonban a 
föltétel szerint nem osztja: ez ellentmondás. Nem lehet tehát az a, 
b számokhoz harmadik arányost találni, ha a nem osztja c-t. Éppen 
ezt kellett megmutatni. 

IX. 19. Tétel 
Három adott szám esetén vizsgáljuk meg, lehetséges-e hozzájuk ne

gyedik arányost találni! 
Legyen a, b és c a három adott szám, és kelljen megvizsgálni, hogy 

lehetséges-e hozzájuk negyedik ará
nyost találni. 

Ekkor vagy nem alkotnak mér
tani sorozatot, és a szélső tagok 

relatív prímek, vagy mértani sorozatot alkotnak, és a szélső tagok nem 
relatív prímek, vagy sem nem alkotnak mértani sorozatot, sem a szél-
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ső tagok nem relatív prímek, vagy mind mértani sorozatot alkotnak, 
mind a szélső tagok relatív prímek. 

Arra az esetre, ha a,bésc mértani sorozatot alkot, és a szélső tagok 
relatív prímek, már megmutattuk, hogy nem lehetséges hozzájuk 
negyedik arányos számot találni (IX. 17.). 

Ne alkossanak most a, b és c mértani sorozatot, ám a szélső ta
gok legyenek ismét relatív prímek. Azt állítom, hogy ekkor sem le
het hozzájuk negyedik arányost találni.* Tegyük föl ugyanis, hogy 
lehet, és legyen d az, úgyhogy amint a a 6-hez, úgy arányuljék c a 
d-hez, és amint b a c-hez, úgy d az e-hez. Mivel amint a a 6-hez, úgy 
aránylik c a d-hez, amint pedig b a c-hez, úgy d az c-hez, egyenlő sok 
tagon át amint a a c-hez, úgy c az e-hez (VII. 14.). a és c viszont 
relatív prímek, a relatív prímek pedig legkisebbek (VII. 21.), a leg
kisebbek pedig osztják az ugyanabban az arányban álló számokat 
(VII. 20.), mégpedig az egyik előtag ugyanannyiszor van meg a másik 
előtagban, mint az egyik utótag a másik utótagban. Osztja tehát a 
a c-t, az egyik előtag a másik előtagot. De önmagát is osztja: a tehát 
osztja a-t és c-t, melyek relatív prímek, ami lehetetlen. Nem lehet 
tehát az a, b, c számokhoz negyedik arányost találni. 

Alkossanak most ismét mértani sorozatot a, b és c, s a és c ne le
gyenek relatív prímek. Azt állítom, hogy lehetséges hozzájuk negyedik 
arányost találni. Keletkezzék ugyanis 6-vel c-t szorozva d. Ekkor a 
vagy osztja d-t, vagy nem osztja. Legyen meg először benne, mégpedig 
e-szer. a-val e-t szorozva tehát d-t kapjuk. Másrészt 6-vel c-t szorozva 
is d-t kapjuk, tehát a és e szorzata egyenlő b és c szorzatával, c tehát 
úgy aránylik e-hez, mint a a 6-hez (VII. 19.): az a, 6, c számokhoz 
tehát negyedik arányost találtunk, e-t. Ne ossza most a a d-t. Azt 
állítom, hogy nem lehet az a, 6, c számokhoz negyedik arányost ta
lálni. Tegyük ugyanis föl, hogy lehet, és legyen e az. Ekkor a és e 
szorzata egyenlő 6 és c szorzatával (VII. 19.). 6 és c szorzata viszont 
d, tehát a és e szorzata is egyenlő d-vel. a-val e-t szorozva tehát d-t 
kapjuk, a tehát megvan d-ben c-szer, úgyhogy a osztja d-t. Azonban 
nem is osztja, ami ellentmondás. Nem lehet tehát az a, b, c számokhoz 
negyedik arányost találni, ha a nem osztja d-t. 

Most pedig az a, 6, c számok se [mértani sorozatot ne alkossanak, 
se a szélső tagok ne legyenek relatív prímek, és 6-vel c-t szorozva 
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keletkezzék d. Hasonlóképp mutathatnánk meg, hogy ha a osztja 
d-t, lehet hozzájuk negyedik arányost találni, ha pedig nem osztja, 
nem lehet. Éppen ezt kellett megmutatni. 

IX. 20. Tétel 
Prímszámból prímszámok bármely adott sokaságánál több van. 
Legyenek az adott prímszámok a, b és c. Azt állítom, hogy több 

prímszám van, mint a, b és c. 
Vegyük ugyanis a, b és c legkisebb közös többszörösét (VII. 36.), 

legyen ez DE, és adjuk hozzá DE-hez a DF egységet. Ekkor EF vagy 
prím, vagy nem. Legyen először prím. Találtunk tehát az a, b, c 
számoknál több prímet, a-t, b-t, c-t 
és EF-et. 

Ne legyen most EF prím. Ekkor 
osztja valamely prímszám (VII. 31.). 
Ossza a g prím. Azt állítom, hogy 
g az a, b és c egyikével sem azonos. Tegyük föl ugyanis, hogy az. a, 
b és c osztják DE-t, tehát g is osztja DE-t. Viszont EF-et is osztja, 
tehát a maradék DF egységet is osztja g (2. E.), noha szám, ami el
lentmondás, g tehát nem azonos az a, b, c számok egyikével sem. S 
feltétel szerint prím, tehát találtunk az adott a, b, c prímeknél több 
prímet, a-t, b-t, c-t és g-t. Éppen ezt kellett megmutatni. 

IX. 21. Tétel 
Bárhány páros számot adunk össze, az összeg páros* 
Adjunk össze ugyanis valahány páros számot, AB-t, BC-t, CD-t és 

DE-t. Azt állítom, hogy az AE összeg pá
ros. 

Minthogy ugyanis AB, BC, CD és DE 
mindegyike páros, van fele része, úgyhogy az AE összegnek is van 
fele része. Páros pedig a ketté bontható szám: AE tehát páros. Éppen 
ezt kellett megmutatni. 

F.: IX. 22-23., 28. 

IX. 22. Tétel 
Ha összeadunk valahány páratlan számot, melyek páros sokan van

nak, akkor az összeg páros. 
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Adjunk össze ugyanis valahány páratlan számot, melyek páros 
sokan vannak, AB-t, BC-t, CD-t és DE-t. Azt állítom, hogy az AE 
összeg páros. 

Minthogy ugyanis AB, BC, CD és DE mindegyike páratlan, ha 
mindegyikből kivonunk egy egységet, 
akkor minden maradék páros lesz, 
úgyhogy azok összege is páros lesz 

(IX. 21.). Másrészt az egységek száma is páros, tehát az AE összeg is 
páros (IX. 21.). Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.:IX.23. 

IX. 23. Tétel 
Ha összeadunk valahány páratlan számot, melyek páratlan sokan 

vannak, akkor az összeg is páratlan lesz. 
Adjunk össze ugyanis valahány páratlan számot, melyek páratlan 

sokan vannak, AB-t, BC-t és CD-t. Azt 
állítom, hogy az AD összeg páratlan. 

Vonjuk ki CD-ből a DE egységet. Ek
kor a CE maradék páros. Viszont AC is páros (IX. 22.), tehát az 
AE összeg is páros (IX. 21.). S DE egy egység, tehát AD páratlan. 
Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: IX. 29-30.; X. 27. Függelék 

IX. 24. Tétel 
Ha egy páros számból párosat vonunk ki, a maradék páros. 
Vonjuk ugyanis ki az AB páros számból a páros BC-t. Azt állítom, 

hogy a CA maradék páros. 
Minthogy ugyanis AB páros, van fele része. Ugyanígy i?C-nek is van 

fele része, úgyhogy a maradék [CJ-nak] is [van fele 
része, tehát] AC páros. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: IX. 25-27., X. 29. 1. L. 

IX. 25. Tétel 
Ha egy páros számból páratlant vonunk ki, a maradék páratlan. 
Vonjuk ugyanis ki az AB páros számból a páratlan 

BC-t. Azt állítom, hogy a CA maradék páratlan. 
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Vonjuk ugyanis ki BC-ből a CD egységet. Ekkor DB páros. Viszont 
AB is páros, tehát az AD maradék is páros (IX. 24.). S CD egység, 
tehát CA páratlan. Éppen ezt kellett megmutatni. 

IX. 26. Tétel 
Ha egy páratlan számból páratlant vonunk ki, a maradék páros. 
Vonjuk ugyanis ki az AB páratlan számból a páratlan BC-t. Azt 

állitom, hogy a CA maradék páros. 
Miután ugyanis AB páratlan, levonva a BD egysé

get a maradék AD páros. Ugyanígy CD is páros, úgy
hogy a CA maradék is páros (IX. 24.). Éppen ezt kellett megmutatni. 

F . :X. 29. l . L . 

IX. 27. Tétel 
Ha egy páratlan számból párosat vonunk ki, a maradék páratlan. 
Vonjuk ugyanis ki az AB páratlan számból a páros BC-t. Azt állí

tom, hogy a CA maradék páratlan. 
Vonjuk ki az AD egységet. Ekkor DB páros. Vi

szont BC is páros, tehát a CD maradék is páros (IX. 
24.). CA tehát páratlan. Éppen ezt kellett megmutatni. 

IX. 28. Tétel 
Ha egy páratlan számmal megszorzunk egy párosat, a szorzat páros 

lesz. 
Keletkezzék ugyanis a páros b-t az a páratlan számmal megszorozva 

c. Azt állítom, hogy c páros. 
Minthogy ugyanis a-val b-t szorozva kaptuk c-t, c 

annyi Z?-vel egyenlő' számból tevó'dik össze, ahány egy
ség van a-ban. S b páros, tehát c páros számokból te
vó'dik össze. Bárhány páros számot adunk viszont össze, az összeg 
páros (IX. 21.), tehát c páros. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F . : I X . 3 1 . 

IX. 29. Tétel 
Ha egy páratlan számmal megszorzunk egy páratlant, a szorzat 

páratlan lesz. 
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Keletkezzék ugyanis az a páratlan számmal megszorozva a páratlan 
b-t c. Azt állítom, hogy c páratlan. 

Minthogy ugyanis a-val b-t szorozva kaptuk 
c-t, c annyi b-vel egyenlő számból tevődik össze, 
ahány egység van a-ban. S a és b mindegyike 
páratlan, c tehát páratlan számokból tevődik 

össze, melyek páratlan sokan vannak, úgyhogy c páratlan (IX. 23.). 
Éppen ezt kellett megmutatni. 

IX. 30. Tétel 
Ha egy páratlan szám oszt egy párosat, akkor a felét is osztja. 
Ossza ugyanis az a páratlan szám a páros b-t. Azt állítom, hogy a 

felét is osztja. 
Miután ugyanis a osztja b-t, legyen meg benne c-szer. Azt állítom, 

hogy c nem páratlan. Tegyük föl ugyanis, hogy az. Minthogy a a. b-
ben c-szer van meg, a-val c-t szorozva b-t kap
juk, b tehát páratlan számokból tevődik össze, 
melyek páratlan sokan vannak, b tehát párat
lan (IX. 23.), ami ellentmondás, mert feltétel 
szerint páros, c tehát nem páratlan; páros tehát c, úgyhogy a a b-
ben párosszor van meg. Ezért aztán a felét is osztja. Éppen ezt kel
lett megmutatni. 

F.:IX.31. 
IX. 31. Tétel 

Ha egy páratlan szám relatív prím valamely számhoz, akkor a két
szereséhez is relatív prím.* 

Legyen ugyanis az a páratlan szám valamely számhoz, fc-hez relatív 
prím, és legyen b kétszerese c. Azt állítom, hogy 
a relatív prím c-hez [is]. 

Ha ugyanis [a és c] nem relatív prímek, osztja 
őket valamely szám. Ossza, s legyen d az. a pá

ratlan, tehát d is páratlan (IX. 28.). Minthogy a páratlan d osztja c-t, 
és c páros, c-nek a felét is osztja [d] (IX. 30.). c fele viszont b, tehát 
d osztja b-t. Másrészt a-t is osztja, d tehát osztja a relatív prím a-t és 
b-t, ami lehetetlen. Nem igaz tehát, hogy a nem relatív prím c-hez. a 
és c tehát relatív prímek. Éppen ezt kellett megmutatni, 
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IX. 32. Tétel 
A diádból* kétszerezéssel nyert összes szám csak párosszor páros 

alakban áll elő. 
Kapjuk ugyanis az a diádból kétszerezéssel a tetszőleges sok b, c, 

d számot. Azt állítom, hogy a b, c, d számok csak párosszor páros 
alakban állnak elő. 

Hogy [a b, c, d számok] mindegyike előáll párosszor páros alakban, 
az nyilvánvaló, hiszen a diádból kétszerezéssel kaptuk őket. Azt állí
tom, hogy csak ilyen alakban állnak 
elő. Vegyünk ugyanis egy egységet. 
Minthogy ekkor az egységgel kez
dődően valahány szám mértani so
rozatot alkot, és az egység utáni szám, a, prím, az a, b, c, cl számok 
legnagyobbikát, d-t, egyetlen más szám sem osztja, kivéve a-t, b-t cs 
c-t (IX. 13.). Sa,bésc mindegyike páros, tehát íf csak párosszor páros 
alakban áll elő. Hasonlóképp mutathatnánk meg, hogy b és c mind
ketten [szintén] csak párosszor páros alakban állnak elő. Éppen ezt 
kellett megmutatni. 

IX. 33. Tétel 
Ha egy szám fele páratlan, akkor a szám csak párosszor páratlan 

alakban áll elő. 
Legyen ugyanis az a szám fele páratlan. Azt állítom, hogy a csak 

párosszor páratlan alakban áll elő. 
Hogy párosszor páratlan alakban előáll, az nyilvánvaló, hiszen a 

fele, mely páratlan, párosszor van meg benne. Most azt állítom, hogy 
csak ilyen alakban áll elő. Ha ugyanis a előállna páros
szor páros alakban, akkor egy páros szám páros szám-

szor lenne meg benne, úgyhogy a felét is osztaná egy páros szám, 
noha az páratlan, ami ellentmondás, a tehát csak párosszor páratlan 
alakban áll elő. Éppen ezt kellett megmutatni. 

IX. 34. Tétel 
Ha egy szám sem nem a diádból kétszerezéssel nyertek közül való, 

sem a fele nem páratlan, akkor mind párosszor páros, mind párosszor 
páratlan alakban előáll. 
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Ne legyen ugyanis az a szám sem a diádból kétszerezéssel nyertek 
közül való, sem a fele ne legyen páratlan. Azt állítom, hogy a mind 
párosszor páros, mind párosszor páratlan alakban előáll. 

Hogy a párosszor páros alakban előáll, az nyilvánvaló, hiszen a fele 
nem páratlan. Most azt állítom, hogy párosszor páratlan alakban is 

előáll. Ha ugyanis a-t megfelezzük és a felét meg
felezzük és így tovább, valamely páratlan szám

hoz jutunk, mely páros számszor van meg a-ban. Ellenkező esetben 
ugyanis a diádhoz jutnánk, és a a diádból kétszerezéssel nyertek 
közül való lenne, aminek az ellenkezőjét tettük föl, úgyhogy a előáll 
párosszor páratlan alakban. Megmutattuk, hogy párosszor páros 
alakban is előáll, a tehát mind párosszor páros, mind párosszor pá
ratlan alakban előáll. Éppen ezt kellett megmutatni. 

IX. 35. Tétel 
Ha valahány szám mértani sorozatot alkot, és mind a második, mind 

az utolsó tagból az elsővel egyenlő számot vonunk ki, akkor amint a 
második tag maradéka az első taghoz, úgy aránylik az utolsó maradéka 
az előtte álló tagok összegéhez* 

Alkosson valahány szám, a, BC, d és EF - kezdve a legkisebbel, 
a-val - mértani sorozatot, és vonjuk ki .BC-ből és l̂ F-ből az a-val 
egyenlő BG-t, illetve FH-t. Azt állítom, hogy amint GC az a-hoz, úgy 
aránylik EH az a meg BC meg d-hez. 

Vegyünk ugyanis egy Z?C-vel egyenlő FK-t és egy d-vel egyenlő 
FL-t. Minthogy FK egyenlő BC-vel, s ezekből FH egyenlő BG-vel, 
a maradék HK egyenlő a maradék GC-vel. Mivel amint EF a d-hez, 
úgy aránylik d a BC-hez, és BC az a-hoz, és d egyenlő FL-lel, BC az 
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FK-val, a pedig FH-val, amint EF az FL-hez, úgy aránylik LF az FK-
hoz és FK az FH-hoz. Szétbontván, amint EL az FL-hez, úgy ZX az 
F^-hoz és KH az FH-hoz (VII. 11., 13.). Amint tehát az egyik előtag 
az utótagjához, úgy aránylik az előtagok összege az utótagok összegé
hez (VII. 12.), amint tehát KH az FH-hoz, úgy EL meg LK meg KH az 
LF meg FK meg HF-hsz. KH viszont egyenlő CG-vel, FH az a-val, 
LF meg Fi£ meg HF pedig J meg ŐC meg a-val, amint tehát CG az 
ű-hoz, úgy aránylik FH a d meg 5C meg a-hoz. Amint tehát a második 
tag maradéka az elsőhöz, úgy aránylik az utolsó tag maradéka az 
előtte álló tagok összegéhez. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F. : IX. 36. 

IX. 36. Tétel 
Ha az egységtől kezdve kétszeres arányban* képzünk egy mértani 

sorozatot, amíg a sorösszeg prím nem lesz, és az összeggel megszorozzuk 
az utolsó tagot, akkor a szorzat tökéletes szám lesz.** 

Képezzünk ugyanis az egységtől kezdve kétszeres arányban egy 
mértani sorozatot, amíg a sorösszeg prím nem lesz, a, b, c, d-t, legyen 
e egyenlő az összeggel, és keletkezzék e-vel d-t szorozva FG. Azt állí
tom, hogy FG tökéletes szám. 

Vegyünk ugyanis kétszeres arányban e-vel kezdve annyi számot 
e-t, HK-t, /-et és m-et, ahányan vannak a, b, c és d. Ekkor egyenlő 
sok tagon át e úgy aránylik m-hez, mint a a d-hez (VII. 14.). e és d szor
zata tehát egyenlő a és m szorzatával (VII. 19.). e és d szorzata FG, 
tehát a és m szorzata egyenlő FG-wel. a-val m-et szorozva tehát FG-t 
kapjuk, m tehát megvan FG-ben az a-ban levő egységek szerint, a diád, 
tehát FG kétszerese m-nek. Viszont m, l, HK és e is rendre egymás két-
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szeresei, tehát e, HK, l, m és FG mértani sorozatot alkot a kétszeres 
arányban. Vonjuk ki a második tagból, HK-böl és az utolsóból, FG-
ből, az elsó'vel, e-vel egyenlő' HN-t, illetve FO-t. Ekkor amint a máso
dik tag maradéka az elsó'höz, úgy aránylik az utolsó tag maradéka az 
előtte álló tagok összegéhez (IX. 35.), tehát amint NK az e-hez, úgy 
OG az m meg / meg KH meg e-hez. NK egyenlő' e-vel, tehát OG is 
egyenlő m meg / meg HK meg e-vel. Másrészt FO is egyenlő e-vel, 
e pedig a meg b meg c meg cl meg az egységgel. A teljes FG lehal 
egyenlő e meg HK meg / meg m meg a meg b meg e meg J meg az egy
séggel; és ezek osztják. Azt is állítom, hogy FG-t egyetlen más szám 
sem osztja, csak a, b, c, d, e, HK, l, m és az egység. Tegyük föl ugyanis, 
hogy FG-t osztja valamely/? szám, ésp nem azonos az a, b, c, d, e, HK, 
l, m számok egyikével sem. Legyen annyi egység q-b&n, ahányszor 
megvan p az FG-ben. Ekkor ^-val p-t szorozva FG-t kapjuk. Viszont 
e-vel d-i szorozva is FG-t kapjuk, tehát p úgy aránylik d-hez, mint 
e a q-hoz (VII. 19.). Minthogy az egységgel kezdődően a, b, c és d 
mértani sorozatot alkotnak, d-t egyetlen más szám sem osztja, csak 
a, b és c (IX. 13.). Föltettük, hogy p nem azonos a, b, c egyikével sem, 
tehát p nem osztja d-t. Viszont e úgy aránylik q-hoz, mint p a d-hez, 
tehát e sem osztja #-t. e prímszám, bármely prímszám viszont bármely 
számhoz, melyet nem oszt, relatív prím (VII. 29.). e és q tehát relatív 
prímek. A relatív prímek viszont legkisebbek (VII. 21.), a legkisebbek 
pedig osztják az ugyanabban az arányban álló számokat (VII. 20.), 
mégpedig az egyik előtag ugyanannyiszor van meg a másik előtagban, 
mint az egyik utótag a másik utótagban. S p úgy aránylik d-hez, mint 
e a q-hoz, tehát e ugyanannyiszor van meg /7-ben, mint q a c/-ben. 
d-t viszont egyetlen más szám sem osztja, csak a, b és c, tehát q azonos 
a, b és c egyikével. Legyen b-vel azonos. Vegyünk e-vel kezdődően 
annyi tagot, e-t, HK-t és /-et, ahányan vannak b, c, d. e, HK, l és b, c, d 
ugyanabban az arányban állnak, tehát egyenlő sok tagon át e úgy 
aránylik l-hez, mint b a d-hez (VII. 14.). b és / szorzata tehát egyenlő 
d és e szorzatával (VII. 19.). d és e szorzata viszont egyenlő p és q 
szorzatával, tehát p és q szorzata is egyenlő b és l szorzatával. / tehát 
úgy aránylik p-hez, mint q a b-hez (VII. 19.). q azonos b-vel, tehát / is 
azonos p-vel, ami lehetetlen, mivel föltettük, hogy p nem azonos az 
adott számok egyikével sem. Nem osztja tehát FG-t egyetlen szám sem, 
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csak a, b, c, d, e, HK, I, m és az egység. Megmutattuk, hogy FG egyenlő 
a meg b meg c meg d meg e meg HK meg / meg m meg az egységgel. 
Egy szám viszont tökéletes, ha egyenlő az osztói összegével: FG tehát 
tökéletes szám. Éppen ezt kellett megmutatni. 
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Tizedik könyv 

Definíciók 

1. Mennyiségeket összemérhetőknek mondunk, ha ugyanazon mérték
kel mérhetők, összemérhetetleneknek pedig, ha nem található hoz
zájuk közös mérték. 

2. Szakaszok négyzetesen összemérhetők, ha a négyzeteik ugyanazon 
idommal mérhetők, összemérhetetlenek pedig, ha a négyzeteikhez 
nem található idom, mely közös mérték lenne.* 

3. Ezek alapján megmutatjuk, hogy adott szakasszal végtelen sok 
összemérhető és - akár csak lineárisan, akár négyzetesen is - össze
mérhetetlen szakasz létezik (vö. X. 10.)*. Nevezzük az adott szakaszt 
racionálisnak, és a vele - akár lineárisan és négyzetesen, akár csak 
négyzetesen - összemérhető szakaszokat racionálisoknak, a vele 
összemérhetetleneket pedig irracionálisoknak.** 

4. És nevezzük az adott szakasz négyzetét racionálisnak, és az azzal 
összemérhető felületeket racionálisoknak, az azzal összemérhetet
leneket pedig irracionálisoknak, és az őket előállító szakaszokat - ti. 
ha a felületek négyzetek, magukat az oldalakat, ha pedig valamely 
más sokszögek, a velük egyenlő négyzeteket fölrajzoló szakaszo
kat* - irracionálisoknak. 

X. 1. Tétel 
Ha adva van két nem egyenlő mennyiség, és a nagyobbal levonunk a 

felénél többet, és a maradékból a felénél többet, és így tovább, akkor egy 
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olyan mennyiség fog megmaradni, mely kisebb az adott mennyiségek 
kisebbikénél. 

Legyen AB és c két nem egyenlő mennyiség, és közülük ÁB a na
gyobb. Azt állítom, hogy ha AB-ből levonunk a felénél többet, és a 
maradékból a felénél többet, és így tovább, akkor egy olyan mennyi
ség fog megmaradni, mely kisebb az adott mennyiségek kisebbikénél. 

c valamely többszöröse ugyanis nagyobb lesz AB-nél (vö. V. 4. D.). 
Többszörözzük, és legyen DE a c-nek több
szöröse és AB-nél nagyobb, bontsuk föl DE-t 
a c-vel egyenlő DF, FG, GE mennyiségekre, 
vonjuk le ^LB-ből a felénél nagyobb BH-t, 
AH-ból a felénél nagyobb HK-t, és így to
vább, míg az AB-beli osztályok száma egyenlő nem lesz a Dia
beliekével. 

Legyen az AK, KH, HB osztályok száma egyenlő a DF, FG, GE 
osztályokéval. Minthogy DE nagyobb ;4i?-nél, és DE-ből a felénél 
kisebb EG-t, AB-ből pedig a felénél nagyobb BH-t vontuk le, a GD 
maradék nagyobb a HA maradéknál. Minthogy GD nagyobb HA-n&l, 
és GD-ből a felét, GF-et, HA-ból pedig a felénél nagyobb HK-t von
tuk le, a DF maradék nagyobb az AK maradéknál. DF viszont egyenlő 
c-vel, tehát c is nagyobb AK-nkl. AK tehát kisebb c-nél. 

Az AB mennyiségből tehát egy olyan AK mennyiség marad meg, 
mely kisebb az adott mennyiségek kisebbikénél, c-nél. Éppen ezt kel
lett megmutatni. - Hasonló a bizonyítás, ha a fele részeket vonjuk le. 

F . : X . 2.; XII. 2., 5., 10., 12., 16. 

X. 2. Tétel 
Ha van két nem egyenlő mennyiség, a kisebbet váltakozva mindig ki

vonjuk a nagyobbal, és a maradék sosem méri az előzőt, akkor a mennyi
ségek összemérhetetlenek. 

Legyen AB és CD két nem egyenlő mennyiség, AB a kisebb, és a 
kisebbet váltakozva mindig kivonván a nagyobból, a maradék sose 
mérje az előzőt. Azt állítom, hogy az AB, CD mennyiségek összemér
hetetlenek. 

Ha ugyanis összemérhetők, méri őket valamely mennyiség. Mérje 
őket egy e mennyiség. AB mérje FD-t, és legyen a nála kisebb maradék 
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CF, CF mérje BG-t és legyen a nála kisebb maradék AG, és így tovább, 
amíg egy olyan mennyiség nem marad, mely kisebb e-nél (X. 1.). Tör
tént légyen ez meg, és legyen AG az e-nél kisebb maradék. Minthogy 

e méri AB-t, AB viszont méri DF-tt, e is 
méri FD-t (3. E.). Másrészt a teljes CD-t is 
méri, tehát a maradék CF-et is méri (2. E.). 
CF viszont méri BG-t, tehát e is méri 
BG-t, Másrészt a teljes AB-t is méri, tehát 

a maradék AG-l is méri, a nagyobb a kisebbet, ami lehetetlen. Nem 
méri tehát semelyik mennyiség az AB, CD mennyiségeket: összemér-
hetetlenek tehát az AB, CD mennyiségek. 

Ha tehát van két nem egyenlő mennyiség... s a többi. 
F . : X . 3. v.ö. II. 9.* 

X. 3. Tétel 
Keressük meg két adott összemérhető mennyiség legnagyobb közös 

mértékét! 
Legyen az adott két összemérhető mennyiség AB és CD, s közülük 

AB a kisebb. Az AB, CD mennyiségeknek kell tehát megkeresni a leg
nagyobb közös mértékét. 

Az AB mennyiség vagy méri CD-t, vagy nem. Ha méri - önmagát 
szintén méri - akkor AB közös mértéke 
AB-aék és CD-nek. És nyilván a legna
gyobb, AB-nél nagyobb mennyiség ugyan
is nem osztja AB-t. 

Ne mérje most AB a CD-t. Ekkor a 
kisebbet váltakozva mindig kivonva a nagyobból a maradék egyszer 
mérni fogja az előzőt, mivel AB és CD nem összemérhetetlen (X. 2.). 
AB mérje ED-t, és legyen a nála kisebb maradék EC, EC mérje FB-t, 
és legyen a nála kisebb maradék AF, s AF mérje CE-t. 

Minthogy AF méri CE-t, CE viszont méri FB-t, AF is méri FB-t 
(3. E.). Másrészt önmagát is méri, tehát a teljes AB-t is méri AF. 
Viszont AB méri DE-t, tehát AF is méri ED-t. Másrészt CE-t is méri, 
tehát a teljes CD-t is méri: AF tehát közös mértéke ^4.8-nek és CD-
nek. Azt állítom, hogy a legnagyobb. Ellenkező esetben ugyanis léte
zik egy ^F-nél nagyobb mennyiség, mely méri AB-t és CD-t. Legyen 
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ez g. Minthogy g méri AB-t, AB pedig méri ED-t, g is méri ED-X. Más
részt a teljes CD-t is méri, g tehát méri a maradék CE-t. CE viszont 
méri FB-t, tehát g is méri FB-t. Másrészt a teljes AB-t is méri, így a 
maradék AF-et is méri, a nagyobb a kisebbet, ami lehetetlen. Nem 
méri tehát semelyik AF-nél nagyobb mennyiség AB-t és CD-t: AF 
tehát AB-nek és CD-nek a legnagyobb közös mértéke. 

Megtaláltuk tehát két adott összemérhető mennyiség, AB és CD 
legnagyobb közös mértékét. Fpptn e/t kellett megmutatni. 

P.fx. 4. 

Ebből már nyilvánvaló, hogy ha egy mennyiség mér két mennyisé
get, akkor a legnagyobb közös mértéküket is méri. 

F. : X. 4. 

X. 4. Tétel 
Keressük meg három adott összemérhető mennyiség legnagyobb közös 

mértékét! 
Legyen az adott három összemérhető mennyiség 

a, b és c. a-nak, b-nek és c-nek kell tehát megke
resni a legnagyobb közös mértékét. 

Vegyük ugyanis kettőnek, a-nak és b-nek a leg
nagyobb közös mértékét (X. 3.). Ez legyen d. d 
vagy méri c-t, vagy nem [méri]. 

Mérje először. Minthogy d méri c-t, és méri a-t 
és b-t is, d méri a-t, b-t és c-t. d tehát közös mér
téke a-nak, b-nek és c-nek. S nyilvánvaló az is, hogy a legnagyobb, 
d-né\ nagyobb mennyiség ugyanis nem méri a-t és b-t. 

Ne mérje most d a c-t. Azt állítom először is, hogy c és d összemér
hető. Minthogy ugyanis a, b és c összemérhetők, méri őket valamely 
mennyiség, mely nyilván fl-t és b-t is méri, úgyhogy a és b legnagyobb 
közös mértékét, d-t is méri (X. 3. K.). Másrészt c-t is méri, úgyhogy az 
említett mennyiség méri c-t és d-t: összemérhető tehát c és d. Vegyük 
hát a legnagyobb közös mértéküket (X. 3.). Ez legyen e. Minthogy 
e méri d-t, d ellenben méri a-t és b-t, e is méri a-t és b-t. Viszont c-t is 
méri, tehát e méri a-t, b-t és c-t: e közös mértéke a-nak, b-nek és c-nek. 
Azt állítom, hogy a legnagyobb. Ellenkező esetben ugyanis legyen 
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/valamely c-nél nagyobb mennyiség, mely méri a-t, b-t és c-t. Minthogy 
/ méri a-t, b-t és c-t, a-t és b-t is méri, meg a és b legnagyobb közös 
mértékét is méri. a és b legnagyobb közös mértéke viszont d, / tehát 
méri d-t. Másrészt c-t is méri, tehát / méri c-t és d-t, tehát c és d leg
nagyobb közös mértékét is m é r i / Ez viszont e, tehát/méri e-t, a na
gyobb a kisebbet, ami lehetetlen. Nem méri tehát semelyik c-nél na
gyobb mennyiség a-t, b-t és c-t: e tehát a legnagyobb közös mértéke 
a-nak, b-nek és c-nek, ha d nem méri c-t, ha pedig méri, maga c. 

Megtaláltuk tehát három adott összemérhető mennyiség legnagyobb 
közös mértékét. [Éppen ezt kellett megmutatni.] 

Következmény 
Ebből már nyilvánvaló, hogy ha egy mennyiség mér három mennyi

séget, akkor a legnagyobb közös mértéküket is méri. 
Hasonlóképp nyerhető több mennyiség esetén is a legnagyobb 

közös mérték, és a következmény is igaz marad. 

X. 5. Tétel 
Összemérhető mennyiségek úgy aránylanak egymáshoz, mint egy 

szám egy másikhoz* 
Legyenek a és b összemérhető mennyiségek. Azt állítom, hogy 

a úgy aránylik b-hez, mint egy szám egy másikhoz. 
Minthogy ugyanis a és b összemérhető, méri 

őket valamely mennyiség. Mérje egy c meny-
nyiség. Legyen annyi egység d-ben, ahányszor 
megvan c az a-ban, s annyi egység legyen e-
ben, ahányszor megvan c a b-ben. 

Minthogy c a d-beli egységek számaszor van meg a-ban, s az egység 
d-ben szintén az abban levő egységek számaszor van meg, az egység 
ugyanannyiszor van meg a d számban, mint a c mennyiség a-ban. 
Amint tehát c az a-hoz, úgy aránylik az egység d-hez, s fordítva, 
amint a a c-hez, úgy d az egységhez (V. 7. K.). Ismét, minthogy c az 
c-beli egységek számaszor van meg b-ben, s az egység c-ben szintén 
az abban levő egységek számaszor van meg, az egység ugyanannyiszor 
van meg c-ben, mint c a b-ben. Amint tehát c a b-hez, úgy aránylik az 
egység e-hez. Megmutattuk, hogy amint a a c-hez, úgy aránylik d az 
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egységhez, egyenlő sok tagon át tehát amint a a b-hez, úgy aránylik 
a d szám e-hez (V. 22.). 

Az a, b összemérhető mennyiségek tehát úgy aránylanak egymáshoz, 
mint a d szám az c számhoz. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F . :X. 8-9., 11-12. 

X. 6. Tétel 
Ha két mennyiség úgy aránylik egymáshoz, mint egy szám egy másik

hoz, akkor összemérhetők a mennyiségek. 
Arányuljék ugyanis úgy egymáshoz két mennyiség, a és b, mint a 

d szám az e számhoz. Azt állítom, hogy összemérhetők az a, b mennyi
ségek. 

Ahány egység van d-ben, annyi egyenlő részre bontsuk föl a-t*, és az 
egyikükkel legyen egyenlő c, és ahány egység van e-ben, annyi c-vel 
egyenlő mennyiségből álljon /. 

Minthogy tehát a-ban annyi c-vel egyenlő mennyiség van, ahány 
egység van d-ben, c ugyanaz a hányada a-nak, mint az egység d-nek. 
Az egység osztja a d számot, tehát c méri 
a-t. Minthogy az egység úgy aránylik d-hez, 
mint c az a-hoz, fordítva d úgy aránylik az 
egységhez, mint a a c-hez (V. 7. K.). Ismét, 
minthogy /-ben annyi c-vel egyenlő mennyi
ség van, ahány egység c-ben, az egység úgy 
aránylik c-hez, mint c az /-hez. Megmutat
tuk, hogy d úgy aránylik az egységhez, mint a a c-hez, így egyenlő 
sok tagon át d úgy aránylik c-hez, mint a az /-hez (V. 22.). Amint 
viszont d az c-hez, úgy aránylik a a b-hez, a tehát úgy aránylik /-hez, 
mint b-hez (V. 11.). a-nak tehát b, /mindegyikéhez ugyanaz az ará
nya, b tehát egyenlő /-fel (V. 9.). c viszont méri/-et, tehát b-t is méri. 
Másrészt a-t is méri; c tehát méri a-t és b-t: a és b összemérhető. 

Ha tehát két mennyiség úgy aránylik egymáshoz... s a többi. 
F.: X. 7., 9., 9. K., 11-12., 18., 26., 29., 34., 36., 38-40., 44., 48-55., 

57., 75., 85-87., 89-90.; XIII. 6. 

Következmény 
Ebből már nyilvánvaló, hogy ha van két szám, dés c, és egy szakasz, 

a, akkor elérhető, hogy a szakasz úgy arányuljék egy másik szakasz-
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hoz, mint a d szám az e számhoz. Ha pedig vesszük a és/középarányo
sát (VI. 13.), b-t, akkor amint a az /-hez, úgy aránylik a négyzete b 
négyzetéhez, azaz amint az első szakasz a harmadikhoz, úgy az elsőre 
emelt (sokszög) a másodikra emelt hasonló és hasonlóan elhelyezkedő 
(sokszög)höz (VI. 19. K.). Amint viszont a az /-hez, úgy aránylik a 
d szám az e számhoz. Elértük tehát, hogy amint a d szám az e szám
hoz, úgy aránylik a négyzete b négyzetéhez. Éppen ezt kellett meg
mutatni. 

F. : X. 10., 29-30., 48-53., 86-88. 

X. 7. Tétel 
Összemérhetetlen mennyiségek nem úgy aránylanak egymáshoz, mint 

egy szám egy másikhoz. 
Legyenek a és b összemérhetetlen mennyiségek. Azt állítom, hogy 

a nem úgy aránylik b-hez, mint egy szám egy másikhoz. 
Ha ugyanis a úgy aránylik Z?-hez, mint egy szám egy másikhoz, 

akkor a összemérhető b-vel (X. 6.). De nem az, tehát a nem úgy arány
lik &-hez, mint egy szám egy másikhoz. 

Összemérhetetlen mennyiségek tehát nem úgy aránylanak egymás
hoz, stb. 

F . :X. 11. 

X. 8. Tétel 
Ha két mennyiség nem úgy aránylik egymáshoz, mint egy szám egy 

másikhoz, akkor összemérhetetlenek a mennyiségek. 
Ne arányuljék ugyanis egymáshoz két mennyiség, a és b úgy, mint 

egy szám egy másikhoz. Azt állítom, hogy az a és ab mennyiség össze
mérhetetlen. 

Ha ugyanis összemérhetők, a úgy aránylik 6-hez, mint egy szám 
egy másikhoz (X. 5.). De nem úgy aránylik, tehát az a és ab mennyiség 
összemérhetetlen. 

F. :X. 11. 

X. 9. Tétel 
A lineárisan összemérhető szakaszokra emelt négyzetek úgy arány

lanak egymáshoz, mint egy négyzetszám egy másikhoz; és az oly négy
zeteknek, melyek úgy aránylanak egymáshoz, mint egy négyzetszám 
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egy másikhoz, lineárisan összemérhetők az oldalaik. A lineárisan össze
mérhetetlen szakaszokra emelt négyzetek viszont nem úgy aránylanak 
egymáshoz, mint egy négyzetszám egy másikhoz; és az oly négyzetek
nek, melyek nem úgy aránylanak egymáshoz, mint egy négyzetszám egy 
másikhoz, az oldalaik sem lineárisan összemérhetők. 

Legyen ugyanis aés b lineárisan összemérhető. Azt állítom, hogy a 
négyzete úgy aránylik b négyzetéhez, mint egy négyzetszám egy másik
hoz. 

Minthogy ugyanis a lineárisan összemérhető i-vel, a úgy aránylik 
i-hez, mint egy szám egy másikhoz (X. 5.). Arányuljék úgy, mint 
c a d-hez. Minthogy amint a a 6-hez, úgy aránylik 
c a J-hez, és rt-nak i-hez való arányának kétszerese 
a négyzetének b négyzetéhez való aránya - hasonló 
sokszögek ugyanis egymással a megfelelő oldalak
hoz képest kétszeres arányban állnak (VI. 20. 1. 
K.) -, c-nek <i-hez való arányának pedig kétszerese c négyzetének 
d négyzetéhez való aránya - két négyzetszám között ugyanis van egy 
középarányos szám, és a négyzetszámok egymással az oldalaikhoz 
képest kétszeres arányban állnak (VIII. 11.) -, amint tehát a négy
zete b négyzetéhez, úgy aránylik c négyzete d négyzetéhez. 

Arányuljék most amint a négyzete b négyzetéhez, úgy a c szám 
négyzete a d szám négyzetéhez. Azt állítom, hogy a lineárisan össze
mérhető i-vel. 

Minthogy ugyanis amint a négyzete b négyzetéhez, úgy aránylik 
c négyzete d négyzetéhez, és a négyzetének b négyzetéhez való aránya 
kétszerese a-nak i-hez való arányának, c négyzetének d négyzetéhez 
való aránya pedig kétszerese c-nek d-h&z való arányának, amint a a i-
hez, úgy aránylik c a d-hez. a tehát úgy aránylik i-hez, mint a c szám 
a d számhoz; lineárisan összemérhető tehát a a i-vel (X. 6.). 

Legyen most a lineárisan összemérhetetlen i-vel. Azt állítom, hogy 
a négyzete nem úgy aránylik b négyzetéhez, mint egy négyzetszám 
egy négyzetszámhoz. 

Ha ugyanis a négyzete úgy aránylik i négyzetéhez, mint egy négy
zetszám egy négyzetszámhoz, akkor a összemérhető i-vel. De nem az, 
a négyzete tehát nem úgy aránylik i négyzetéhez, mint egy négyzet
szám egy négyzetszámhoz, 
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Megfordítva, most ne arányuljék úgy a négyzete b négyzetéhez, 
mint egy négyzetszám egy négyzetszámhoz. Azt állítom, hogy a lineá
risan összemérhetetlen b-vel. 

Ha ugyanis a összemérhető b-vel, a négyzete úgy aránylik b négy
zetéhez, mint egy négyzetszám egy négyzetszámhoz. De nem úgy arány
lik, tehát a nem mérhető össze lineárisan b-vel. 

Tehát a lineárisan összemérhető... stb. 
F.: X. 10., 29-30., 48-53., 85-90., 114.; XIII. 6., 1 1 . 

Következmény 
S a bizonyítottakból világos, hogy a lineárisan összemérhető szaka

szok négyzetesen is összemérhetők, a négyzetesen összemérhetők 
viszont általában nem mérhetők össze lineárisan is [minthogy a 
lineárisan összemérhető szakaszokra emelt négyzetek úgy aránylanak 
egymáshoz, mint egy négyzetszám egy négyzetszámhoz, s mennyiségek, 
melyek úgy aránylanak/mint egy szám egy másikhoz, összemérhetők 
(X. 6.); úgyhogy a lineárisan összemérhető szakaszok nemcsak lineá
risan, hanem négyzetesen is összemérhetők. 

Másrészt, minthogy amely négyzetek úgy aránylanak egymáshoz, 
mint egy négyzetszám egy négyzetszámhoz, mint megmutattuk, lineá
risan összemérhetők, és négyzetesen is összemérhetők, mivel úgy 
aránylanak, mint egy szám egy számhoz, így amely négyzetek nem 
úgy aránylanak, mint egy négyzetszám egy négyzetszámhoz, hanem 
csak mint egy szám egy számhoz, maguk ugyan négyzetesen össze
mérhetők, de lineárisan nem; úgyhogy a lineárisan összemérhető 
négyzetek négyzetesen is összemérhetők, a négyzetesen összemérhetők 
viszont általában nem mérhetők össze lineárisan is, hacsak nem úgy 
aránylanak, mint egy négyzetszám egy négyzetszámhoz. 

Azt állítom, hogy a lineárisan összemérhetetlen szakaszok általá
ban nem négyzetesen is összemérhetetlenek, minthogy előfordulhat, 
hogy a négyzetesen összemérhető szakaszok nem úgy aránylanak, 
mint egy négyzetszám egynégyzetszámhoz, és ezért - noha négyzetesen 
összemérhetők - lineárisan'összemérhetetlenek; úgyhogy a lineárisan 
összemérhetetlen szakaszok általában nem négyzetesen is összemérhe
tetlenek," hanem - noha' lineárisan összemérhetetlenek - négyzetesen 
lehetnek mind összemérhetetlenek, mind összemérhetők. 
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A négyzetesen összemérhetetlen szakaszok viszont mind lineárisan 
is összemérhetetlenek; ha ugyanis lineárisan összemérhetők, akkor 
négyzetesen is összemérhetők. De feltevés szerint összemérhetetlenek, 
ami ellentmondás. A négyzetesen összemérhetetlen szakaszok tehát 
lineárisan is összemérhetetlenek. 

F . : X . 19. L. 
X. 10. Lemma 

Megmutattuk az aritmetikai könyvekben, hogy hasonló síkszámok 
úgy aránylanak egymáshoz, mint két négyzetszám (VIII. 26.), és 
hogyha két szám úgy aránylik egymáshoz, mint két négyzetszám, 
akkor hasonló síkszámok.* S ebből világos, hogy nem hasonló sík
számok - azaz amelyeknek nem arányosak az oldalaik - nem úgy 
aránylanak egymáshoz, mint két négyzetszám. Ha ugyanis úgy arány
lanak, akkor hasonló síkszámok, aminek az ellenkezőjét tettük föl. 
A nem hasonló síkszámok tehát nem úgy aránylanak egymáshoz, 
mint két négyzetszám. 

X. 10. Tétel 
Adott szakaszhoz keressünk két másikat, melyek egyike csak lineá

risan, másika négyzetesen is összemérhetetlen vele! 
Legyen a az adott szakasz. Két szakaszt kell tehát keresni, melyek 

egyike csak lineárisan, másika négyzetesen is összemérhetetlen a-val. 
Vegyünk ugyanis két számot b-t és c-t, melyek nem úgy aránylanak 

egymáshoz, mint két négyzetszám, azaz nem hasonló síkszámok (L.), 
és arányuljék amint b a c-hez, úgy a négyzete d négyzetéhez - ezt el 
tudjuk érni (X. 6. K.). Ekkor a négyzete össze
mérhető d négyzetével (X. 6.). Minthogy b nem 
úgy aránylik c-hez, mint egy négyzetszám egy 
négyzetszámhoz, a négyzete sem úgy aránylik d 
négyzetéhez, mint egy négyzetszám egy négyzet
számhoz, tehát a lineárisan összemérhetetlen 
d-vel (X. 9.). Vegyük a és d középarányosát, e-t 
(VI. 13.). Ekkor amint a a <s?-hez, úgy aránylik a 
négyzete e négyzetéhez (VI. 19. K.). a lineá
risan összemérhetetlen d-vel, tehát a négyzete is összemérhetetlen e 
négyzetével (X. 11.), tehát a négyzetesen összemérhetetlen e-vel. 
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Találtunk tehát az adott a szakaszhoz- két szakaszt, melyek egyike, 
d, csak lineárisan, másika, e, négyzetesen és nyilván lineárisan is 
összemérhetetlen vele. [Éppen ezt kellett megmutatni.] 

F.: X. 27-28. 

X. 11. Tétel 
Ha négy mennyiség arányos; és az első összemérhető a másodikkal, 

akkor a harmadik is összemérhető a negyedikkel; és ha az első össze
mérhetetlen a másodikkal, akkor a harmadik is összemérhetetlen a 
negyedikkel. 

Legyen a, 6, c és d négy arányos mennyiség: amint a a b-hez, úgy 
c a d-hez, és legyen a összemérhető 6-vel. Azt állí
tom, hogy c is összemérhető d-vel. 

Minthogy ugyanis a összemérhető b-vel, a úgy 
aránylik b-hez, mint egy szám egy számhoz (X. 
5.). c úgy aránylik c/-hez, mint a a 6-hez, tehát c 

szintén úgy aránylik d-hez, mint egy szám egy számhoz (V. 11,); 
c tehát összemérhető <í-vel (X. 6.). 

Ne legyen most a összemérhető 6-vel. Azt állítom, hogy c sem össze
mérhető d-ve\. Minthogy ugyanis a összemérhetetlen 6-vel, a nem 
úgy aránylik 6-hez, mint egy szám egy számhoz (X. 7.), c úgy aránylik 
d-hez, mint a a 6-hez, tehát c a d-hez szintén nem úgy aránylik, mint 
egy szám egy számhoz (V.ll.); c tehát összemérhetetlen d-vel (X. 8.). 

Ha tehát négy mennyiség arányos.. . stb. 
F.: X. 10., 12., 14., 19-20., 22-24., 26-28., 31-35., 38., 41., 44., 47., 

54-55., 57-63., 65-68., 71-73., 75., 78., 81., 84., 91-94., 97., 99-105., 
110., 112-114. 

X. 12. letel 
Az ugyanazon mennyiséggel összemérhető mennyiségek egymással is 

összemérhetők. 
Legyenek ugyanis a és b mindketten összemérhetők c-vel. Azt állí

tom, hogy a a 6-vel szintén összemérhető. 
Minthogy ugyanis a összemérhető c-vcl, a úgy aránylik c-hez, 

mint egy szám cg)' számhoz (X. 5.). Arányuljck mint d az cTic/. 
Ismét, minthogy c összemérhető 6-vel, c úgy aránylik 6-hez, mint egy 
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szám egy számhoz. Arányuljék mint / a g-hez, és vegyünk e valahány 
adott arányhoz, d-nek e-hez és/-nekg-hcz való arányához, számokat, 
melyek rendre az adott arányokban állnak, h-t, k-t és l-et, úgyhogy 
amint d az e-hez, úgy h a k-hoz, amint pedig 
/a g-hez, úgy k az /-hez (Vili. 4.). 

Minthogy amint a a c-hez, úgy aránylik d 
az e-hez, amint pedig d az e-hez, úgy h a k-
hoz, /i úgy aránylik A;-hoz, mint a a c-hez 
(V. 11.). Ismét, minthogy amint c a 6-hez, 
úgy aránylik / a g-hez, amint pedig / a g-hez, 
úgy k az /-hez, A: úgy aránylik /-hez, mint c 
a 6-hez. Másrészt /Í úgy aránylik k-hoz, mint 
fl a c-hez, egyenlő sok tagon át tehát h úgy 
aránylik /-hez, mint a a 6-hez (V. 22.). a tehát 
úgy aránylik 6-hez, mint a // szám az / számhoz; a tehát összemér
hető 6-vel (X. 6.). 

Az ugyanazon a mennyiséggel összemérhető mennyiségek tehát 
egymással is összemérhetők. Éppen ezt kellett megmulatni. 

F . : X. 13., 17., 19., 22., 54., 58., 66., 69., 91~ 103., 111-114. 

X. 13. Tétel 
Ha két mennyiség összemérhető, és az egyikük összemérhetetlen 

valamely mennyiséggel, akkor a másik is összemérhetetlen ugyanezzel a 
mennyiséggel. 

Legyen a és 6 két összemérhető mennyiség, és legyen az egyikük, a, 
összemérhetetlen valamely harmadik c mennyiséggel. Azt 

Q állítom, hogy a másik mennyiség, 6 is összemérhetetlen c-vel. 
Ha ugyanis 6 összemérhető c-vel, és a összemérhető 6-vel, 

t " x akkor a is összemérhető c-vel (X. 12.). Viszont összemér
hetetlen is vele, ami lehetetlen. 6 tehát nem összemérhető 

! | c-vel: összemérhetetlen tehát. 
Ha tehát két mennyiség összemérhető... stb. 

F. : X. 18., 21., 22-23., 26., 35-36., 38., 44., 54-61., 63-64., 66., 68., 
75., 81., 92-93., 99., 103-105., 108-109., 111., 113. 
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X. 14. Lemma 
Két adott nem egyenlő szakaszhoz keressük meg, mennyivel na

gyobb a négyzetértéke a nagyobbnak a kisebbnél. 
Legyen a két adott nem egyenlő szakasz AB és c, és közülük AB a 

nagyobb. Meg kell tehát keresni, mennyivel nagyobb a négyzetértéke 
AB-nek c-nél. 

Emeljünk AB-re egy ADB félkört, illesszünk bele egy c-vel egyenlő 
AD szakaszt (IV. 1.), és húzzuk meg DB-t. Ekkor nyilvánvaló, hogy az 
ADB szög derékszög (III. 31.), és hogy AB-nek AD-nél, azaz c-nél 
DB-vel nagyobb a négyzetértéke (1.47.). 

Hasonlóképp, két adott szakaszhoz összegükkel négyzetesen egyen
lőt így találhatjuk meg: 

Legyen a két adott szakasz AD és DB, és kelljen megkeresni az 
összegükkel négyzetesen egyenlő szakaszt. Helyezzük őket úgy el, 
hogy AD és DB derékszöget fogjon közre, és húzzuk meg AB-t. 
Ismét nyilvánvaló, hogy AD és DB négyzetesen vett összege AB. 
Éppen ezt kellett megmutatni. 

F . : X. 14., 48., 85-90., XIII. 11. 

X. 14. Tétel 
Ha négy szakasz arányos, és az első négyzetértéke egy vele [lineári

san] összemérhető szakasz négyzetével nagyobb a másodikénál, akkor 
a harmadik négyzetértéke is egy vele [lineárisan] összemérhető szakasz 
négyzetével nagyobb a negyedikénél. S ha az első négyzetértéke egy vele 
[lineárisan] összemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb a másodiké
nál, akkor a harmadik négyzetértéke is egy vele [lineárisan] össze
mérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb a negyedikénél* 

Legyen a, b,césd négy arányos szakasz: amint a a fc-hez, úgy c a d-
hez, és legyen a négyzetértéke e négyzetével nagyobb 6-énél, c négyzet
értéke pedig / négyzetével nagyobb J-énél (L.). Azt állítom, hogy ha 
a összemérhető e-vel, akkor c is összemérhető /-fel, ha pedig a össze
mérhetetlen e-vel, akkor c is összemérhetetlen/-fel. 

Minthogy ugyanis amint a a b-hsz, úgy aránylik c a d-hez, amint a 
négyzete b négyzetéhez, úgy aránylik c négyzete d négyzetéhez (VI. 22.). 
a négyzetével viszont egyenlő e és b négyzetösszege, c-ével pedig dés f 
négyzetösszege. Amint tehát e és b négyzetösszege b négyzetéhez, úgy 
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aránylik d és /négyzetösszege d négyzetéhez. Szétbontva tehát, amint 
e négyzete b négyzetéhez, úgy/négyzete d négyzetéhez (V. 17.); amint 
tehát e a é-hez, ú g y / a of-hez (VI. 22.); invertálva 
tehát amint b az e-hez, úgy d az /-hez (V. 7. K.). 
Másrészt amint a a b-hzz, úgy c a d-hez, 
egyenlő sok tagon át tehát amint a az e-hez, 
úgy c az /-hez (V. 22.). Ha tehát a összemérhető 
e-vel, c is összemérhető /-fel, ha pedig a ösz-
szemérhetetlen e-vel, c is összemérhetetlen /-fel 
(X.1L). 

Ha t e h á t . . . stb. 
F . : X. 31-32., 66., 103., 112-113. 

X. 15. Tétel 
Ha összeadunk két összemérhető mennyiséget, akkor az összeg 

mindkettejükkel összemérhető; s ha az összeg egyikükkel összemérhető, 
akkor a tagok is összemérhetők. 

Adjunk össze ugyanis két összemérhető mennyiséget, AB-t és BC-t. 
Azt állítom, hogy az AC összeg az AB, BC mennyiségek mindegyikével 
összemérhető. 

Minthogy ugyanis az AB, BC mennyiségek összemérhetők, méri őket 
valamely mennyiség. Mérje egy d mennyiség. Mint
hogy d méri az AB, BC mennyiségeket, az AC ösz-
szeget is méri (1. E.). Viszont AB-t és BC-t is méri; 
d tehát méri AB-t, BC-t és AC-t: összemérhető 
tehát AC az AB, BC mennyiségek mindegyikével. 

Legyen most AC összemérhető ^4.0-vel. Azt állítom, hogy AB és 
BC is összemérhetők. 

Minthogy ugyanis az AC, AB mennyiségek összemérhetők, méri 
őket valamely mennyiség. Mérje egy d mennyiség. Minthogy d méri a 
CA, AB mennyiségeket, a maradék BC-t is méri (2. E.). Viszont AB-t 
is méri; d tehát méri AB-t és BC-t: összemérhetők tehát az AB, BC 
mennyiségek. 

Ha tehát összeadunk k é t . . . stb. 
F . : X. 17., 26., 36., 38., 54-55., 60-62., 73., 75., 91-93., 98-99., 

111-113. 
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X. 16. Tétel 
Ha összeadunk két összemérhetetlen mennyiségei, akkor az összeg 

mindkettejükkel összemérhetetlen; s ha az összeg egyikükkel össze
mérhetetlen, akkor a tagok is összemérhetetlenek. 

Adjunk össze ugyanis két összemérhetetlen mennyiséget, AB-t és 
BC-t. Azt állítom, hogy az AC összeg az AB, BC mennyiségek mind
egyikével összemérhetetlen. 

Ha ugyanis nem összemérhetetlenek a CA, AB mennyiségek, akkor 
méri őket valamely mennyiség. Tegyük föl, hogy méri egy d mennyiség. 

Minthogy d méri a CA, AB mennyiségeket, a ma
radék BC-t is méri. Viszont AB-t is méri; d tehát 
méri AB-t és BC-t: összemérhető' tehát AB és BC. 
Feltétel szerint viszont összemérhetetlenek is, ami 
lehetetlen. Nem méri tehát semmilyen mennyiség 

a CA, AB mennyiségeket: CA és AB összemérhetetlenek. Hasonló
képp mutathatnánk meg, hogy AC és CB is összemérhetetlenek. AC 
tehát összemérhetetlen az AB, BC mennyiségek mindegyikével. 

Legyen most AC összemérhetetlen az AB, BC mennyiségek egyiké
vel, méghozzá először ví.ö-vel. Azt állítom, hogy az AB, BC mennyisé
gek is összemérhetetlenek. 

Ha ugyanis összemérhetők, méri őket valamely mennyiség. Mérje 
egy d mennyiség. Minthogy d méri az AB, BC mennyiségeket, az AC 
összeget is méri. Viszont AB-t is méri; d tehát méri CA-t és AB-t: 
összemérhető tehát CA és AB. Feltétel szerint viszont összemérhetetle
nek is, ami lehetetlen. Nem méri tehát semmilyen mennyiség az AB, 
BC mennyiségeket: AB és BC összemérhetetlenek. 

Ha tehát összeadunk k é t . . . stb. 
F. : X. 18., 26., 36-37., 39-40., 73-74., 76-77. 

X. 17. Lemma 
Ha egy szakaszhoz úgy illesztünk egy paralelogrammát, hogy egy 

négyzet marad fönn, akkor az odaillesztett paralelogramma egyenlő a 
szakasznak az illesztés révén keletkezett szeletei közötti téglalappal. 

Illesszünk ugyanis úgy az AB szakaszhoz egy AD paralelogrammát, 
hogy egy DB négyzet maradjon fönn. Azt állítom, hogy AD egyenlő az 
AC és CB közötti téglalappal. 
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Ez eleve nyilvánvaló: minthogy ugyanis DB négyzet, DC egyenlő 
Cő-vel, és AD H7, AC és CD, azaz AC és CB közötti téglalap. 

Ha tehát egy szakaszhoz... stb. 
F.:X. 17-18. 

X. 17. Tétel 
Ha van két nem egyenlő szakasz, és a kisebb négyzetének negyed

részével egyenlő paralelogrammcil illesztünk a nagyobbhoz úgy, hogy egy 
négyzet marad fönn, és e szakasz lineárisan összemérhető darabokra 
bomlik, akkor a nagyobb szakasz négyzetértéke egy vele [lineárisan] 
összemérhető szakasz négyzetével nagyobb a kisebbénél; s ha a nagyobb 
szakasz négyzetértéke egy vele [lineárisan] összemérhető szakasz 
négyzetével nagyobb a kisebbénél, és a kisebb négyzetének negyedével 
egyenlő paralelogrammát illesztünk a nagyobbhoz úgy, hogy egy négyzet 
marad fönn, akkor e szakasz lineárisan összemérhető darabokra bomlik* 

Legyen a és BC két nem egyenlő szakasz, közülük BC a nagyobb, és 
illesszünk a kisebb a négyzetének negyedével, azaz a felének négyzeté
vel egyenlő paralelogrammát ÜÍC-hez úgy, hogy egy négyzet maradjon 
fönn (VI. 28.). Legyen az odaillesztett alakzat a BD és DC közötti 
téglalap (L.), és BD lineárisan összemérhető 
DC-vel. Azt állítom, hogy BC négyzetértéke 
egy vele összemérhető szakasz négyzetével 
nagyobb a-énál. 

Legyen ugyanis BC felezőpontja E (1.10.), és 
mérjünk föl egy Z>i?-vel egyenlő EF-et (I. 3.). 
likkor a maradék DC egyenlő J5F-fel. Mint
hogy a BC szakaszt kettéosztottuk egyenlő részekre az E és nem egyen
lőkre a D pontban, a BD és DC közötti téglalapnak és ED négyzetének 
az összege egyenlő EC négyzetével (II. 5.), szintúgy a négyszeresek: a 
BD és DC közötti téglalap négyszerese meg DE négyzete négyszerese 
egyenlő EC négyzetének négyszeresével. Viszont a BD és DC közötti 
téglalap négyszeresével egyenlő a négyzete, DE négyzetének négysze
resével egyenlő DF négyzete - DF ugyanis kétszerese .DIs-nek -, EC 
négyzetének négyszeresével pedig egyenlő BC négyzete - ismét mert 
BC kétszerese CE-nek. a és DF négyzetösszege tehát egyenlő BC négy
zetével, úgyhogy BC négyzete DF négyzetével nagyobb a négyzeténél, 
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BC négyzetértéke tehát DF-fel nagyobb a-énál. Azt kell még megmutat
ni, hogy BC összemérhető DF-fel. Minthogy BD lineárisan összemér
hető DC-vel, BC is lineárisan összemérhető CD-vei (X. 15.). Másrészt 
CD lineárisan összemérhető CD és BF összegével, mert CD egyenlő 
.BF-fel. BC is lineárisan összemérhető tehát BF és CD összegével 
(X. 12.), úgyhogy az FD maradék is lineárisan összemérhető 5C-vel: 
BC négyzetértéke tehát egy vele összemérhető szakasz négyzetével 
nagyobb a-énál. 

Legyen most BC négyzetéríéke egy vele összemérhető szakasz 
négyzetével nagyobb cz-énál, és illesszünk egy a négyzetének negyedé
vel egyenlő paralelogrammát i?C-hez úgy, hogy egy négyzet maradjon 
fönn. Legyen az odaillesztett alakzat a BD és DC közötti téglalap. 
Azt kell megmutatni, hogy BD lineárisan összemérhető DC-vel. 

Az előbbiekkel azonos lépésekkel hasonlóképp mutatható meg, 
hogy BC négyzetértéke FD négyzetével nagyobb íz-énál. BC négyzet
értéke viszont egy vele összemérhető szakasz négyzetével nagyobb 
tz-énál, tehát BC lineárisan összemérhető FD-vel, úgyhogy a maradék 
Z?F meg DC összeggel is lineárisan összemérhető BC (X. 15.). 2?Fés DC 
összege viszont [lineárisan] összemérhető DC-vel (X. 6.), úgyhogy 
BC is lineárisan összemérhető CD-vei (X. 12.), és szétbontva BD lineá
risan összemérhető DC-vel (X. 15.). 

Ha tehát van két nem egyenlő szakasz... stb. 
F . : X. 54-55., 60-62., 91-93., 97-98. 

X. 18. Tétel 
Ha van két nem egyenlő szakasz, és a kisebb négyzetének negyed

részével egyenlő paralelogrammát illesztünk a nagyobbhoz úgy, hogy 
egy négyzet marad fönn, és e szakasz [lineárisan] összemérhetetlen 
darabokra bomlik, akkor a nagyobb szakasz négyzetértéke egy vele 
összemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb a kisebbénél; s ha a na
gyobb szakasz négyzetértéke egy vele összemérhetetlen szakasz négyze
tével nagyobb a kisebbénél, és a kisebb négyzetének negyedével egyenlő 
paralelogrammát illesztünk a nagyobbhoz úgy, hogy egy négyzet marad 
fönn, akkor a szakasz [lineárisan] összemérhetetlen darabokra bomlik* 

Legyen a és BC két nem eg)'enlő szakasz, közülük BC a nagyobb, és 
illesszünk egy, a kisebb a négyzetének negyedével egyenlő paralelog-
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rammát BC-hez úgy, hogy egy négyzet maradjon fönn (VI. 28.). Le
gyen az odaillesztett alakzat a BD és DC közötti téglalap (X. 17. L.), és 
BD lineárisan összemérhetetlen DC-vel. Azt állítom, hogy BC négyzet
értéke egy vele összemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb ű-énál. 

Az előző tételbeliekkel azonos lépések során hasonlóképp mutat
ható meg, hogy BC négyzetértéke FD négyzetével nagyobb ű-énál. 
Azt kell megmutatni, hogy BC lineárisan 
összemérhetetlen DF-fel. Minthogy BD li
neárisan összemérhetetlen DC-vel, BC is 
lineárisan összemérhetetlen CD-vel (X. 16.). 
DC viszont összemérhető' BF és DC összegé
vel (X. 6.), tehát BC a BF és DC összegével 
is összemérhetetlen (X. 13.), úgyhogy a maradék FD-vel is lineárisan 
összemérhetetlen BC (X. 16.). S BC négyzetértéke FD négyzetével 
nagyobb ű-énál: BC négyzetértéke tehát egy vele összemérhetetlen 
szakasz négyzetével nagyobb ű-énál. 

Megfordítva, legyen most BC négyzetértéke egy vele összemérhetet
len szakasz négyzetével nagyobb ű-énál, és illesszünk egy a négyzeté
nek negyedével egyenlő' paralelogrammát BC-hez úgy, hogy egy négy
zet maradjon fönn. Legyen az odaillesztett alakzat a BD és DC közötti 
téglalap. Azt kell megmutatni, hogy BD lineárisan összemérhetetlen 
DC-vel. 

Az előbbiekkel azonos lépések során hasonlóképp mutatható 
meg, hogy BC négyzetértéke FD négyzetével nagyobb ű-énál. BC 
négyzetértéke viszont egy vele összemérhetetlen szakasz négyzetével 
nagyobb ű-énál, tehát BC lineárisan összemérhetetlen FD-vel, úgyhogy 
a maradék BF meg DC összeggel is összemérhetetlen BC (X. 16.). 
BF és DC összege viszont lineárisan összemérhető DC-vel (X. 6.), 
tehát BC DC-vel is lineárisan összemérhetetlen (X. 13.), úgyhogy 
szétbontva BD lineárisan összemérhetetlen DC-vel (X. 16.). 

Ha tehát van két nem egyenlő... stb. 
F. : X. 33-34., 57-58., 63-65., 94-96., 100-102. 

X. 19. Lemma 
Miután megmutattuk, hogy a lineárisan összemérhető szakaszok 

négyzetesen is összemérhetők, a négyzetesen összemérhetők viszont 
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általában nem mérhetők Össze lineárisan is, hanem lineárisan lehetnek 
mind összemérhetők, mind összemérhctetlenck (X. 9. K.), nyilvánvaló, 
hogy ha valamely szakasz az adott racionálissal lineárisan összemér 
hető, akkor racionálisnak és azzal nemcsak lineárisan, hanem négy
zetesen is összemérhetőnek mondjuk, minthogy a lineárisan össze
mérhető szakaszok négyzetesen is azok; ha pedig valamely szakasz 
négyzetesen összemérhető az adott racionálissal, akkor ha lineárisan 
is az vele, racionálisnak és azzal lineárisan és négyzetesen összemérhe
tőnek mondjuk, ha pedig valamely szakasz - noha ismét négyzetesen 
összemérhető az adott racionálissal - lineárisan összemérhetetlen vele, 
csak négyzetesen összemérhető racionálisnak mondjuk. 

X. 19. Tétel 
Lineárisan összemérhető és a fönt említett módok valamelyikén racio

nális szakaszok által közrefogott téglalap racionális. 
Fogják ugyanis közre a lineárisan összemérhető AB, BC racionális 

szakaszok az AC téglalapot. Azt állítom, hogy AC racionális. 
Emeljük ugyanis AB-re az AD négyzetet. Ekkor 

AD racionális. Minthogy AB lineárisan összemér
hető BC-vel és AB egyenlő BD-vel, BD lineárisan 
összemérhető BC-vel. S amint BD a i?C-hez, úgy 
aránylik DA az AC-hez (VI. ].). DA tehát össze
mérhető AC-vel (X. 11.). DA viszont racionális, 
tehát AC is racionális (X. 12.). 

Tehát lineárisan összemérhető é s . . . stb. 
F.: X. 25., 54-55., 57., 71., 91-92., 94. 

X. 20. Tétel 
Ha egy racionális szakaszhoz racionális felületet illesztünk, a széles

sége racionális lesz és lineárisan összemérhető azzal a szakasszal, amely 
mellé helyeztük. 

illesszük ugyanis az - ismét a fönt említett módok valamelyikén 
racionális AB szakaszhoz az AC racionális felületet, melynek legyen 
BC a szélessége. Azt állítom, hogy BC racionális és lineárisan össze
mérhető BA-val. 

Emeljük ugyanis AB-re az AD négyzetet. Ekkor AD racionális. 
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AC is racionális, tehát DA összemérhető' AC-vd (X. 
12.). Amint DA az AC-he/, úgy aránylik DB a ISC-lu-/. 
(VI. 1.), tehát £>5 is összemérhető £C-vel (X. 11.). DB 
viszont egyenlő BA-val, tehát AB is összemérhető BC-
vel. ^(fi viszont racionális, tehát BC is racionális és li
neárisan összemérhető AB-\e\. 

Ha tehát egy racionális szakaszhoz racionális... 
stb. 

F . : X. 26., 38., 60-61., 63-64., 75., 78., 97., 100-101., 108., 112-113., 
115. 

X. 21. Tétel 
Csak négyzetesen összemérhető racionális szakaszok által közre

fogott téglalap irracionális, és a szakasz, melynek négyzetértéke, irra
cionális*, mégpedig nevezzük mediálisnak. 

Fogják ugyanis közre a csak négyzetesen összemérhető AB, BC 
racionális szakaszok az AC téglalapot. Azt állítom, hogy AC irra

cionális, és a szakasz, melynek négyzetértéke, irracio
nális, mégpedig nevezzük mediálisnak. 

Emeljük ugyanis AB-ie az AD négyzetet. Ekkor 
AD racionális. Minthogy AB lineárisan összemérhe
tetlen ŐC-vel - feltettük ugyanis, hogy csak négyzete
sen összemérhetők -, és AB egyenlő BD-ve\, DB is 
lineárisan összemérhetetlen jBC-vel. S amint DB BC-
hez, úgy aránylik AD az AC-hez (VI. 1.), DA tehát 

összemérhetetlen ^C-vel (X. 11.). DA viszont racionális, tehát AC 
irracionális (X. 13.), úgyhogy a szakasz, melynek négyzetértéke AC 
[azaz melynek négyzete egyenlő AC-vel], szintén irracionális, mégpe
dig nevezzük mediálisnak. Éppen ezt kelleti megmutatni. 

F.: X. 22-23., 25., 27-28., 31-33., 55-61., 79.^81., 91., 93., 96-97. 

X. 22. Lemma 
Ha van két szakasz, akkor amint az első a másodikhoz, úgy aránylik 

az első négyzete a két szakasz közötti téglalaphoz. 
Legyen FE és EG két szakasz. Azt állítom, hogy amint FE az EG-

hez, úgy aránylik FE négyzete az FE és EG közötti téglalaphoz. 

299 



Emeljük ugyanis FF-re a DF négyzetet, és egészítsük ki a GD tégla
lapot. Minthogy amint FE az EG-hez, úgy aránylik FD a DG-hez (VI. 
1.), és FD az FF négyzete, DG pedig a D.E és EG közötti, azaz az FE és 
EG közötti téglalap, amint tehát FE az EG-hez, úgy aránylik FE négy
zete az FE és FG közötti téglalaphoz. Hasonlóképp amint a GF és EF 
közötti téglalap EF négyzetéhez, azaz amint GD az FD-hez, úgy GE 
az FF-hez. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: X. 22., 26., 31-32., 35-36., 38., 44., 47., 60., 62., 67., 71., 73., 97., 
102., 104. 

X. 22. Tétel 
Ha egy mediális négyzetét racionális szakaszhoz illesztjük, akkor 

a keletkező idom szélessége racionális lesz és lineárisan összemérhetet
len azzal a szakasszal, amely mellé helyeztük. 

Legyen ugyanis a egy mediális, CB egy racionális, és illesszük BC-
hez az a négyzetével egyenlő BD téglalapot (I. 44.), melynek legyen CD 
a szélessége. Azt állítom, hogy CD racionális és lineárisan összemér
hetetlen Cfl-vel. 

Minthogy ugyanis a mediális, a négyzetértéke egy csak négyzetesen 
összemérhető racionálisuk által közrefogott idom. Legyen GF a négy

zetértéke. BD is négyzetértéke, tehát BD 
egyenlő GF-fel. Másrészt egyenlő szögű 
is vele, viszont az egyenlő és egyenlő szö
gű paralelogrammáknak fordítva arányo
sak az egyenlő szögek melletti oldalaik 
(VI. 14.), amint tehát BC az EG-hez, úgy 
aránylik EF a CD-hez, így amint BC 
négyzete EG négyzetéhez, úgy EF négyze

te CD négyzetéhez (VI. 22.). CB négyzete összemérhető EG négyzeté
vel - racionális ugyanis mindkét szakasz -, tehát EF négyzete szintén 
összemérhető CD négyzetével (X. 11.). EF négyzete racionális, tehát CD 
négyzete is racionális (X. 12.), így CD racionális. Minthogy EF lineári
san összemérhetetlen FG-vel ugyanis csak négyzetesen összemérhetők 
- és amint EF az FG-hez, úgy aránylik EF négyzete az FE és EG közötti 
téglalaphoz (L.), EF négyzete összemérhetetlen az FE és EG közötti 
téglalappal (X. 11.). EF négyzetével viszont összemérhető CD négy-
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zete - a szakaszok ugyanis négyzetértékben racionálisok -, az Fii és EG 
közötti téglalappal pedig összemérhető a DC és CB közötti téglalap -
egyenlők ugyanis a négyzetével, tehát CD négyzete összemérhetetlen 
a DC és CB közötti téglalappal (X. 13.). Amint viszont CD négyzete a 
DC és CB közötti téglalaphoz, úgy aránylik DC a Cö-hez (L.), DC 
tehát lineárisan összemérhetetlen CZ?-vel (X. 11.). CD tehát racionális 
és lineárisan összemérhetetlen CB-vel. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F . : X. 23., 25-26., 38., 41., 44., 47., 61-65., 72., 75., 78., 81., 84., 97., 
99-102., 108., 110-111. 

X. 23. Tétel 
Mediálissal összemérhető* szakasz mediális. 
Legyen a mediális és b az a-val összemérhető. Azt állítom, hogy b is 

mediális. 
Vegyünk ugyanis egy CD racionálist, és illesszük CD-hez az a négy

zetével egyenlő CE téglalapot, melynek legyen ED a szélessége. Ekkor 
ED racionális és lineárisan összemérhetetlen 
CD-vel (X. 22.). Illesszük még CD-hez a b, 
négyzetével egyenlő CF téglalapot (I. 44.), 
melynek legyen DF a szélessége. Minthogy a 
összemérhető b-vel, a négyzete is összemér
hető b négyzetével, a négyzetével viszont 
egyenlő EC, fr-ével pedig egyenlő CF, tehát 
EC összemérhető CF-fel. S amint EC a CF-
hez, úgy aránylik ED DF-hez (VI. 1.), ED 
tehát lineárisan összemérhető DF-fel (X. 11.). 
ED racionális és lineárisan összemérhetetlen DC-vel, tehát DF is 
racionális és lineárisan összemérhetetlen DC-vel (X. 13.). CD és 
DF tehát csak négyzetesen összemérhető racionálisok. Az a sza
kasz viszont, melynek négyzetértéke egy csak négyzetesen összemér
hető szakaszok közötti téglalap, mediális, tehát az a szakasz, melynek 
négyzetértéke a CD és DF közötti téglalap, mediális. 6-nek négyzet
értéke a CD és DF közötti téglalap, b tehát mediális. 

F . : X. 27-28., 31-32., 67., 97., 104. 

301 



Következmény 
EbbŐl már nyilvánvaló, hogy niediális idommal összemérhető idom 

mediális. [Ugyanis olyan szakaszok négyzetértékei, melyek négyzete
sen összemérhetők és egyikük mediális, úgyhogy a másik is mediális.] 

F. : X. 24., 33., 39., 61-62., 67-69., 75., 81., 98-99., 104-105. 

Következetesen járunk el, ha ugyanúgy, mint a racionálisok eseté
ben (X. 19. L.), a mcdiálissal lineárisan összemérhető szakaszt mediá-
lisnak és azzal nemcsak lineárisan, hanem négyzetesen is összernérhe-
tőnek mondjuk, minthogy általánosságban a lineárisan összemérhető 
szakaszok négyzetesen is azok; ha pedig valamely szakasz négyzetesen 
összemérhető a mediálissal, akkor ha lineárisan is az vele, mediálisok-
nak és lineárisan és négyzetesen összemérhetőknek mondjuk őket, ha 
pedig csak négyzetesen, akkor csak négyzetesen összemérhető mediáli-
soknak mondjuk őket. 

X. 24. Tétel 
A [fönt említett módok valamelyikén]* mediális és lineárisan össze

mérhető szakaszok által közrefogott téglalap mediális. 
Fogják ugyanis közre az AB, BC lineárisan össze

mérhető mediálisok az AC téglalapot. Azt állítom, 
hogy AC mediális. 

Emeljük ugyanis AB-ie az AD négyzetet. Ekkor 
AD mediális. Minthogy AB lineárisan összemérhető 
iSC-vel és AB egyenlő BD-vel, DB is lineárisan össze
mérhető 2?C-vel, úgyhogy DA is összemérhető ^4C-vel 
(VI. 1., X. 11.). DA viszont mediális, tehát AC is 

mediális (X. 23. K.). Éppen ezt kellett megmutatni. 
F.: X. 80. 

X. 25. 'letel 
Csak négyzetesen összemérhető mediális szakaszok által közrefogott 

téglalap vagy racionális, vagy mediális* 
Fogják közre ugyanis az AB, BC csak négyzetesen összemérhető 

mediális szakaszok az AC téglalapot. Azt állítom, hogy AC vagy 
racionális, vagy mediális, 
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limeJjük ugyanis AB-rc és BC-rc az AD, illetve BE négyzetet, likkor 
mind AD, mind BE mediális. Vegyünk egy FG racionálist, és illesszük 
FG-hez az AD-vel egyenlő GH téglalapot, melynek legyen FII a széles
sége, illesszük HM-hez az AC-vel egyenlő 
MK téglalapot, melynek legyen HK a szé
lessége, és végül hasonlóképp illesszük 
KN-b.cz a BE-vel egyenlő NL-t, melynek 
legyen KL a szélessége (I. 44.). Ekkor FH, 
HK és KL egy egyenesen van. Minthogy 
AD és BE mindketten mediálisok, és AD 
egyenlő GH-val, BE pedig JVL-lel, GH és 
NL is mindketten mediálisok. És a racio
nális FG mellé illesztettük őket: FH és KL tehát mindketten racio
nálisok és lineárisan összemérhetetlenek FG-vel (X. 22.). Mint
hogy AD összemérhető BE-vel, GH is összemérhető JVL-lel. S amint 
GH az NL-hez, úgy aránylik FH a KL-hez (VI. 1.), FH tehát lineá
risan összemérhető KL-lel (X. 11.). FH és KL tehát lineárisan össze
mérhető racionálisok, tehát az FH és KL közötti téglalap racioná
lis (X. 19.). Minthogy DB egyenlő BA-vdl, OB pedig BC-vel, amint 
DB a ÖC-hez, úgy aránylik AB a 2?0-hoz. Amint viszont DB a 2?C-hez, 
úgy aránylik DA az ^4C-hez, amint pedig AB a BO-hoz, úgy AC a CO-
hoz (VI. 1.), amint tehát DA az ^(C-hez, úgy AC a CO-hoz (V. 11.). 
AD egyenlő GH-val, AC az MK-val, CO pedig JVL-lel, tehát amint GH 
az MK-hoz, úgy aránylik MK az NL-hez, tehát amint F/f a HK-hoz, 
úgy # i ? a ÜX-hez (VI. 1., V. 11.), tehát az FH és KL közötti téglalap 
egyenlő IIK négyzetével (VI. 17.). Az FH és KL közötti téglalap 
viszont racionális, tehát HK négyzete is racionális, tehát HK racioná
lis. S ha lineárisan összemérhető FG-vel, akkor HN racionális (X. 19.), 
ha pedig lineárisan összemérhetetlen FG-vel, akkor KH és HM csak 
négyzetesen összemérhető racionálisok, így HN mediális. HN tehát 
vagy racionális, vagy mediális. fflV viszont egyenlő AC-vel, tehát AC 
vagy racionális, vagy mediális. 

Tehát csak négyzetesen összemérhető mediális... stb. 
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X. 26. Tétel 
Két mediális felület különbsége nem lehet racionális. 
Tegyük föl ugyanis, hogy az AB mediális felület a DB racionális 

felülettel nagyobb az AC mediálisnál, vegyünk egy EF racionális 
szakaszt, és illesszünk EF-hez egy AB-vel egyenlő 
FH téglalapot, melynek legyen EH a szélessége, és 
vonjunk le belőle egy AC-vel egyenlő FG-t (I. 44.). 
Ekkor a maradék BD egyenlő a maradék KH-va\. 
DB racionális, tehát KH is racionális. Minthogy AB 
és AC mindketten mediálisok, és AB egyenlő FH-
val, AC pedig FG-vel, FH és FG is mindketten 
mediálisok. S a racionális EF szakasz mellé illesz
tettük őket, tehát HE és EG mindketten racionáli-
sok és lineárisan összemérhetetlenek EF-íél (X. 22.). 
Minthogy DB racionális és egyenlő KH-val, KH is 
racionális. S a racionális EF mellé illesztettük, tehát 

GH racionális és lineárisan összemérhető EF-M (X. 20.). Másrészt EG 
racionális és lineárisan összemérhetetlen IsF-fel, tehát EG lineárisan 
összemérhetetlen GH-val (X. 13.). EG négyzete úgy aránylik az EG és 
GH közötti téglalaphoz, mint EG a GH-hoz (X. 22. L.), tehát EG 
négyzete összemérhetetlen az EG és GH közötti téglalappal (X. 11.). 
Másrészt EG négyzetével összemérhető EG és GH négyzeteinek össze
ge - ugyanis mind a kettő racionális felület (X. 15.) -, az EG és GH 
közötti téglalappal pedig összemérhető a kétszer vett EG és GH kö
zötti téglalap - a kétszerese ugyanis (X. 6.) -, tehát EG és GH négy
zetösszege összemérhetetlen a kétszer vett EG és GH közötti téglalap
pal (X. 13.), így EG és GH négyzeteinek meg a kétszer vett EG és GH 
közötti téglalapnak az összege, ami EH négyzete (II. 4.), összemérhe
tetlen iiGés GH négyzetösszegével (X. 16.). EG és GH négyzetösszege 
viszont racionális, tehát EH négyzete irracionális (X. 13.), tehát az 
EG szakasz irracionális. Másrészt racionális is, ami lehetetlen. 

Két mediális felület különbsége tehát nem lehet racionális. Éppen ezt 
kellett megmutatni. 
F . : X. 42-43., 45-46., 79-80., 82. 
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X. 27. Tétel 
Keressünk olyan, csak négyzetesen összemérhető mediális szakaszo

kat, melyek racionális téglalapot fognak közre! 
Legyen a és b két, csak négyzetesen összemérhető racionális (X. 10.), 

vegyük a c középarányosukat (VI. 13.), és arányuljék amint a a b-hez, 
úgy c a d-hsz (VI. 12.).* 

Minthogy a és b csak négyzetesen összemérhető racionálisok, az a 
és b közötti téglalap, azaz c négyzete (VI. 17.),*mediális. c tehát mediá
lis szakasz. Minthogy c úgy aránylik ű?-hez, 
mint a a b-hez, és a meg b csak négyzetesen 
összemérhetők, c és d is csak négyzetesen 
összemérhetők (X. 11., VI. 22.). S c mediális, 
tehát d is mediális (X. 23.). c és d tehát csak 
négyzetesen összemérhető mediális szakaszok. 
Azt állítom, hogy racionális téglalapot fognak 
közre. Minthogy ugyanis amint a a b-hez, 
úgy aránylik c a d-hez, fölcserélve amint a a 
c-hez, úgy aránylik b a e?-hez (V. 16.). Amint viszont a a c-hez, úgy c 
a fo-hez/amint tehát c a b-hez, úgy b a d-hez (V. 11.), tehát a c és d 
közötti téglalap egyenlő b négyzetével (VI. 17.). b négyzete viszont 
racionális, tehát a c és d közötti téglalap is racionális. 

Találtunk tehát olyan, csak négyzetesen összemérhető mediális 
szakaszokat/melyek racionális téglalapot fognak közre. 
Éppen ezt kellett megmutatni. 

F . : X. 37. 

X. 28. Tétel 
Keressünk olyan, csak négyzetesen összemérhető mediális szakaszo

kat, melyek mediális téglalapot fognak közre! 
Legyen a, b és c [három] (páronként) csak négyzetesen összemér

hető racionális (X. 10.), vegyük a és b középarányosát, d-t (VI: 13.), 
és arányuljon amint b a c-hez, úgy d az e-hez (VI. 12.).* 

Minthogy a és b csak négyzetesen összemérhető racionálisok, az a 
és b közötti téglalap, azaz d négyzete (VI. 17.), mediális. d tehát mediá
lis szakasz. Minthogy b és c csak négyzetesen összemérhetők, és d úgy 
aránylik e-hez, mint b a c-hez, déseis csak négyzetesen összemérhetők 
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(X. II., VJ. 22.). d mediális, tehát e is raediális (X. 23.). d és e tehát 
csak négyzetesen összemérhető mediális szakaszok. Azt állítom, hogy 

mediális téglalapot fognak közre. Minthogy 
ugyanis amint b a c-hez, úgy aránylik d az 
e-hez, fölcserélve amint b a d-hez, úgy c az 
e-hez (V. 16.). Amint viszont b a d-hez, úgy 
d az ö-hoz (V. 7. K.), amint tehát d az a-hoz, 
úgy c az e-hez (V. 11.), tehát az a és c közötti 
téglalap egyenlő a J és e közöttivel (VI. 16.). 
Az a és c közötti téglalap viszont mediális, 
tehát a d és e közötti is mediális. 

Találtunk tehát olyan, csak négyzetesen 
összemérhető mediális szakaszokat, melyek 

mediális téglalapot fognak közre. Éppen ezt kellett megmutatni. 

X. 29. 1. Lemma 
Keressünk két olyan négyzetszámot, melyek összege is négyzetszám! 
Vegyünk két számot, AB-t és BC-t, melyek legyenek egyszerre 

vagy párosak, vagy páratlanok. Minthogy akár páros számból párosat, 
akár páratlanból páratlant vonunk le, a mara
dék páros (IX. 24., 26.), az AC maradék páros. 
Legyen D az AC felezőpontja. Legyenek még 
AB és BC vagy hasonló síkszámok, vagy négy
zetszámok - melyek maguk is hasonló síkszámok. Ekkor AB és BC 
szorzatának meg CD négyzetének az összege egyenlő BD négyze
tével (vö. II. 6.). S AB és BC szorzata négyzetszám, mert mint meg
mutattuk, ha két hasonló síkszámot szorzunk össze, négyzetszámot 
kapunk (IX. 1.). Találtunk tehát két olyan négyzetszámot, AB és BC 
szorzatát meg CD négyzetét, melyek összeadva BD négyzetét adják. 

És nyilvánvaló, hogy találtunk két olyan négyzetszámot, BD négy
zetét és CD négyzetét, melyek különbsége, AB és BC szorzata, négyzet
szám, ha AB és BC hasonló síkszámok. Ha pedig nem hasonló sík
számok, akkor találtunk két olyanwnégyzetszámot,'"i?D1?négyzetét és 
DC négyzetét, melyek különbsége, AB és"BC szorzata, nem négyzet
szám (IX. 2.). Éppen ezt kellett megmutatni. 

F . : X. 29., 48-53., 85-87., 89-90. 
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X. 29. 2. Lemma 
Keressünk két olyan négyzetszámot, melyek összege nem négyzet

szám! 
Legyen ugyanis - mint föntebb - AB és BC szorzata négyzetszám, 

CA páros, és CA felezőpontja D. Ekkor nyil
ván AB és BC szorzatának meg CD négyze
tének az összege egyenlő BD négyzetével. 
Vonjunk le (CD-ből) egy DE egységet. Ekkor 
AB és BC szorzatának meg CE négyzetének az összege kisebb BD 
négyzeténél. Azt állítom, hogy AB és BC szorzatának meg CE négyze
tének az összege nem négyzetszám. 

Ha ugyanis föltesszük, hogy négyzetszám, akkor vagy egyenlő BE 
négyzetével, vagy kisebb nála, de nem nagyobb, mert akkor részekre 
oszlana az egység. Tegyük föl először, hogy AB és BC szorzatának meg 
CE négyzetének az összege egyenlő BE négyzetével, és legyen GA a DE 
egység kétszerese. Minthogy a teljes AC kétszerese a teljes CD-nek, s 
ezekből AG kétszerese DF-nek, a maradék GC is kétszerese a maradék 
FC-nek. E tehát felezi GC-t. GB és BC szorzatának meg CE négyzeté
nek az összege tehát egyenlő BE négyzetével (II. 6.). Másrészt feltétel 
szerint AB és BC szorzatának meg CE négyzetének az összege is egyen
lő BE négyzetével, tehát GB és BC szorzatának meg CE négyzetének 
az összege egyenlő AB és BC szorzatának meg CE négyzetének az 
összegével, s ha levonjuk a közös CE négyzetet, következik, hogy AB 
egyenlő (75-vel, ami ellentmondás. Nem egyenlő tehát AB és BC szor
zatának meg CE négyzetének az összege BE négyzetével. Azt állítom, 
hogy nem is kisebb BE négyzeténél. Tegyük föl ugyanis, hogy az, le
gyen BF négyzetével egyenlő, és DF-nek kétszerese HA. Ismét követ
kezik, hogy HC kétszerese CF-nek, úgyhogy F a CH felezőpontja, és 
így HB és BC szorzatának meg FC négyzetének az összege egyenlő 
#F-fel (IT. 6.). Feltétel szerint AB és BC szorzatának meg CE négyzeté
nek az összege is egyenlő BF négyzetével, úgyhogy HB és BC szorza
tának meg CF négyzetének az összege egyenlő AB és BC szorzatának 
meg CE négyzetének az összegével, ami ellentmondás. AB és BC szorza
tának meg CE négyzetének az összege tehát nem egyenlő BE négyzeté
nél kisebb számmal. Megmutattuk^hogy-[magával] BE négyzetével 
sem egyenlő. AB és BC szorzatának meg CE négyzetének az összege 
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tehát nem négyzetszám. [Noha még többféle módon is elő lehet állítani 
fönti tulajdonságú számokat, elégedjünk meg az elmondottakkal, ne
hogy túlzott hosszadalmasságunkkal tovább nyújtsuk a tárgyalást.] 
Éppen ezt kellett megmutatni. 

F. : X. 30., 87., 89-90. 

X. 29. Tétel 
Keressünk két olyan, csak négyzetesen összemérhető racionális sza

kaszt, melyek közül a nagyobb négyzetértéke egy vele lineárisan össze
mérhető szakasz négyzetével nagyobb a kisebbénél!* 

Vegyünk ugyanis valamely AB racionális szakaszt, két olyan négyzet
számot, CD-t és DE-t, melyek különbsége, CE, 
nem négyzetszám (1. L.), emeljünk AB-ve egy 
AFB félkört, arányuljon úgy BA négyzete AF 
négyzetéhez, mint DC a CE-hez (X. 6. K.), és 
húzzuk meg FB-t. 

Minthogy DC úgy aránylik CE-hez, mint BA 
négyzete AF négyzetéhez, BA négyzete úgy 
aránylik AF-éhez, mint egy szám, DC, egy 

másik számhoz, CE-hez; BA négyzete tehát összemérhető AF négyze
tével (X. 6.). AB négyzete racionális, tehát AF négyzete is racionális 
(X. 12.), így AF is racionális. Minthogy DC nem úgy aránylik CE-hez, 
mint egy négyzetszám egy másik négyzetszámhoz (VIII. 24.), BA 
négyzete sem úgy aránylik AF négyzetéhez, mint egy négyzetszám 
egy másik négyzetszámhoz, tehát AB lineárisan összemérhetetlen AF-
fel (X. 9.):BA és AF tehát csak négyzetesen összemérhető racionálisok. 
Minthogy amint DC a CE-hez, úgy aránylik BA négyzete AF négyzeté
hez, fölforgatva amint CD a DE-hez, úgy AB négyzete BF négyzetéhez 
(V. 19. K., III. 31., I. 47.). CD viszont úgy aránylik DE-hez, mint egy 
négyzetszám egy másik négyzetszámhoz, tehát AB négyzete is úgy arány
lik BF négyzetéhez, mint egy négyzetszám egy másik négyzetszámhoz, 
AB tehát lineárisan összemérhető 5F-fel (X. 9.). S AB négyzete egyenlő 
AF és FB négyzetösszegével, tehát AB négyzetértéke a vele összemér
hető i?F-fel nagyobb AF-énél. 

Találtunk tehát két olyan, csak négyzetesen összemérhető racionális 
szakaszt, BA-t és ^4F-et, melyek közül a nagyobb, AB négyzetértéke 
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egy vele lineárisan Összemérhető szakasz, BF négyzetével nagyobb 
,4F-énél. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F . : X . 31-32. 

X. 30. Tétel 
Keressünk két olyan, csak négyzetesen összemérhető racionális sza

kaszt, melyek közül a nagyobb négyzetértéke egy vele lineárisan össze
mérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb a kisebbénél! 

Vegyünk ugyanis egy AB racionális szakaszt, két olyan négyzet
számot, CE-t és ED-t, melyek összege, CD, nem négyzetszám (X. 29. 2. 
L.), emeljünk AB-re egy AFB félkört, arányuljék úgy BA négyzete 
AF négyzetéhez, mint DC a CF-hez (X. 6. K.), és húzzuk meg FB-t. 

Az előző tételhez hasonlóan bizonyíthat
nánk, hogy BA és AF csak négyzetesen össze
mérhető racionálisuk. Minthogy BA négyzete 
úgy aránylik AF négyzetéhez, mint DC a CE-
hez, fölforgatva amint CD a DE-hez, úgy AB 
négyzete BF négyzetéhez (V. 19. K., III. 31., 
I. 47.). CD viszont nem úgy aránylik DE-hez, 
mint egy négyzetszám egy másik négyzetszám
hoz (VIII. 24.), tehát AB négyzete sem úgy aránylik BF négyzetéhez, 
mint egy négyzetszám egy másik négyzetszámhoz, AB tehát lineári
san összemérhetetlen i?F-fel (X. 9.). S AB négyzetértéke a vele össze
mérhetetlen FB négyzetével nagyobb ^F-énél. 

AB és AF tehát csak négyzetesen összemérhető racionálisok, és AB 
négyzetértéke a vele lineárisan összemérhetetlen FB négyzetével na
gyobb AF-énél. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F . : X . 31., 33. 

X. 31. Tétel 
Keressünk két olyan, csak négyzetesen összemérhető mediális sza

kaszt, melyek racionális téglalapot fognak közre, és a nagyobb négyzet
értéke egy vele lineárisan összemérhető szakasz négyzetével nagyobb 
a kisebbénél! 

Vegyünk két olyan, csak négyzetesen összemérhető racionális sza
kaszt, a-t és b-t, melyek közül a nagyobb a négyzetértéke egy vele lineá-
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risan összemérhető szakasz négyzetével nagyobb a kisebb b-énél 
(X. 29.). Az a és b közötti téglalappal legyen egyenlő c négyzete (II. 
14.). Az a és b közötti téglalap mediális, tehát c négyzete is mediális, 

tehát a c szakasz is mediális. b négyzetével 
legyen egyenlő a c és d közötti téglalap (VI. 
11., 17.). b négyzete racionális, tehát a c és cl 
közötti téglalap is racionális. Mivel amint a 
a 6-hez, úgy aránylik az a és b közötti tégla
lap b négyzetéhez (X. 22. L.), és az a és b 
közötti téglalappal egyenlő c négyzete, b négy
zetével pedig egyenlő a c és d közötti tégla
lap, amint a a 6-hez, úgy aránylik c négyzete 

a c és d közötti téglalaphoz. Amint viszont c négyzete ÍI c és d kö
zötti téglalaphoz, úgy c a ű?-hez (ua.), amint tehát a a 6-hez, úgy c a 
d-hez. a csak négyzetesen összemérhető 6-vel, tehát c a rf-vel szintén 
csak négyzetesen összemérhető (X. 11.). c mediális, tehát d is mediális 
(X. 23.). S minthogy amint a a 6-hez, úgy aránylik c a d-hez, és a négy
zetértéke egy vele összemérhető szakasz négyzetével nagyobb 6-énél, 
c négyzetértéke is egy vele összemérhető szakasz négyzetével nagyobb 
í/-énél (X. 14.). 

Találtunk tehát két, csak négyzetesen összemérhető mediális sza
kaszt, c-t és d-t, melyek racionális téglalapot fognak közre, és c négy
zetértéke egy vele lineárisan összemérhető szakasz négyzetével nagyobb 
d-énél. 

Hasonló a bizonyítás az összemérhetetlen szakasz négyzetének ese
tére, azaz amikor a négyzetértéke egy vele összemérhetetlen szakasz 
négyzetével nagyobb 6-énél (X. 30.). 

F.: X. 34. 
X. 32. letel 

Keressünk két olyan, csak négyzetesen összemérhető' mediális sza
kaszt, melyek mediális téglalapot fognak közre, és a nagyobb négyzet-
értéke egy vele összemérhető szakasz négyzetével nagyobb a kisebbénél! 

Vegyünk három olyan, csak négyzetesen összemérhető racionális 
szakaszt, a-t, b-t és c-t, hogy a négyzetértéke egy vele összemérhető 
szakasz négyzetével nagyobb c-énél (X. 29.), és legyen az a és 6 közötti 
téglalappal egyenlő cl négyzete (fi. 14.). cl négyzete tehát mediális, így 

310 



d is medíális (X. 21.). Másrészt, legyen a b és c közötti téglalappal egyen
lő a d és e közötti téglalap (I. 41. és 44.). Mivel amint az a és b közötti 
téglalap ab és c közötti téglalaphoz, úgy aránylik a a c-hez (VI. 1.), és 
az a és b közötti téglalappal egyenlő d négy
zete, a b és c közötti téglalappal pedig egyenlő 
a d és e közötti téglalap, amint a a c-hez, 
úgy aránylik d négyzete a d és e közötti tégla
laphoz. Amint viszont d négyzete a d és e kö
zötti téglalaphoz, úgy d az c-hez (X. 22. L.), 
amint tehát a a c-hez, úgy d az e-hez. a [csak] 
négyzetesen összemérhető c-vel, tehát d az 
e-vel szintén csak négyzetesen összemérhető 
(X. 11.). d mediális, tehát e is mediális (X. 
23.). Mivel amint a a c-hez, úgy aránylik d 
az e-hez, és a négyzetértéke egy vele összemérhető szakasz négyzeté
vel nagyobb c-énél, d négyzetértéke is egy vele összemérhető szakasz 
négyzetével nagyobb e-énél (X. 14.). 

Azt is állítom, hogy a d és e közötti téglalap mediális. Minthogy 
ab és c közötti téglalap egyenlő adése közötti téglalappal és a b és c 
közötti téglalap mediális [ - b és c ugyanis csak négyzetesen összemér
hető racionálisok - ] (X. 21.), a d és e közötti téglalap is mediális. 

Találtunk tehát két, csak négyzetesen összemérhető mediális sza
kaszt, d-t és e-t, hogy a nagyobb négyzetértéke egy vele összemérhető 
szakasz négyzetével nagyobb a kisebbénél. 

Ismét hasonló a bizonyítás az összemérhetetlen szakasz négyzetének 
esetére, azaz amikor a négyzetértéke egy vele összemérhetetlen szakasz 
négyzetével nagyobb c-énél (X. 30.). 

F . : X. 35. 

X. 33. Lem ma 
Legyen ABC egy derékszögű háromszög, melynek ,4-nál levő szöge 

derékszög, és húzzuk meg az AD merőlegest. Azt állítom, hogy a CB és 
BD közötti téglalap egyenlő BA négyzetével, a BC és CD közötti tégla
lap egyenlő CA négyzetével, a BD és DC közötti egyenlő AD négyzeté
vel, és végül a BC és AD közötti egyenlő a BA és AC közötti téglalap
pal. 
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Először is, hogy a CB és BD közötti téglalap egyenlő BA négyzetével. 
Minthogy ugyanis egy derékszögű háromszögben a derékszög csú

csából az alapra egy AD merőlegest bocsátottunk, az ABD, ADC három
szögek hasonlóak mind a teljes ABC háromszöghöz, mind egymáshoz 
(VI. 8.). Minthogy az ABC háromszög hasonló az ABD háromszöghöz, 
amint CB a BA-hoz, úgy aránylik BA a BD-hez, a CB és BD közötti 
téglalap tehát egyenlő AB négyzetével (VI. 17.). 

Ugyanígy a BC és CD közötti téglalap egyenlő AC négyzetével. 
Minthogy ha egy derékszögű háromszögben a derékszög csúcsából 

az alapra egy merőlegest bocsátunk, a merőleges középarányosa az 
alap szeleteinek, BD úgy aránylik DA-hoz, mint AD a DC-hez 
(VI. 8. K.), a BD és DC közötti téglalap tehát egyenlő DA négyze
tével (VI. 17.). 

Azt is állítom, hogy a BC és AD közötti téglalap egyenlő a BA és AC 
közöttivel. Minthogy ugyanis - mint láttuk - az ABC háromszög 
hasonló ABD-hez, BC úgy aránylik CA-hoz, mint BA az AD-hez. 
[Ha viszont négy szakasz arányos, akkor a kültagok közötti téglalap 
egyenlő a beltagok közöttivel], a BC és AD közötti téglalap tehát 
egyenlő a BA és AC közöttivel (VI. 16.). Éppen ezt kellett megmutatni. 

F . :X. 33-35. 

X. 33. Tétel 
Keressünk két olyan, négyzetesen összemérhetetlen szakaszt, melyek 

négyzetösszege racionális, és mediális téglalapot fognak közre! 
Vegyünk két olyan, csak négyzetesen összemérhető racionális sza

kaszt, AB-t és BC-t, melyek közül a nagyobb AB négyzetértéke egy 
vele lineárisan összemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb a kisebb 
.ŐC-énél (X. 30.), legyen BC felezőpontja D (I. 10.), illesszünk úgy 
AB-hez egy BD vagy DC négyzetével egyenlő paralelogrammát - le
gyen ez az AE és EB közötti téglalap -, hogy egy négyzet maradjon 
fönn (VI. 28.), írjunk AB fölé egy AFB félkört, emeljünk AB-vt egy EF 
merőlegest (I. 11.), és húzzuk meg AF-et és FB-t. 

[ Minthogy AB és BC két, nem egyenlő 
szakasz, AB négyzetértéke egy vele össze
mérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb 
BC-énél, BC négyzetének negyedével, azaz 



BC felének négyzetével egyenlő paralelogrammát illesztettünk AB-
hez úgy, hogy; egy négyzet maradt fönn, és az AE és EB közötti 
téglalapot kaptuk, AE összemérhetetlen EB-vel (X. 18.). Amint AE 
az EB-hez, úgy aránylik a BA és AE közötti téglalap az AB és BE 
közöttihez (VI. 1.), a BA és AE közötti téglalap egyenlő AF négyze
tével, az AB és BE közötti pedig BF négyzetével (L.), tehát AF 
négyzete összemérhetetlen FB négyzetével (X. 11.), vagyis AF és FB 
négyzetesen összemérhetetlenek. Minthogy AB racionális, AB négy
zete is racionális, úgyhogy AF és FB négyzetösszege is racionális 
(III. 31., I. 47.). Továbbá minthogy az AEésEB közötti téglalap egyen
lő EF négyzetével (L.), és feltétel szerint az AE és EB közötti téglalap 
egyenlő BD négyzetével, FE egyenlő BD-vel, BC kétszerese FE-nek, 
úgyhogy az AB és BC közötti téglalap is összemérhető az AB és EF 
közöttivel (VI. 1., X. 6.). Az AB és BC közötti téglalap mediális, tehát 
az AB és EF közötti is mediális (X. 23. K.). Az AB és EF közötti tégla
lap egyenlő az AF és FB közöttivel (L.), tehát az AF és FB közötti 
téglalap is mediális. Azt is megmutattuk, hogy a négyzetösszegük 
racionális. 

Találtunk tehát két olyan, négyzetesen összemérhetetlen szakaszt, 
AF-et és FB-t, melyek négyzetösszege racionális és mediális tégla
lapot fognak közre. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F. : X. 39., 76. 

X. 34. Tétel 
Keressünk két olyan négyzetesen összemérhetetlen szakaszt, melyek 

négyzetösszege mediális, és racionális téglalapot fognak közre! 
Vegyünk két olyan, csak négyzetesen összemérhető mediális sza

kaszt, AB-t és BC-t, melyek racionális téglalapot fognak közre, és AB 
négyzetértéke egy vele összemérhetetlen 
szakasz négyzetével nagyobb BC-énél (X. 
31.), írjunk AB fölé egy ADB félkört (I. 
10.), legyen BC felezőpontja E (ua.), és 
illesszünk úgy AB-hez egy BE négyzetével 
egyenlő paralelogrammát - az AF és FB közöttit -, hogy egy négyzet 
maradjon fönn (VI. 28.). Ekkor AF lineárisan összemérhetetlen EB-vel 
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(X. 18.). Emeljünk AB-re F-ben egy FD merőlegest (I. il.) és húzzuk 
meg AD-t, DB-t. 

Minthogy AF összemérhetetlen Fi?-vel, a BA és AF közötti téglalap 
is összemérhetetlen az AB és BF közöttivel (VI. 1., X. 11.). A BA és AF 
közötti téglalap viszont egyenlő AD négyzetével, az AB és BF közötti 
pedig DB négyzetével (X. 33. L.), tehát AD négyzete is összemérhetet
len DB négyzetével. Minthogy AB négyzete mediális, AD és DB négy
zetösszege is mediális (III. 31., I. 47.). Minthogy BC kétszerese DF-nek, 
az AB és BC közötti téglalap is kétszerese az AB és FD közöttinek. 
Az AB és BC közötti téglalap racionális, tehát az AB és FD közötti is 
racionális (X. 6., 12.). Az AB és FD közötti téglalap viszont egyenlő 
az AD és DB közöttivel (X. 33. L.), úgyhogy az AD és DB közötti tégla
lap is racionális. 

Találtunk tehát két olyan, négyzetesen összemérhetetlen szakaszt, 
AD-t és DB-t, melyek négyzetösszege mediális, és racionális téglalapot 
fognak közre. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F . :X. 40., 77. 

X. 35. Tétel 
Keressünk két olyan, négyzetesen összemérhetetlen szakaszt, melyek

nek mind négyzetösszege mediális, mind mediális -és a négyzetösszeggel 
összemérhetetlen - téglalapot fognak közre! 

Vegyünk két olyan, csak négyzetesen összemérhető mediális sza
kaszt, AB-t és BC-t, melyek mediális téglalapot fognak közre, és AB 
négyzetértéke egy vele összemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb 
j?C-énél (X. 32.), írjunk AB fölé egy ADB félkört (I. 10.) és így tovább, 
mint az előző tételben. 

Minthogy AF lineárisan összemérhetetlen FB-vel, AD négyzetesen 
összemérhetetlen DB-vel (vö. X. 34.). Mint
hogy AB négyzete mediális, AD és DB négy
zetösszege is mediális (III. 31., I. 47.). Mint
hogy az AF és FB közötti téglalap egyenlő 
BE és DF bármelyikének négyzetével, BE 

egyenlő DF-fel, BC tehát kétszerese Fű-nek, úgyhogy az AB és BC 
közötti téglalap is kétszerese az AB és FD közöttinek. Az AB és BC 
közötti téglalap viszont mediális, tehát az AB és FD közötti is mediális 

314 



(X. 6., 23. K.). Ez egyenlő az AD és Z)5 közötti téglalappal (X. 33. L.), 
tehát az AD és DB közötti téglalap is mediális. Minthogy AB lineárisan 
összemérhetetlen 5C-vel, CB viszont összemérhető BE-vel, AB lineári
san összemérhetetlen BE-vel (X. 13.), úgyhogy AB négyzete is össze
mérhetetlen az AB és BE közötti téglalappal (X. 22. L., 11.). AB négy
zetével viszont egyenlő AD és DB négyzetösszege, az AB és BE közötti 
téglalappal pedig egyenlő az AB és ED közötti, azaz az AD és DB 
közötti téglalap, tehát AD és DB négyzetösszege összemérhetetlen az 
AD és DB közötti téglalappal. 

Találtunk tehát két olyan, négyzetesen összemérhetetlen szakaszt, 
AD-t és DB-t, melyeknek mind négyzetösszege mediális, mind mediális 
- és a négyzetösszeggel összemérhetetlen - téglalapot fognak közre. 
Éppen ezt kellett megmutatni. 

F. : X. 41., 78. 

X. 36. Tétel 
Ha két, csak négyzetesen összemérhető racionális szakaszt össze

adunk, az összeg irracionális, mégpedig nevezzük binomiálisnak* 
Adjunk össze ugyanis két, csak négyzetesen összemérhető racioná

list, AB-t és BC-t. Azt állítom, hogy az összeg, AC, irracionális. 
Minthogy ugyanis AB lineárisan összemérhetet

len i?C-vel - hiszen csak négyzetesen összemérhe
tők - és amint AB a BC-hcz, úgy aránylik az AB 
és BC közötti téglalap BC négyzetéhez (X. 22. L.), 
az AB és BC közötti téglalap összemérhetetlen BC négyzetével (X. 11.). 
Az AB és BC közötti téglalappal viszont összemérhető az AB és BC 
közötti téglalap kétszerese (X. 6.), BC négyzetével pedig összemérhető 
AB és BC négyzetösszege - hiszen AB és BC csak négyzetesen össze
mérhető racionálisuk (X. 15.) -, tehát az AB és BC közötti téglalap 
kétszerese összemérhetetlen AB és BC négyzetösszegével (X. 13.). És 
összetéve, az AB és BC közötti téglalap kétszerese meg AB és BC négy
zetösszege, azaz AC négyzete (Jí. 4.), összemérhetetlen AB és BC négy
zetösszegével (X. 16.). AB és BC négyzetösszege viszont racionális, 
AC négyzete tehát irracionális (X. 13.), úgyhogy AC is irracionális, 
mégpedig nevezzük binomiálisnak. Éppen ezt kellett megmutatni. 

\'\: X. 38., 41 42., 44., 47-53., 60-61., 64., 66., 71-72., 112-113. 

315 



X. 37. Tétel 
Ha két olyan, csak négyzetesen összemérhető mediális szakaszt 

összeadunk, melyek racionális téglalapot fognak közre, akkor az összeg 
irracionális, mégpedig nevezzük első bimediálisnak.* 

Adjunk össze ugyanis két olyan, csak négyzetesen összemérhető 
mediális szakaszt, AB-t és BC-t, melyek racionális téglalapot fognak 
közre (X. 27.). Azt állítom, hogy az összeg, AC, irracionális. 

Minthogy ugyanis AB lineárisan összemérhetetlen BC-ve\, AB 
és BC négyzetösszege is összemérhetetlen az AB és 
BC közötti téglalap kétszeresével (vö. X. 36.). És 
összetéve, AB és BC négyzetösszege meg az AB és 
BC közötti téglalap kétszerese, ami AC négyzete 

(II. 4.), összemérhetetlen az AB és BC közötti téglalappal (X. 16., 
6., 13.). Az AB és BC közötti téglalap viszont racionális - hiszen 
föltettük, hogy AB és BC racionális téglalapot fog közre -, AC 
négyzete tehát irracionális (X. 13.), AC tehát irracionális, mégpedig 
nevezzük első bimediálisnak. 

F . :X. 43., 55., 61., 67. 

X. 38. Tétel 
Ha összeadunk két olyan csak négyzetesen összemérhető mediális 

szakaszt, melyek mediális téglalapot fognak közre, akkor az összeg 
irracionális, mégpedig nevezzük második bimediálisnak.* 

Adjunk össze ugyanis két olyan, csak négyzetesen összemérhető 
mediális szakaszt, AB-t és BC-t, melyek mediális téglalapot fognak 
közre (X. 28.). Azt állítom, hogy AC irracionális. 

Vegyük ugyanis a DE racionálist, és il
lesszünk DE-hez egy AC négyzetével egyen
lő DG szélességű DF téglalapot (I. 41.44.). 
Minthogy AC négyzete egyenlő AB és BC 
négyzetösszegével meg az AB és BC közöt
ti téglalap kétszeresével (II. 4.), ha DE-hez 
AB és BC négyzetösszegével egyenlő EH 
téglalapot illesztünk, akkor a maradék HF 
egyenlő az AB és BC közötti téglalap kétszeresével. Minthogy AB és 
BC mediálisok, AB és BC négyzetösszege is mediális (X. 15., 23. K.). 
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Feltétel szerint az AB és BC közötti téglalap kétszerese is mediális 
(X. 6., 23. K.). AB és BC négyzetösszegével egyenlő EH, az AB és BC 
közötti téglalap kétszeresével pedig egyenlő FH, EH és FH tehát 
mediális idomok. S a DE racionálishoz vannak illesztve, DH és HG 
tehát racionálisuk és lineárisan összemérhetetlenek DE-vel (X. 22.). 
Minthogy AB lineárisan összemérhetetlen .BC-vel és amint AB a BC-
hez, úgy aránylik AB négyzete az AB és BC közötti téglalaphoz (X. 22. 
L.), AB négyzete összemérhetetlen az AB és BC közötti téglalappal 
(X. 11.). AB négyzetével viszont összemérhető AB és BC négyzetössze
ge (X. 15.), az AB és BC közötti téglalappal pedig összemérhető az 
AB és BC közötti téglalap kétszerese (X. 6.), AB és BC négyzetösszege 
tehát összemérhetetlen az AB és BC közötti téglalap kétszeresével 
(X. 13.). AB és BC négyzetösszegével viszont egyenlő EH, az AB és 
BC közötti téglalap kétszeresével pedig egyenlő HF, EH tehát össze
mérhetetlen HF-fel, úgyhogy DH is lineárisan összemérhetetlen HG-
vel (VI. 1., X. 11.). DH és HG tehát csak négyzetesen összemérhető 
racionálisok, úgyhogy DG irracionális (X. 36.). DE racionális, az 
irracionális és racionális szakasz által közrefogott téglalap pedig irra
cionális (X. 20.), DF tehát irracionális idom, és a szakasz, melynek 
négyzetértéke, irracionális. DF az AC négyzetértéke, AC tehát irracio
nális, mégpedig nevezzük második bimediálisnak. Éppen ezt kellett 
megmutatni. 

F . : X . 44., 67. 

X. 39. Tétel 
Ha összeadunk két olyan, négyzetesen összemérhetetlen szakaszt, 

melyek négyzetösszege racionális és mediális téglalapot fognak közre, 
akkor az összeg irracionális, mégpedig nevezzük maiornak.* 

Adjunk össze ugyanis két olyan, négyzetesen összemérhetetlen sza
kaszt, AB-X és BC-X, melyek kielégítik a feltételeket (X. 33.). Azt 
állítom, hogy AC irracionális. 

Minthogy ugyanis az AB és BC közötti téglalap mediális, az AB és 
BC közötti téglalap kétszerese is mediális (X. 6., 23. K.). AB és BC 
négyzetösszege viszont racionális, az AB és BC 
közötti téglalap kétszerese tehát összemérhetetlen 
AB és BC négyzetösszegével'(X.' 13.), úgyhogy AB 



és BC négyzetösszege meg az AB és BC közötti téglalap kétszerese, 
ami AC négyzete (II. 4.), szintén összemérhetetlen AB és BC négy
zetösszegével (X. 16.). [AB és BC négyzetösszege viszont racionális] 
AC négyzete tehát irracionális (X. 13.), úgyhogy AC is irracionális, 
mégpedig nevezzük maiornak. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F . :X. 45., 57., 63., 68. 

X. 40. Tétel 
Ha összeadunk két olyan, négyzetesen összemérhetetlen szakaszt, 

melyek négyzetösszege mecliális és racionális téglalapot fognak közre, 
akkor az összeg irracionális, mégpedig nevezzük négyzetértékben racio
nális plusz mediálisnak* 

Adjunk össze ugyanis két olyan, négyzetesen összemérhetetlen sza
kaszt, AB-t és BC-t, melyek kielégítik a feltételeket (X. 34.). Azt 
állítom, hogy AC irracionális. 

Minthogy ugyanis AB és BC négyzetösszege mediális, az AB és 
BC közötti téglalap kétszerese pedig racionális (X. 
6., 12.), AB és BC négyzetösszege összemérhetetlen 
az AB és BC közötti téglalap kétszeresével (X. 13.), 
úgyhogy AC négyzete is összemérhetetlen az AB és 

BC közötti téglalap kétszeresével (X. 16.). Az AB és BC közötti 
téglalap kétszerese viszont racionális, AC négyzete tehát irracionális 
(X. 13.), AC tehát irracionális, mégpedig nevezzük négyzetértékben 
racionális plusz mediálisnak. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.: X. 46., 64., 69. 

X. 41. Tétel 
Ha összeadunk két olyan, négyzetesen összemérhetetlen szakaszt, me

lyeknek mind négyzetösszege mediális, mind mediális - és a négyzetösz-
szeggel összemérhetetlen - téglalapot fognak közre, akkor az összeg irra
cionális, mégpedig nevezzük négyzetértékben két mediális összegének* 

Adjunk össze ugyanis két olyan, négyzetesen összemérhetetlen 
szakaszt, AB-t és BC-t, melyek kielégítik a feltételeket (X. 35.). Azt 
állítom, hogy AC irracionális. 

Vegyük a DE racionálist, és illesszünk DE-hez egy AB és BC négy
zetösszegével egyenlő DF és egy, az AB és BC közötti téglalap két-
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szeresével egyenlő GH téglalapot (I. 41., 44.). Ekkor a teljes DH egyen
lő AC négyzetével (II. 4.). Minthogy AB és BC négyzetösszege mediá-
lis és egyenlő DF-fel, DF is mediális. S a DE 
racionálishoz illesztettük, DG tehát racioná
lis és lineárisan összemérhetetlen DE-vel 
(X. 22.). Ugyanígy GK is racionális és line
árisan összemérhetetlen GF-fel, azaz DE-
vel. Minthogy AB és BC négyzetösszege 
összemérhetetlen az AB és BC közötti tég
lalap kétszeresével (X. 6., 13.), DF össze
mérhetetlen GH-val, úgyhogy DG is össze
mérhetetlen GK-vál (VI. 1., X. 11.). S racionálisok, DG és GK tehát 
csak négyzetesen összemérhető racionálisok, DK tehát irracionális, 
ún. binomiális (X. 36.). DE racionális, DH tehát irracionális (X. 20.), 
és a szakasz, melynek négyzetértéke, irracionális. HD az AC négyzet
értéke, AC tehát irracionális, mégpedig nevezzük négyzetértékben 
két mediális összegének. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F . : X. 47., 59., 65., 70. 

X. 42. Lemma 
Hogy pedig a nevezett irracionálisok egyértelműen esnek szét 

olyan szakaszok összegére, melyek teljesítik a feltételeket, eme lem-
mácska előrebocsátása után mutatjuk meg: 

Vegyünk egy AB szakaszt, osszuk föl nem egyenlő részekre a 
C, D pontokban, és tegyük föl, hogy AC nagyobb DB-nél. Azt állítom, 
hogy AC és CB négyzetösszege nagyobb AD és DB négyzetösszegénél. 

Legyen ugyanis AB felezőpontja E (I. 10.). Minthogy AC nagyobb 
DB-nél, ha levonjuk a közös DC-t, akkor a 
maradék AD nagyobb a maradék CB-nél. AE 
egyenlő EB-ve\, DE tehát kisebb i?C-nél, a 
C, D pontok tehát nincsenek egyforma távol a 

felezőponttól. Minthogy az AC és CB közötti téglalapnak és EC négy
zetének az összege egyenlő EB négyzetével (II. 5.), és az AD és DB 
közötti téglalapnak és DE négyzetének az összege szintén egyenlő EB 
négyzetével, az AC és CB közötti téglalapnak és EC négyzetének az 
összege egyenlő az AD és DB közötti téglalapnak és DE négyzetének 
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az összegével. A tagok közül DE négyzete kisebb EC négyzeténél, 
a maradék AC és CB közötti téglalap tehát kisebb az AD és DB kö
zötti téglalapnál, úgyhogy az AC és CB közötti téglalap kétszerese 
is kisebb az AD és DB közötti téglalap kétszeresénél. AC és CB ma
radék négyzetösszege tehát nagyobb AD és DB négyzetösszegénél 
(II. 4.). Éppen ezt kellett megmutatni. 

F . : X. 42-45. 

X. 42. Tétel 
Binomiális csak egy pontban esik szét a különböző tagokra. 
Legyen AB egy binomiális, mely a C pontban esik szét a különböző 

tagokra. Ekkor AC és CB csak négyzetesen összemérhető racionálisok. 
Azt állítom, hogy AB más pontban nem esik szét két, csak négyze
tesen összemérhető racionális összegére. 

Tegyük föl ugyanis, hogy szétesik a D pontban is, úgyhogy AD 
és DB is csak négyzetesen összemérhető racio
nálisok. Nyilvánvaló, hogy AC nem ugyanaz, 
mint DB. Tegyük föl ugyanis, hogy az. Ekkor AD 
is ugyanaz, mint CB és AC úgy aránylik Ci?-hez, 

mint BD a DA-hoz, és AB a C-beli fölosztással megegyezőleg bomlik 
föl D-ben, aminek az ellenkezőjét tettük föl. AC tehát nem ugyanaz, 
mint DB. Ezért a C, D pontok nincsenek egyforma távol a felezőpont
tól. Amennyivel különbözik tehát AC és'CB négyzetösszege AD és DB 
négyzetösszegétől, annyival különbözik az AD és DB közötti téglalap 
kétszerese is az AC és CB közötti téglalap kétszeresétől, mivel mind 
AC és CB négyzetösszege'meg az AC és CB közöttrtéglalap'rkétszerese, 
mind AD és DB négyzetösszege meg az AD és'DSTközött' téglalap két
szerese egyenlő ^[^'négyzetével (II. 4.). AC és^CB négyzetösszege vi
szont racionális felületterkülönbözik AD és DB négyzetösszegétől1- hi
szen mindketten racionálisok -, az AD és*DB közötti téglalap kétsze
rese is racionális felülettel különbözik teháfaz AC és'CB közötti tégla
lap kétszeresétől, noha'mediálisok (X. 6., 22. K.), ami ellentmondás, 
mert két mediális felület különbsége nem lehet racionális (X. 26.). 

Binomiális tehát nem esik szét különböző pontokban; csak egy 
pontban tehát. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F. X. 44., 47. 
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X. 43. Tétel 
Első bimediális csak egy pontban esik szét. 
Essék szét az AB első bimediális a C pontban, úgyhogy AC és CB 

csak négyzetesen összemérhető mediális szakaszok, melyek racionális 
téglalapot fognak közre. Azt állítom, hogy AB más pontban nem esik 
szét. 

Tegyük föl ugyanis, hogy szétesik a D pontban is, úgyhogy AD 
és DB is csak négyzetesen összemérhető mediálisok, melyek racionális 
téglalapot fognak közre. Minthogy AC és CB négy
zetösszege annyival különbözik AD és DB négyzet
összegétől, amennyivel az AD és DB közötti tég
lalap kétszerese az AC és CB közötti téglalap két
szeresétől, és az AD és DB közötti téglalap kétszerese racionális felü
lettel különbözik az AC és CB közötti téglalap kétszeresétől - hiszen 
mindketten racionálisok (X. 6., 12.) -, AC és CB négyzetösszege is 
racionális felülettel különbözik tehát AD és DB négyzetösszegétől, 
noha mediálisok (X. 15., 23. K.), ami ellentmondás (X. 26.). 

Első bimediális tehát nem esik szét tagokra különböző pontokban; 
tehát csak egy pontban. Éppen ezt kellett megmutatni. 

X. 44. Tétel 
Második bimediális csak egy pontban esik szét. 
Essék szét az AB második bimediális a C pontban, úgyhogy AC 

és CB csak négyzetesen összemérhető mediális szakaszok, melyek 
mediális téglalapot fognak közre (X. 38.). Nyilvánvaló, hogy C nem 

a felezőpont, mivel a szakaszok nem lineá
risan összemérhetők. Azt állítom, hogy AB 
más pontban nem esik szét. 

Tegyük föl ugyanis, hogy szétesik a D pont
ban is, úgyhogy AC nem ugyanaz, mint DB, 
hanem például AC nagyobb. Világos, hogy 
ekkor - mint fönt megmutattuk - AD és DB 
négyzetösszege kisebb AC és CB négyzetössze
génél (X. 42. L.), s AD és DB csak négyzetesen 

összemérhető mediálisok, melyek mediális téglalapot fognak közre. 
Vegyük az EF racionálist, illesszünk EF-hez egy AB négyzetével egyen-
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lő EK téglalapot, és vonjuk le az AC és CB négyzetösszegével egyenlő 
EG téglalapot (I. 41., 44.). Ekkor a maradék HK egyenlő az AC és 
CB közötti téglalap kétszeresével (II. 4.). Ismét, vonjunk le egy AD és 
DB négyzetösszegével, mely mint megmutattuk, kisebb AC és CB 
négyzetösszegénél, egyenlő EL téglalapot. Ekkor a maradék MK 
egyenlő az AD és DB közötti téglalap kétszeresével. Minthogy 
AC és CB négyzetösszege mediális (X. 15., 23. K.), EG [is] mediális. 
S az EF racionális mellé illesztettük, EH tehát racionális és lineárisan 
összemérhetetlen .EF-fel (X. 22.). Ugyanígy HN is racionális és lineári
san összemérhetetlen EF-fél. Minthogy AC és CB csak négyzetesen 
összemérhető mediálisok, AC lineárisan összemérhetetlen CZ?-vel. 
AC négyzete úgy aránylik az AC és CB közötti téglalaphoz, mint 
AC a CZ?-hez (X. 22. L.), AC négyzete tehát összemérhetetlen az AC 
és CB közötti téglalappal (X. 11.). AC négyzetével viszont össze
mérhető AC és CB négyzetösszege - hiszen AC és CB négyzetesen 
összemérhetők (X. 15.) -, az AC és CB közötti téglalappal pedig 
összemérhető az AC és CB közötti téglalap kétszerese (X. 6.), AC és 
CB négyzetösszege tehát összemérhetetlen az AC és CB közötti 
téglalap kétszeresével (X. 13.). AC és CB négyzetösszegével viszont 
egyenlő EG, az AC és CB közötti téglalap kétszeresével pedig egyenlő 
HK, EG tehát összemérhetetlen HK-val, úgyhogy EH is lineárisan 
összemérhetetlen ffiV-nel (VI. 1., X. 11.). S racionálisok, EH és HN 
tehát csak négyzetesen összemérhető racionálisok. Ha viszont két, 
csak négyzetesen összemérhető racionálist összeadunk, az összeg 
irracionális, ún. binomiális (X. 36.), EN tehát egy binomiális, mely a 
H pontban esik szét. Ugyanígy mutatható meg, hogy EM és MN is 
csak négyzetesen összemérhető racionálisok, és az JETV binomiális 
különböző pontokban esik szét, mind /í-ban, mind M-ben, és EH 
nem ugyanaz, mint MN, mert AC és CB négyzetösszege nagyobb 
AD és DB négyzetösszegénél, AD és DB négyzetösszege pedig nagyobb 
az AD és DB közötti téglalap kétszeresénél (X. 60. L.), AC és CB 
négyzetösszege, azaz EG, annál nagyobb tehát az AD és DB közötti 
téglalap kétszeresénél, azaz MK-nál, úgyhogy EH is nagyobb MAT-nél. 
EH tehát nem ugyanaz, mint MN. Éppen ezt kellett bizonyítani 
(X. 42.). 
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X. 45. Tétéi 
Maior csak ugyanabban a pontban esik szét. 
Essék szét az AB maior a C pontban, úgyhogy AC és CB négyze

tesen összemérhetetlen szakaszok, AC és CB négyzetösszege racionális, 
és az AC és CB közötti téglalap mediális (X. 39.). Azt állítom, hogy 
AB más pontban nem esik szét. 

Tegyük föl ugyanis, hogy a D pontban is szétesik, úgyhogy AD 
és DB négyzetesen összemérhetetlenek, AD és DB négyzetösszege 
racionális, az általuk közrefogott téglalap pedig 
mediális. Minthogy az AD és DB közötti téglalap 
kétszerese annyival különbözik az AC és CB kö
zötti téglalap kétszeresétől, amennyivel AC és CB 
négyzetösszege AD és DB négyzetösszegétől (II. 4.), és AC és CB 
négyzetösszege racionális felülettel különbözik AD és DB négyzetösz-
szegétől - hiszen mindketten racionálisok -, az AD és DB közötti 
téglalap kétszerese'is racionális felülettel különbözik az AC és CB 
közötti téglalap" kétszeresétől, noha mediálisok (X. 6., 23. K.), ami 
ellentmondás (X. 26.). Maior tehát nem esik szét különböző pontok
ban; tehát csak ugyanabban. Éppen ezt kellett megmutatni. 

X. 46. Tétel 
Négyzetértékben racionális plusz mediális szakasz csak egy pontban 

esik szét. 
Essék szét a négyzetértékben racionális plusz mediális AB a C 

pontban, úgyhogy AC és CB négyzetesen összemérhetetlenek, AC és 
CB négyzetösszege mediális, az AC és CB közötti téglalap kétszerese 
racionális (X. 6., 12.). Azt állítom, hogy AB más pontban nem esik szét. 

Tegyük föl ugyanis, hogy szétesik a D pontban is, úgyhogy AD és 
DB is" négyzetesen összemérhetetlenek, AD és DB 
négyzetösszege mediális, az AD és DB közötti tég
lalap kétszerese pedig racionális. Minthogy AD és 
DB négyzetösszege annyival különbözik AC és 

CB négyzetösszegétől, amennyivel az AC és CB közötti téglalap 
kétszerese különbözik az AD és DB közötti téglalap kétszeresétől, 
és az AC és CB közötti téglalap kétszerese racionális felülettel külön
bözik az AD és DB közötti téglalap kétszeresétől, AD és DB négyzet-
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összege is racionális felülettel különbözik AC és CB négyzetösszegétől, 
noha mediálisok, ami ellentmondás (X. 26.). Nem esik szét tehát 
négyzetértékben racionális plusz mediális szakasz különböző pontok
ban; tehát csak egy pontban esik szét. Éppen ezt kellett megmutatni. 

X. 47. Tétel 
Négyzetértékben két mediális összege csak egy pontban esik szét. 
Essék szét egy négyzetértékben két mediális összege, AB, a C pont

ban, úgyhogy AC és CB négyzetesen összemérhetetlenek, AC és CB 
négyzetösszege mediális, az AC és CB közötti téglalap mediális és 
összemérhetetlen a négyzetösszegükkel (X. 41.). Azt állítom, hogy 
AB a feltételek mellett más pontban nem esik szét. 

Tegyük föl ugyanis, hogy D-ben is szétesik, úgyhogy AC nyilván 
ismét nem ugyanaz, mint DB, hanem például 
legyen AC a nagyobb, vegyük az EF racio
nálist, és illesszünk EF mellé egy AC és CB 
négyzetösszegével egyenlő EG s egy, az AC 
és CB közötti téglalap kétszeresével egyenlő 
HK téglalapot (I. 41., 44.). Ekkor a teljes 
EK egyenlő AB négyzetével (II. 4.). Ismét, 
illesszünk EF mellé egy AD és DB négy

zetösszegével egyenlő EL téglalapot. Ekkor a maradék, az AD és 
DB közötti téglalap kétszerese, egyenlő az MK maradékkal. Mint
hogy AC és CB négyzetösszege föltevés szerint mediális, EG is medi
ális. S az EF racionális mellé illesztettük, HE tehát racionális és 
lineárisan összemérhetetlen EF-fel (X. 22.). Ugyanígy HN is racionális 
és lineárisan összemérhetetlen .EF-fel. Minthogy AC és CB négyzet
összege összemérhetetlen az AC és CB közötti téglalap kétszeresével 
(X. 6., 13.), EG is összemérhetetlen GW-nel, úgyhogy EH is össze
mérhetetlen fflV-nel (VI. 1., X. 11.). S racionálisok, EH és HN tehát 
csak négyzetesen összemérhető racionálisok, EN tehát binomiális, 
mely szétesik H-ban. Hasonlóképp mutathatjuk meg, hogy M-ben 
is szétesik. EH nem ugyanaz, mint MN (X. 60. L.), a binomiális 
tehát különböző pontokban esik szét, ami ellentmondás (X. 42.). 
Nem esik tehát szét négyzetértékben két mediális összege különböző 
pontokban; tehát csak egy [pontban] esik szét. 
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Definíciók. Második rész 

2.1. Legyen adva a racionális és egy tagjaira bontott binomiális^ 
melynek nagyobbik tagjának négyzetértéke egy vele lineárisan 
összemérhető szakasz négyzetével nagyobb a kisebbénél. Ha a 
nagyobbik tag lineárisan összemérhető az adott racionálissal, 
nevezzük [az összeget] első binomiálisnak. 

2.2. Ha a kisebb tag lineárisan összemérhető az adott racionálissal, 
nevezzük (az összeget) második binomiálisnak. 

2.3. Ha egyik tag sem lineárisan összemérhető az adott racionálissal, 
nevezzük harmadik binomiálisnak. 

2.4. Legyen most a nagyobb tag négyzetértéke egy vele lineárisan 
összemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb [a kisebbénél]. 
Ha a nagyobbik tag lineárisan összemérhető az adott racionális
sal, nevezzük (az összeget) negyedik binomiálisnak. 

2.5. Ha a kisebb, ötödiknek. 
2.6. Ha pedig egyik sem, hatodiknak. 

X. 48. Tétel 
Keressünk első binomiálist!* 
Vegyünk két számot, AC-t és CB-t, melyek összege, AB, BC-hez 

úgy aránylik, mint négyzetszám négyzetszámhoz, CA-hoz viszont nem 
úgy aránylik, mint négyzetszám négyzetszámhoz, vegyünk egy d racio
nálist, és legyen EF lineárisan összemér
hető d-vel. Ekkor EF is racionális (X. 9. 
K., 12.). Arányuljék amint a BA szám 
AC-hez, úgy EF négyzete FG négyzetéhez 
(X. 6. K.). AB úgy aránylik AC-hez, mint 
szám számhoz, EF négyzete tehát szintén 
úgy aránylik FG négyzetéhez, mint szám 
számhoz, úgyhogy EF négyzete összemérhető FG négyzetével (X. 
6.). EF racionális, tehát FG is racionális (X. 12.). Minthogy BA 
nem úgy aránylik AC-hez, mint négyzetszám négyzetszámhoz, EF 
négyzete sem úgy aránylik FG négyzetéhez, mint négyzetszám négy
zetszámhoz, EF tehát lineárisan összemérhetetlen FG-vel (X. 9.). EF 
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és FG tehát csak négyzetesen összemérhető racionálisok, ÉG tehát 
binomiális. 

Azt állítom, hogy első. 
Minthogy ugyanis EF négyzete úgy aránylik FG négyzetéhez, mint 

a BA szám AC-hez, és BA nagyobb AC-nél, EF négyzete is nagyobb FG 
négyzeténél (V. 14.). Legyen EF négyzetével egyenlő FG és h négyzet
összege (X. 14. L.). Minthogy EF négyzete úgy aránylik FG négyzeté
hez, mint BA az AC-hez, fölforgatva EF négyzete úgy aránylik h 
négyzetéhez, mint AB a BC-hez (V. 19. K.). AB viszont úgy aránylik 
BC-hez, mint négyzetszám négyzetszámhoz, tehát EF négyzete szintén 
úgy aránylik h négyzetéhez, mint négyzetszám négyzetszámhoz. EF 
tehát lineárisan összemérhető h-val (X. 9.), EF négyzetértéke egy vele 
összemérhető szakasz négyzetével nagyobb FG-énél. S EF és FG ra
cionálisok, és EF lineárisan összemérhető d-\el. 

EG tehát első binomiális. Éppen ezt kellett megmutatni. 

X. 49. Tétel 
Keressünk második binomiálist!* 
Vegyünk két számot, AC-t és CB-t, melyek összege, AB, BC-hez 

úgy aránylik, mint négyzetszám négyzetszámhoz, AC-hez viszont nem 
úgy aránylik, mint négyzetszám négyzetszámhoz, vegyünk föl egy d 

racionálist, és legyen EF lineárisan össze
mérhető d-vel. Ekkor EF racionális. Ará-
nyuljék amint a CA szám AB-hez, úgy EF 
négyzete FG négyzetéhez (X. 6. K.). Ekkor 
EF négyzete összemérhető FG négyzetével 
(X. 6.), tehát FG is racionális (X. 12.). 
Minthogy a CA szám nem úgy aránylik 

AB-hez, mint négyzetszám négyzetszámhoz, EF négyzete sem úgy 
aránylik FG négyzetéhez, mint négyzetszám négyzetszámhoz, EF 
tehát lineárisan összemérhetetlen FG-vel (X. 9.). EF és FG tehát csak 
négyzetesen összemérhető racionálisok, EG tehát binomiális. 

Azt kell még megmutatni, hogy második. 
Minthogy ugyanis fordítva GF négyzete úgy aránylik FE négyzeté

hez, mint a BA szám ^C-hez, és BA nagyobb ^C-nél, GF négyzete [is] 
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nagyobb FE négyzeténél (V. 14.). Legyen GF négyzetével egyenlő EF 
és /;. négyzetösszege (X. 14. L.). Fölforgatva FG négyzete úgy aránylik 
h négyzetéhez, mint AB a BC-hez (V. 19. K.). AB viszont úgy aránylik 
BC-hez, mint négyzetszám négyzetszámhoz, tehát FG négyzete is úgy 
aránylik h négyzetéhez, mint négyzetszám négyzetszámhoz. FG tehát 
lineárisan összemérhető h-val (X. 9.), úgyhogy FG négyzetértéke egy 
vele összemérhető szakasz négyzetével nagyobb Fis-énéi. S FG és FE 
csak négyzetesen összemérhető racionálisuk, és a kisebb tag, EF, li
neárisan összemérhető a fölvett racionálissal, d-vel. 

EG tehát második binomiális. Éppen ezt kellett megmutatni. 

X. 50. Tétel 
Keressünk harmadik binomiálist!* 
Vegyünk két számot, AC-t és CB-t, melyek összege, AB, BC-hez 

úgy aránylik, mint négyzetszám négyzetszámhoz, AC-hez viszont nem 
úgy aránylik, mint négyzetszám négyzetszámhoz, vegyünk valamely 
másik nem négyzetszámot, d-t, mely sem BA-
hoz, sem AC-hez nem úgy aránylik, mint 
négyzetszám négyzetszámhoz, vegyünk föl 
valamely e racionálist, és arányuljék amint d 
az ^42?-hez, úgy e négyzete FG négyzetéhez 
(X. 6. K.). Ekkor e négyzete összemérhető FG 
négyzetével (X. 6.). e racionális, tehát FG is 
racionális. Minthogy d nem úgy aránylik 
AB-hez, mint négyzetszám négyzetszámhoz, e négyzete sem úgy 
aránylik FG négyzetéhez, mint négyzetszám négyzetszámhoz, e tehát 
lineárisan összemérhetetlen FG-vel (X. 9.). Ismét, arányuljék amint a 
BA szám AC-hez, úgy FG négyzete GH négyzetéhez. Ekkor FG négy
zete összemérhető GH négyzetével. FG racionális, tehát GH is racioná
lis (X. 12.). Minthogy BA nem úgy aránylik AC-hez, mint négyzet
szám négyzetszámhoz, FG négyzete sem úgy aránylik HG négyzetéhez, 
mint négyzetszám négyzetszámhoz, FG tehát lineárisan összemérhetet
len GH-val. FG és GH tehát csak négyzetesen összemérhető racionáli
suk, FH tehát binomiális. 

Azt állítom még, hogy harmadik. 
Minthogy ugyanis d úgy aránylik AB-hez, mint e négyzete FG négy-
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zetéhez, és BA az AC-hez, mint FG négyzete GH négyzetéhez, egyenlő 
sok tagon át d úgy aránylik AC-hez, mint e négyzete GH négyzetéhez 
(V. 22.). d viszont nem úgy aránylik ,4C-hez, mint négyzetszám négy
zetszámhoz, tehát e négyzete sem úgy aránylik GH négyzetéhez, mint 
négyzetszám négyzetszámhoz, e tehát lineárisan összemérhetetlen 
GH-val. Minthogy FG négyzete úgy aránylik GH négyzetéhez, mint 
BA az AC-hez, FG négyzete nagyobb, mint GH négyzete (V. 14.). 
Legyen FG négyzetével egyenlő GH és k négyzetösszege (X. 14. L.). 
Fölforgatva FG négyzete úgy aránylik k négyzetéhez, mint AB a BC-
hez (V. 19. IC). AB viszont úgy aránylik i?C-hez, mint négyzetszám 
négyzetszámhoz, tehát FG négyzete is úgy aránylik k négyzetéhez, 
mint négyzetszám négyzetszámhoz. FG tehát lineárisan összemérhető 
fc-val. FG négyzetértéke tehát egy vele összemérhető szakasz négyzeté
vel nagyobb Gií-énál. S FG és GH csak négyzetesen összemérhető 
racionálisok, és egyikük sem lineárisan összemérhető e-vel. 

GH tehát harmadik binomiális. Éppen ezt kellett megmutatni. 

X 51. Tétel 
Keressünk negyedik binomiálist!* 
Vegyünk úgy két számot, AC-t és CB-t, hogy AB se BC-hez, se AC-

hez ne úgy arányuljék, mint négyzetszám négyzetszámhoz (pl. X. 29. 
2. L., VIII. 24.). Vegyünk föl egy d racionálist, és legyen EF lineárisan 

összemérhető ú?-vel. Ekkor EF is racionális. 
Arányuljék amint a BA szám AC-hez, úgy 
EF négyzete FG négyzetéhez (X. 6. K.). Ek
kor EF négyzete összemérhető FG négyzeté
vel (X. 6.), tehát FG is racionális (X. 12.). 
Minthogy BA nem úgy aránylik AC-hez, 
mint négyzetszám négyzetszámhoz, EF négy
zete sem úgy aránylik FG négyzetéhez, mint 

négyzetszám négyzetszámhoz, EF tehát lineárisan összemérhetetlen 
FG-vel (X. 9.). EF és FG tehát csak négyzetesen összemérhető racioná
lisok, úgyhogy EG binomiális. 

Azt állítom még, hogy negyedik. 
Minthogy ugyanis EF négyzete úgy aránylik FG négyzetéhez, mint 

BA az AC-hez [és BA nagyobb yíC-nél], EF négyzete nagyobb FG 
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négyzeténél (V. 14.). Legyen EF négyzetével egyenlő FG és h négyzet
összege (X. 14. L.). Fölforgatva EF négyzete úgy aránylik h négyzeté
hez, mint az AB szám BC-hcz (V. 19. K.). AB viszont nem úgy arány
lik BC-hez, mint négyzetszám négyzetszámhoz, tehát EF négyzete sem 
úgy aránylik h négyzetéhez, mint négyzetszám négyzetszámhoz. EF 
tehát lineárisan összemérhetetlen h-va\ (X. 9.). EF négyzetértéke tehát 
egy vele összemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb GF-énél. S EF 
és FG csak négyzetesen összemérhető racionálisok, és EF lineárisan 
összemérhető d-vel. 

EG tehát negyedik binomiális. Éppen ezt kellett megmutatni. 

X. 52. Tétel 
Keressünk ötödik binomiálist!* 
Vegyünk úgy két számot, AC-t és CB-t, hogy AB egyikőjükhöz se 

arányuljék úgy, mint négyzetszám négyzetszámhoz (pl. X. 29. 2. L., 
VIII. 24.). Vegyünk föl valamilyen d racioná
lis szakaszt, és legyen EF [lineárisan] össze
mérhető d-vel. Ekkor EF is racionális. Ará
nyuljék amint CA az AB-hez, úgy EF négy
zete FG négyzetéhez (X. 6. K.). CA nem úgy 
aránylik AB-hez, mint négyzetszám négyzet
számhoz, tehát EF négyzete sem úgy aránylik 
FG négyzetéhez, mint négyzetszám négyzet
számhoz. EF és FG tehát csak négyzetesen összemérhető racio
nálisok (X. 12., 9.). EG tehát binomiális. 

Azt állítom még, hogy ötödik. 
Minthogy ugyanis EF négyzete úgy aránylik FG négyzetéhez, mint 

CA az AB-hcz, fordítva FG négyzete úgy aránylik FE négyzetéhez, 
mint BA az AC-hsz (V. 7. K.), GF négyzete tehát nagyobb FE négy
zeténél (V. 14.). Legyen GF négyzetével egyenlő EF és h négyzetösszege 
(X. 14. L.). Fölforgatva GF négyzete úgy aránylik h négyzetéhez, mint 
az AB szám Z?C-hez (V. 19. K.). AB viszont nem úgy aránylik JSC-hez, 
mint négyzetszám négyzetszámhoz, tehát FG négyzete sem úgy arány
lik h négyzetéhez, mint négyzetszám négyzetszámhoz. FG tehát lineári
san összemérhetetlen h-\&\, úgyhogy FG négyzetértéke egy vele össze
mérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb Fis-énéi. S GF és FE csak 
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négyzetesen összemérhető racionálisok, és a kisebb tag, EF, lineárisan 
összemérhető a fölvett racionálissal, d-\e\. 

EG tehát ötödik binomiális. Éppen ezt kellett megmutatni. 

X. 53. Tétel 
Keressünk hatodik binomiálist!* 
Vegyünk úgy két számot, AC-t és CB-t, hogy AB egyikőjükhöz se 

arányuljék úgy, mint négyzetszám négyzetszámhoz (pl. X. 29. 2. L., 
VIII. 24.). Legyen d egy másik szám, mely 
nem négyzetszám és sem BA-hoz, sem AC-
hez nem úgy aránylik, mint négyzetszám 
négyzetszámhoz (ua.). Vegyünk föl valami
lyen e racionális szakaszt, és arányuljék 
amint d az AB-hez, úgy e négyzete FG négy
zetéhez (X. 6. K.). Ekkor e négyzete össze
mérhető FG négyzetével (X. 6.). e racionális, 

tehát FG is racionális. Minthogy d nem úgy aránylik AB-hez, mint 
négyzetszám négyzetszámhoz, e négyzete sem úgy aránylik FG négyze
téhez, mint négyzetszám négyzetszámhoz, e tehát lineárisan összemér
hetetlen FG-ve\ (X. 9.). Ismét, arányuljék amint BA az ^4C-hez, úgy 
FG négyzete GH négyzetéhez. Ekkor FG négyzete összemérhető HG 
négyzetével, tehát HG négyzete racionális (X. 12.), tehát HG racioná
lis. Minthogy BA nem úgy aránylik AC-hez, mint négyzetszám négyzet
számhoz, FG négyzete sem úgy aránylik GH négyzetéhez, mint négyzet
szám négyzetszámhoz, FG tehát lineárisan összemérhetetlen GH-val. 
FG és GH tehát csak négyzetesen összemérhető racionálisok, FH tehát 
binomiális. 

Azt kell még megmutatni, hogy hatodik. 
Minthogy ugyanis e négyzete úgy aránylik FG négyzetéhez, mint 

d az AB-hez és FG négyzete úgy aránylik GH négyzetéhez, mint BA 
AC-hez, egyenlő sok tagon át e négyzete úgy aránylik GH négyzetéhez, 
mint d az AC-hez (V. 22.). d viszont nem úgy aránylik AC-hez, mint 
négyzetszám négyzetszámhoz, tehát e négyzete sem úgy aránylik GH 
négyzetéhez, mint négyzetszám négyzetszámhoz, e tehát lineárisan 
összemérhetetlen Gií-val. Megmutattuk, hogy FG-vel is összemérhe
tetlen, tehát mind FG, mind GH lineárisan összemérhetetlen e-vel. 
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Minthogy FG négyzete úgy aránylik GH négyzetéhez, mint ÉA az ÁC-
hez, FG négyzete nagyobb GH négyzeténél (V. 14.). Legyen FG négy
zetével egyenlő GH és k négyzetösszege (X. 14. L.). Fölforgatva tehát 
FG négyzete úgy aránylik k négyzetéhez, mint AB a BC-hez (V. 19. K.). 
AB viszont nem úgy aránylik BC-hez, mint négyzetszám négyzetszám
hoz, úgyhogy FG négyzete sem úgy aránylik k négyzetéhez, mint 
négyzetszám négyzetszámhoz. FG tehát lineárisan összemérhetetlen 
k-vál, FG négyzetértéke tehát egy vele összemérhetetlen szakasz négy
zetével nagyobb Cfí-énál. S FG és GH csak négyzetesen összemérhető 
racionálisok, és egyikőjük sem lineárisan összemérhető a fölvett 
racionálissal, e-vel. 

FH tehát hatodik binomiális. Éppen ezt kellett megmutatni. 

X. 54. Lemma 
Legyen AB és BC két négyzet, melyek úgy vannak elhelyezve, hogy 

DB egy egyenesen van BE-vel. Ekkor FB és BG is egy egyenesen van. 
Egészítsük ki az AC paralelogrammát. Azt állítom, hogy AC négyzet, 
AB-nek és BC-nek középarányosa DG, s végül ^C-nek és C2?-nek kö
zéparányosa DC. 

Minthogy ugyanis DB egyenlő .BF-fel, BE pedig .BG-vel a teljes 
DE egyenlő a teljes FG-vel. DE viszont egyenlő AH és KC, FG pedig 
AK és HC bármelyikével (I. 34.), tehát AH és KC bármelyike egyenlő 
AK és HC bármelyikével. Az AC paralelogramma tehát egyenlő 
oldalú; s derékszögű, AC tehát négyzet. Minthogy DB úgy aránylik 
BE-hez, mint FB a BG-hez, AB a DG-hez, mint FB a BG-hez és DG a 
.BC-hez, mint DB a BE-hez (VI. 1.), AB úgy aránylik DG-hez, mint 
DG a BC-hez (V. 11.). DG tehát középarányosa AB-nek és .BC-nek. 

Még azt állítom, hogy DC középarányosa AC-nek és CB-nek. 
Minthogy ugyanis AD úgy aránylik DK-hoz, mint KG a GC-hez 

- hiszen páronként egyenlők (V. 7.) -, összetéve AK úgy aránylik 
JKD-hez, mint KC a CG-hez (V. 18.). Amint viszont AK a KD-hez, úgy 
AC a CD-hez, amint pedig KC a CG-hez, úgy DC a Ci?-hez, amint te
hát AC a DC-hez, úgy DC a .BC-hez. DC tehát középarányosa AC-nek 
és CB-nek. Ezt volt feladatunk megmutatni. 

F.: X. 54-55., 60., 92. 
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X. 54. Tétel 
Ha egy idomot egy racionális és egy első binomiális szakasz fog 

közre, akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, irracionális, ún. 
binomiális* 

Fogja ugyanis közre az AC idomot az AB racionális és az AD első 
binomiális. Azt állítom, hogy a szakasz, melynek négyzetértéke AC, 
irracionális, ún. binomiális. 

Miután AD első binomiális, essék hát szét E-ben a tagjaira, és legyen 
AE a nagyobb tag. Nyilvánvaló, hogy AE és ED csak négyzetesen 

összemérhető racionálisok, AE négyzet
értéke egy vele összemérhető szakasz 
négyzetével nagyobb £X>-énél és AE line
árisan összemérhető az adott AB racioná
lissal. Legyen F ED felezőpontja (I. 10.). 
Minthogy AE négyzetértéke egy vele ösz-
szemérheto szakasz négyzetével nagyobb 
ED-énél, ha a kisebb tag négyzetének ne
gyedével, azaz EF négyzetével egyenlő 
paralelogrammát illesztünk a nagyobb 
AE-hez úgy, hogy egy négyzet marad fönn, 
akkor (AE) összemérhető darabokra bom

lik (X. 17.). Illesszük tehát AE-hez az EF négyzetével egyenlő AG és GE 
közötti téglalapot (VI. 28.). Ekkor AG lineárisan összemérhető EG-vei. 
Húzzuk meg G-n, E-n, illetve F-en át AB-ve\ és CD-ve\ párhuzamosan 
GH-t, EK-t, illetve FL-t (í. 31.), szerkesszünk egy, az AH paralelogram
mával egyenlő SN és egy GK-\a\ egyenlő NQ négyzetet (II. 14.), és 
helyezzük őket úgy el, hogy MN egy egyenesen legyen NO-va\. Ekkor 
RN is egy egyenesen van .A/P-vei. Egészítsük ki az SQ paralelogrammát. 
Ekkor SQ négyzet (L.). Minthogy az AG és GE közötti téglalap egyenlő 
EF négyzetével, AG úgy aránylik EF-hez, mint FE az EG-hez (VI. 17.), 
AH tehát úgy aránylik EL-hez, mint EL a KG-hez (VI. 1.), EL tehát 
középarányosa AH-nak és GK-nak. AH viszont egyenlő STV-nel, GK 
pedig egyenlő NQ-val, SN-nek és NQ-nak tehát középarányosa EL. 
Ugyanazon -S/V-nek és NQ-nak MR is középarányosa (L.), EL tehát 
egyenlő MR-rel, úgyhogy PO-va\ is egyenlő (I. 43.). AH meg GK 
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egyenlő SN meg iVg-val, a teljes AC tehát egyenlő a teljes SQ-val, 
azaz MO négyzetével. AC tehát MO négyzetértéke. 

Azt állítom, hogy MO binomiális. 
Minthogy ugyanis AG összemérhető GE-vel, AE az AG és GE bár

melyikével összemérhető (X. 15.). AE feltétel szerint összemérhető 
AB-vél, tehát AG és GE összemérhető AB-veí (X. 12.). AB racionális, 
tehát AG és GE racionális, tehát AH és GK racionális (X. 19.), és AH 
összemérhető GK-val. AH egyenlő SW-nel, GK pedig NQ-val, tehát SN 
és NQ, azaz MN négyzete és NO négyzete, racionálisok és összemér
hetőek. Minthogy AE lineárisan összemérhetetlen is£)-vel, AE össze
mérhető AG-ve\, DE összemérhető £"F-fel, AG összemérhetetlen EF-fel 
(X. 13.), úgyhogy AH is összemérhetetlen £L-lel (VI. 1., X. 11.). AH 
egyenlő <SW-nel, EL pedig MR-re\, tehát SN is összemérhetetlen MR-
rel. PN úgy aránylik NR-h&z, mint SN az M2?-hez, tehát PN összemér
hetetlen NR-re\. PN egyenlő MJV-nel, NR pedig NO-val, tehát MN 
összemérhetetlen NO-val. MN négyzete összemérhető NO négyzetével, 
és mindkettő racionális, MN és NO tehát csak négyzetesen összemér
hető racionálisok. 

MO tehát binomiális, és négyzetértéke AC. Éppen ezt kellett meg
mutatni. 

F . : X . 58., 71. 

X. 55. Tétel 
Ha egy idomot egy racionális és egy második binomiális szakasz 

fog közre, akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, irracio
nális, ún. első bimediális. 

Fogja ugyanis közre az ABCD idomot 
az AB racionális és az AD második bino
miális. Azt állítom, hogy a szakasz, mely
nek négyzetértéke AC, irracionális, ún. első 
bimediális. 

AD második binomiális, essék hát szét 
úgy .E-ben a tagjaira, hogy AE legyen a 
nagyobb tag. AE és ED tehát csak négy
zetesen összemérhető racionálisok, AE 
négyzetértéke egy vele összemérhető sza-



kasz négyzetével nagyobb ED-énél, és a kisebb tag, ED, lineárisan 
összemérhető AB-vel. Legyen F az ED felezőpontja (I. 10.), és illesz-
szük úgy AE-hez az EF négyzetével egyenlő AGE paralelogrammát, 
hogy egy négyzet maradjon fönn (VI. 28.). Ekkor AG lineárisan 
összemérhető GE-vel (X. 17.). Húzzuk meg G-n, F-n, illetve F-en 
át AB-vel és CD-vei párhuzamosan GH-t, EK-t, illetve FL-t (I. 31.), 
szerkesszünk egy, az AH paralelogrammával egyenlő SN és egy GK-
val egyenlő NQ négyzetet (II. 14.), és helyezzük őket úgy el, hogy 
MN egy egyenesen legyen iVO-val. Ekkor RN is egy egyenesen van 
iVP-vel (I. 14.). Egészítsük ki az SQ négyzetet. Az előbb bizonyítottak
ból világos, hogy MR középarányosa STV-nek és NQ-nak, és egyenlő 
EL-lel, és hogy az AC idom MO négyzetértéke. Azt kell még megmu
tatni, hogy MO első bimediális. Minthogy AE lineárisan összemér
hetetlen EZ>-vel és ED összemérhető AB-vel, AE összemérhetetlen 
AB-vel (X. 13.). Minthogy AG összemérhető EG-vel, AE az AG és 
GE bármelyikével összemérhető (X. 15.). AE viszont lineárisan össze
mérhetetlen AB-vel, tehát AG és GE összemérhetetlenek AB-vel 
(X. 13.). BA, AG és GE tehát csak négyzetesen összemérhető racioná
lisuk, úgyhogy mind AH, mind GK mediális, úgyhogy mind SN, 
mind NQ mediális. Tehát az MN, NO szakaszok is mediálisok. 
Minthogy AG lineárisan összemérhető GE-vel, AH is összemérhető 
GK-val (VI. 1., X. 11.), azaz SN az TVQ-val, azaz MN négyzete NO 
négyzetével [úgyhogy MN és NO négyzetesen összemérhetők]. Mint
hogy AE lineárisan összemérhetetlen FD-vel, AE összemérhető AG-
vel és ED összemérhető EF-fel, AG összemérhetetlen EF-fel, úgyhogy 
AH is összemérhetetlen EL-lel, azaz SN az MR-rel, azaz PN az iVjR-rel, 
azaz MN lineárisan összemérhetetlen JVÖ-val. Megmutattuk, hogy 
MN és NO mediálisok és négyzetesen összemérhetők, MN és NO 
tehát csak négyzetesen összemérhető mediálisok. Még azt állítom, 
hogy racionális téglalapot fognak közre. Minthogy ugyanis DE feltétel 
szerint összemérhető AB-vel és EF-fel, EF összemérhető EK-val. 
Mindketten racionálisok, tehát EL, azaz MR, racionális (X. 19.). MR 
pedig az MN és NO közötti téglalap. Ha viszont összeadunk két 
olyan, csak négyzetesen összemérhető mediális szakaszt, melyek 
racionális téglalapot fognak közre, akkor az összeg irracionális, és a 
neve első bimediális (X. 37.), 
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MO tehát első bimediális. Éppen ezt kellett megmutatni. 
F . : X . 71. 

X. 56. Tétel 
Ha egy idomot egy racionális és egy harmadik binomiális szakasz 

fog közre, akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, irracio
nális, ún. második bimediális. 

Fogja ugyanis közre az ABCD idomot az AB racionális és az AD 
harmadik binomiális, mely 2s-ben szétesik a tagjaira, melyek közül 
AE a nagyobb. Azt állítom, hogy a szakasz, melynek négyzetértéke 
AC, irracionális, ún. második bimediális. 

Végezzük el ugyanazokat a konstrukciókat, mint az előbb. Mint
hogy AD harmadik binomiális, AE és ED csak négyzetesen össze
mérhető racionálisok, AE négyzetértéke 
egy vele összemérhető szakasz négyzetével 
nagyobb ED-énél és sem AE, sem ED 
nem lineárisan összemérhető AB-vel. Az 
előbbiekhez hasonlóan mutathatjuk meg, 
hogy MO négyzetértéke AC és MN, NO 
csak négyzetesen összemérhető mediálisok 
(vö. X. 54-55.), úgyhogy MO bimediális. 

Azt kell még megmutatni, hogy második. 
Minthogy DE lineárisan összemérhetet

len AB-vel, azaz EK-val, és DE összemér
hető EF-M, EF lineárisan összemérhetet
len EK-val (X. 13.). S racionálisok, FE és EK tehát csak négyzetesen 
összemérhető racionálisok. Mediális tehát EL, azaz MR, s MN és 
NO fogja közre, az MN és NO közötti téglalap tehát mediális. 

MO tehát második bimediális. Éppen ezt kellett megmutatni. 
F . : X. 72. 

X. 57. Tétel 
Ha egy idomot egy racionális és egy negyedik binomiális szakasz fog 

közre, akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, irracionális, 
ún. maior. 

Fogja ugyanis közre az AC idomot az AB racionális és az AD 
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negyedik binomiális, mely E-ben szétesik a tagjaira, melyek közül 
AE a nagyobb. Azt állítom, hogy a szakasz, melynek négyzetértéke 
AC, irracionális, ún. maior. 

Minthogy ugyanis AD negyedik binomiális, AE és ED csak négy
zetesen összemérhető racionálisok, AE 
négyzetértéke egy vele összemérhetetlen 
szakasz négyzetével nagyobb ED-éné\, és 
AE lineárisan összemérhető AB-vel. Le
gyen DE felezőpontja F, és illesszünk AE-
hez egy EF négyzetével egyenlő paralelog
rammát, az AG és GE közöttit (VI. 28.). 
Ekkor AG lineárisan összemérhetetlen 
GE-vel (X. 18.). Húzzuk meg AB-vel pár
huzamosan GH-t, EK-t, FL-t és így to
vább, mint az előző tételben. Világos, 
hogy az AC idom MO négyzetértéke. Azt 

kell még megmutatni, hogy MO irracionális, ún. maior. Minthogy 
AG lineárisan összemérhetetlen EG-ve\, AH is összemérhetetlen GK-
val (VI. 1., X. 11.), azaz SN az JVg-val. MN és NO tehát négyzetesen 
összemérhetetlenek. Minthogy AE lineárisan összemérhető AB-vel, 
AK racionális (X. 19.), s egyenlő MN és NO négyzetösszegével, tehát 
MN és NO négyzetösszege is racionális. Minthogy DE lineárisan 
összemérhetetlen AB-vel, azaz EK-vál, és DE összemérhető EF-fél 
(X. 6.), EF lineárisan összemérhetetlen EK-val (X. 13.). EK és EF 
tehát csak négyzetesen összemérhető racionálisok, mediális tehát 
LE, azaz MR. S MN és NO fogja közre; az MN és NO közötti tégla
lap tehát mediális. MN és NO négyzetösszege racionális, és MN, NO 
négyzetesen összemérhetetlenek. Ha viszont összeadunk két olyan, 
négyzetesen összemérhetetlen szakaszt, melyek négyzetösszege racioná
lis és mediális téglalapot fognak közre, akkor az összeg irracionális, 
mégpedig maior a neve (X. 39.). 

MO tehát irracionális, ún. maior, és négyzetértéke az AC idom. 
Éppen ezt kellett megmutatni. 

F . :X. 71. 
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X. 58. Tétel 
Ha egy idomot egy racionális és egy ötödik binomiális szakasz fog 

közre, akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, irracionális, 
ún. négyzetértékben racionális plusz mediális. 

Fogja ugyanis közre az AC idomot az AB racionális és az AD 
ötödik binomiális, mely E-ben úgy esik szét a tagjaira, hogy AE a 
nagyobb tag. Azt állítom, hogy a szakasz, melynek négyzetértéke 
AC, irracionális, ún. négyzetértékben racionális plusz mediális. 

Végezzük el ugyanazokat a lépéseket, 
mint az előbbi bizonyításban. Világos, 
hogy az AC idom MO négyzetértéke. Azt 
kell még megmutatni, hogy MO négyzet
értékben racionális plusz mediális. Mint
hogy ugyanis AG összemérhetetlen GZs-vel 
(X. 18.), AH is összemérhetetlen HE-vel 
(VI. 1., X. 11.), azaz MN négyzete NO 
négyzetével. MN és NO tehát négyzete
sen összemérhetetlenek. Minthogy AD 
ötödik binomiális és ED a kisebb szelete, 
ED lineárisan összemérhető AB-vel. AE 

, összemérhetetlen ED-vel, tehát AB is lineárisan összemérhetetlen AE-
vel (X. 13.). BA és AE csak négyzetesen összemérhető racionálisok, AK 
tehát, azaz MN és NO négyzetösszege, mediális. Minthogy DE lineá
risan összemérhető AB-vel, azaz EK-val, és DE összemérhető EF-íel 
(X. 6.), EF is összemérhető EK-val (X. 12.). EK racionális, tehát racio
nális EL is (X. 19.), azaz MR, azaz az MN és NO közötti téglalap. 
MN és NO tehát két olyan, négyzetesen összemérhetetlen szakasz, 
melyek négyzetösszege mediális és racionális téglalapot fognak közre. 

MO tehát négyzetértékben racionális plusz mediális, és négyzet
értéke az AC idom. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F . : X . 59., 71. 

X. 59. Tétel 
Ha egy idomot egy racionális és egy hatodik binomiális szakasz fog 

közre, akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, irracionális, 
ún. négyzetértékben két mediális összege. 
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Fogja ugyanis közre az ABCD idomot az AB racionális és az AD 
hatodik binomiális, mely E-ben úgy esik szét a tagjaira, hogy AE a 
nagyobb tag. Azt állítom, hogy a szakasz, melynek négyzetértéke 
AC, irracionális, ún. négyzetértékben két mediális összege. 

Végezzük el ugyanazokat a lépéseket, 
mint az előző bizonyításban. Világos, hogy 
az AC idom MO négyzetértéke, és MN 
négyzetesen összemérhetetlen NO-va\. 
Minthogy EA lineárisan összemérhetetlen 
AB-vel, EA és AB csak négyzetesen össze
mérhető racionálisok, AK tehát, azaz MN 
és NO négyzetösszege, mediális. Ismét, 
minthogy ED lineárisan összemérhetetlen 
AB-vel, FE is összemérhetetlen EK-val 
(X. 6., 13.), FE és EK tehát csak négy
zetesen összemérhető racionálisok, EL 

tehát, azaz MR, azaz az MN és NO közötti téglalap, mediális. 
Minthogy AE összemérhetetlen EF-M, AK is összemérhetetlen EL-lel 
(VI. 1., X. 11.). AK viszont MN és NO négyzetösszege, EL pedig az 
MN és NO közötti téglalap, MN és NO négyzetösszege tehát összemér
hetetlen az MN és NO közötti téglalappal. S mindkét idom mediális, 
és MN, NO négyzetesen összemérhetetlenek. 

MO tehát négyzetértékben két mediális összege, és négyzetértéke 
AC. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F . : X. 72. 

X. 60. Lemma 
Ha egy egyenesszakaszt nem egyenlő részekre osztunk, akkor a 

nem egyenlő részek négyzetösszege nagyobb a nem egyenlő részek 
által közrefogott téglalap kétszeresénél. 

Legyen AB egy szakasz, osszuk nem egyenlő részekre C-ben, és 
legyen AC a nagyobb. Azt állítom, hogy AC és CB négyzetösszege 
nagyobb az AC és CB közötti téglalap kétszeresénél. 

Legyen ugyanis AB felezőpontja D (I. 10.). Minthogy így egy 
egyenesszakaszt egyenlő részekre osztottunk D-ben és nem egyenlőkre 
C-ben, az AC és CB közötti téglalapnak és CD négyzetének az összege 
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egyenlő AD négyzetével (11. 5.), úgyhogy az AC és CB közötti 
téglalap kisebb AD négyzeténél, tehát az AC és CB közötti téglalap 
kétszerese kisebb, mint AD négyzetének a kétszerese. AC és CB 
négyzetösszege viszont egyenlő AD és DC négyzetösszegének a 
kétszeresével (II. 9.), tehát AC és CB négyzetösszege nagyobb az 
AC és CB közötti téglalap kétszeresénél. Éppen ezt kellett meg
mutatni.] 

F . : X . 44., 47., 60-61. 

X. 60. Tétel 
Ha egy binomiális négyzetét racionális szakaszhoz illesztjük, akkor 

a keletkező idom szélessége első binomiális lesz. 
Legyen AB egy binomiális, mely C-ben úgy esik szét a tagjaira, 

hogy AC a nagyobb tag, vegyük a DE racionálist, és illesszük DE-hez 
az AB négyzetével egyenlő DEFG téglalapot (I. 41., 44.), melynek 
legyen DG a szélessége. Azt állítom, hogy DG első binomiális. 

Illesszük ugyanis DE-hez az AC négyze
tével egyenlő DH-t és a BC négyzetével 
egyenlő KL-t. Ekkor a maradék, az AC és 
CB közötti téglalap kétszerese, egyenlő MF-
fel (II. 4.). Legyen MG felezőpontja N, és 
húzzuk ML-lel és GF-fel párhuzamosan 
NO-t (I. 31.). MO és NF tehát egyenlő az 
AC és CB közötti téglalap egyszeresével. 
Minthogy AB binomiális, mely C-ben szétesik a tagjaira, AC és CB 
csak négyzetesen összemérhető racionálisok. AC és CB négyzete tehát 
racionális és összemérhetők, úgyhogy AC és CB négyzetösszege is 
[összemérhető AC és CB négyzetével (X. 15.), AC és CB négyzet
összege tehát racionális (X. 12.)]. S egyenlő D£-lel, DL tehát racio
nális. S a DE racionális mellé illesztettük, DM tehát racionális és 
lineárisan összemérhető DE-vel (X. 20.). Másrészt, minthogy AC és 
CB csak négyzetesen összemérhető racionálisok, az AC és CB közötti 
téglalap kétszerese, azaz MF, mediális (X. 6., 23. K.). S a racionális 
ML-hez illesztettük, MG tehát racionális és lineárisan összemérhetet
len ML-lel, azaz Z>ií-vel (X. 22.). MD is racionális, és lineárisan össze
mérhető DE-vel, DM tehát lineárisan összemérhetetlen MC-vel 
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(X. 13.). S raeionálisok, DM és MG tehát csak négyzetesen össze
mérhető racionálisok, DG tehát binomiális. 

Azt kell még megmutatni, hogy első. 
Minthogy AC és CB négyzetének középarányosa az AC és CB közöt

ti téglalap (X. 54. L.), DH-nak és KL-nek is középarányosa MO. 
Amint tehát DH az MO-hoz, úgy aránylik MO a KL-hcz, azaz amint 
DK az AfJV-hez, úgy MN az NK-hoz (VI. 1.), a DK és KM közötti 
téglalap tehát egyenlő MN négyzetével (VI. 17.). Minthogy AC négy
zete összemérhető CB négyzetével, DH is összemérhető KL-lel, 
úgyhogy DK is összemérhető KM-mel (VI. 1., X. 11.). Minthogy 
AC és CB négyzetösszege nagyobb az AC és CB közötti téglalap 
kétszeresénél (L.), DL is nagyobb MF-nél, úgyhogy DM is nagyobb 
MG-nél (VI. 1., V. 14.). S a DK és KM közötti téglalap egyenlő MN 
négyzetével, azaz MG négyzetének negyedével, és DK összemérhető 
KM-mel. Ha viszont van két nem egyenlő szakasz és a kisebb négy
zetének negyedrészével egyenlő paralelogrammát illesztünk a nagyobb
hoz úgy, hogy egy négyzet marad fönn, és e szakasz lineárisan össze
mérhető darabokra bomlik, akkor a nagyobb szakasz négyzetértéke 
egy vele összemérhető szakasz négyzetével nagyobb a kisebbénél 
(X. 17.), DM négyzetértéke tehát egy vele összemérhető szakasz 
négyzetével nagyobb MG-énél. S DM és MG racionálisok, és a na
gyobb tag, DM, lineárisan összemérhető a fölvett racionálissal, DE-vel. 

DG tehát első binomiális. Éppen ezt kellett megmutatni. 
F . :X. 72., 111. 

X. 61. Tétel 
Ha egy első bimediális négyzetét a racionálishoz illesztjük, akkor a 

keletkező idom szélessége második binomiális lesz. 
Essék szét az AB első bimediális C-ben a mediálisokra, melyek 

közül AC a nagyobb, vegyük a DE racionálist, és illesszük DE-hez 
az AB négyzetével egyenlő DG szélességű DF paralelogrammát 
(I. 41., 44.). Azt állítom, hogy DG második binomiális. 

Végezzük el ugyanis ugyanazokat a lépéseket, mint az előbb. 
Minthogy AB első bimediális, mely C-ben szétesik, AC és CB olyan, 
csak négyzetesen összemérhető mediálisok, melyek racionális tégla
lapot fognak közre, úgyhogy AC és CB négyzetösszege is mediális 
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(X. 15., 23. K.), tehát DL mediális. S a DE racionális mellett fekszik, 
MD tehát racionális és lineárisan összemérhetetlen DE-vel (X. 22.). 
Másrészt, minthogy az AC és CB közötti téglalap kétszerese racionális 
(X. 6., 12.), MF is racionális. S a racionális 
ML mellett fekszik, MG is racionális tehát 
és lineárisan összemérhető ML-lel (X. 20.), 
azaz DE-vel, DM tehát lineárisan összemér
hetetlen MG-vel (X. 13.). S racionálisok, DM 
és MG tehát csak négyzetesen összemérhető 
racionálisok. DG tehát binomiális. 

Azt kell még megmutatni, hogy második. 
Minthogy ugyanis AC és CB négyzetösszege nagyobb az AC és CB 

közötti téglalap kétszeresénél (X. 60. L.), DL is nagyobb MF-nél, 
úgyhogy DM is MG-nél (VI. 1., V. 14.). Minthogy AC négyzete 
összemérhető CB négyzetével, DH is összemérhető KL-lel, úgyhogy 
DK is összemérhető KM-mel (VI. 1., X. 11.). S a DK és KM közötti 
téglalap egyenlő MN négyzetével, DM négyzetértéke tehát egy vele 
összemérhető szakasz négyzetével nagyobb MG-énél (X. 17.). S MG 
lineárisan összemérhető DE-vel. 

DG tehát második binomiális. 
F . : X. 62., 72. 

X. 62. Tétel 
Ha egy második bimediális négyzetét a racionálishoz illesztjük, akkor 

a keletkező idom szélessége harmadik binomiális lesz. 
Legyen AB egy második bimediális, mely C-ben úgy esik szét, 

hogy AC a nagyobb szelete, legyen DE a racionális, és illesszük DE-hez 
az AB négyzetével egyenlő DG szélességű DF paralelogrammát (I. 41., 
44.). Azt állítom, hogy DG harmadik binomiális. 

Végezzük el ugyanis ugyanazokat a lépé
seket, mint az előbbi bizonyításban. Mint
hogy AB második bimediális, mely szétesik 
C-ben, AC és CB olyan, csak négyzetesen 
összemérhető mediálisok, melyek mediális 
téglalapot fognak közre, úgyhogy AC és CB 
négyzetösszege is mediális (X. 15., 23. K.). 
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S egyenlő £>Z,-lel, tehát DL is mediális. S a racionális DE mellett 
fekszik, tehát MD is racionális és lineárisan összemérhetetlen DE-vel 
(X. 22.). Ugyanígy MG is racionális és lineárisan összemérhetetlen 
ML-lel, azaz DE-vel. DM és MG tehát racionálisok és lineárisan 
összemérhetetlenek DE-vel. Minthogy AC lineárisan összemérhetetlen 
CB-vel és AC négyzete úgy aránylik az AC és CB közötti téglalap
hoz, mint AC a CB-hez (X. 22. L.), AC négyzete is összemérhetetlen 
az AC és CB közötti téglalappal (X. 11.), úgyhogy AC és CB négyzet
összege is összemérhetetlen az AC és CB közötti téglalap kétszeresé
vel (X. 15., (>., 13.), azaz DL az A/F-fel, úgyhogy DM is összemérhe
tetlen A/G-vel (VJ., 1., X. 11.). S racionálisok, DG tehát binomiális. 

Azt kell még megmutatni, hogy harmadik. 
Az előzőekhez hasonlóan láthatjuk be, hogy DM nagyobb MG-nél 

és DK összemérhető KM-mel. A DK és KM közötti téglalap egyenlő 
MN négyzetével, DM négyzetértéke tehát egy vele összemérhető 
szakasz négyzetével nagyobb MG-énél (X. 17.). S sem DM, sem MG 
nem lineárisan összemérhető DE-vel. 

DG tehát harmadik binomiális. Éppen ezt kellett megmutatni. 
F.: X. 72. 

X. 63. Tétel 
Ha egy maior négyzetét a racionálishoz illesztjük, akkor a keletkező 

idom szélessége negyedik binomiális lesz* 
Legyen AB egy maior, mely úgy esik szét C-ben, hogy AC nagyobb 

C8-nél, legyen DE a racionális, és illesszük DE-hez az AB négyzetével 
egyenlő DG szélességű DF paralelogrammát (I. 41., 44.). Azt állítom, 
hogy DG negyedik binomiális. 

Végezzük el ugyanis ugyanazokat a lépéseket, mint az előbbi 
bizonyításban. Minthogy AB maior, mely szétesik C-ben, AC és 

CB két olyan összemérhetetlen szakasz, 
melyek négyzetösszege racionális és mediális 
téglalapot fognak közre. Minthogy AC és 
CB négyzetösszege racionális, DL racioná
lis, DM tehát racionális és lineárisan össze
mérhető DE-vel (X. 20.). Másrészt, mint
hogy az AC és CB közötti téglalap két-



Szeresé, azaz MF, mediális (X. 6., 23. K.) és a racionális ML mel
lett fekszik, MG is racionális és lineárisan összemérhetetlen DE-vel 
(X. 22.), tehát DM is lineárisan összemérhetetlen MG-vei (X. 13.). 
DM és MG tehát csak négyzetesen összemérhető racionálisok, DG 
tehát binomiális. 

Azt kell még megmutatni, hogy negyedik. 
Az előzőekhez hasonlóan mutathatjuk meg, hogy DM nagyobb 

MG-nél és hogy a DK és KM közötti téglalap egyenlő MN négyzetével. 
Minthogy AC négyzete összemérhetetlen CB négyzetével, DH is 
összemérhetetlen KL-\e\, úgyhogy DK is összemérhetetlen KM-mel 
(VI. 1., X. 11.). Ha viszont van két nem egyenlő szakasz, és a kisebb 
négyzetének negyedrészével egyenlő paralelogrammát illesztünk a 
nagyobbhoz úgy, hogy egy négyzet marad fönn, és e szakasz össze
mérhetetlen darabokra bomlik, akkor a nagyobb szakasz négyzet
értéke egy vele összemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb a kiseb
bénél (X. 18.), DM négyzetértéke tehát egy vele összemérhetetlen 
szakasz négyzetével nagyobb MG-énél. S DM és MG csak négyzetesen 
összemérhető racionálisok és DM összemérhető az adott racionálissal, 
DE-vel 

DG tehát negyedik binomiális. Éppen ezt kellett megmutatni. 
F.: X. 73. 

X. 64. Tétel 
Ha egy négyzetértékben racionális plusz mediális négyzetét a racio

nálishoz illesztjük, akkor a keletkező idom szélessége ötödik binomiális 
lesz* 

Legyen AB négyzetértékben racionális plusz mediális, mely C-ben 
úgy esik szét, hogy AC a nagyobb, vegyük a DE racionálist, és illesszük 
DE-hez az AB négyzetével egyenlő DG szélességű DF paralelogram
mát (I. 41., 44.). Azt állítom, hogy DG 
ötödik binomiális. 

Végezzük el ugyanazokat a lépéseket, 
mint az előbbiekben. Minthogy AB négy
zetértékben racionális plusz mediális, mely 
C-ben szétesik, AC és CB két olyan, négy
zetesen összemérhetetlen szakasz, melyek 
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négyzetösszege mediális, és racionális téglalapot fognak közre. 
Minthogy AC és CB négyzetösszege mediális, DL mediális, úgyhogy 
DM racionális és lineárisan összemérhetetlen DE-vel (X. 22.). Más
részt, minthogy az AC és CB közötti téglalap kétszerese, azaz MF, 
racionális (X. 6., 12.), MG racionális és összemérhető DE-vel (X. 20.). 
DM tehát összemérhetetlen MG-vel (X. 13.), DM és MG tehát csak 
négyzetesen összemérhető racionálisok, DG tehát binomiális. 

Azt állítom még, hogy ötödik. 
Hasonlóképp mutatható meg, hogy a DK és KM közötti téglalap 

egyenlő MN négyzetével, és DK lineárisan összemérhetetlen KM-mel, 
DM négyzetértéke tehát egy vele összemérhetetlen szakasz négyzetével 
nagyobb MG-énél (X. 18.). S DM és MG csak négyzetesen összemér
hető [racionálisok], és a kisebb MG lineárisan összemérhető DE-vel. 

DG tehát ötödik binomiális. Éppen ezt kellett megmutatni. 
F. : X. 72. 

X. 65. Tétel 
Ha egy négyzetértékben két mediális összegének négyzetét a racioná

lishoz illesztjük, akkor a keletkező idom szélessége hatodik binomiális 
lesz* 

Legyen AB négyzetértékben két mediális összege, mely szétesik C-
ben, legyen DE a racionális, és illesszük DE-hez az AB négyzetével 
egyenlő DG szélességű DF paralelogrammát (I. 41., 44.). Azt állítom, 
hogy DG hatodik binomiális. 

Végezzük el ugyanis ugyanazokat a lépéseket, mint föntebb. Mint
hogy AB négyzetértékben két mediális ösz-
szege és C-ben esik szét, AC és CB olyan 
négyzetesen összemérhetetlen szakaszok, 
melyeknek mind a négyzetösszege mediális, 
mind mediális téglalapot fognak közre és 
négyzetösszegük összemérhetetlen az általuk 
közrefogott téglalappal, úgyhogy a föntebb 
bizonyítottak szerint mind DL, mind MF 

mediális. S az DE racionális mellett fekszenek, tehát mind DM, mind 
MG racionális és lineárisan összemérhetetlen DE-vel (X. 22.). Mint
hogy AC és CB négyzetösszege összmérhetetlen az AC és CB közötti 
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téglalap kétszeresével (X. 6., 13.), DL összemérhetetlen MF-fel, tehát 
DM is összemérhetetlen MG-vel (VI. 1., X. 11.), DM és MG tehát 
csak négyzetesen összemérhető racionálisok, tehát DG binomiális. 

Azt állítom még, hogy hatodik. 
Ismét hasonlóan mutathatjuk meg, hogy a DK és KM közötti tégla

lap egyenlő MN négyzetével, és hogy DK lineárisan összemérhetetlen 
KM-mel, és ugyanúgy DM négyzetértéke egy vele lineárisan összemér
hetetlen szakasz négyzetével nagyobb MG-énél (X. 18.). S sem DM, 
sem MG nem lineárisan összemérhető az adott racionálissal, DF-vel. 

DG tehát hatodik binomiális. Éppen ezt kellett megmutatni. 
F. : X. 72. 

X. 66. Tétel 
Binomiálissal lineárisan összemérhető szakasz maga is binomiális, 

mégpedig ugyanannyiadik.* 
Legyen AB binomiális, és legyen CD lineárisan összemérhető AB-

vel. Azt állítom, hogy CD binomiális, mégpedig ugyanannyiadik, 
mint AB. 

AB binomiális, essék hát szét F-ben a tagjaira, és legyen AE a na
gyobb tag. AE és EB tehát csak négyzetesen összemérhető racionálisok. 
Arányuljék amint AB a CD-hez, úgy AE a 
CF-hez (VI. 12.). Ekkor a maradék EB úgy 
aránylik a maradék FD-hez, mint AB a CD-
hez (V. 16., 19. K.). AB lineárisan össze
mérhető CD-vel, tehát AE is összemérhető 
CF-fel, EB pedig FD-vel (X. 11.). AE és EB 
racionálisok, tehát CF és FD is racionálisok (X. 12.). [Minthogy] AE 
úgy aránylik CF-hez, mint EB az FD-hez (V. 11.), fölcserélve AE úgy 
aránylik EB-hez, mint CF az FD-hez (V. 16.). AE és EB csak négyzete
sen összemérhetők, tehát CF és FD is csak négyzetesen összemérhe
tők (X. 11.). S racionálisok, CD tehát binomiális. 

Azt állítom még, hogy ugyanannyiadik, mint AB. 
AE négyzetértéke ugyanis egy vele vagy összemérhető, vagy össze

mérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb EB-éné\. Ha AE négyzet értéke 
egy vele összemérhető szakasz négyzetével nagyobb EB-énél, akkor CF 
négyzetéríéke is egy vele összemérhető szakasz négyzetével nagyobb 
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FD-énél (X. 14.). S ha AE összemérhető a fölvett racionálissal, akkor 
CF is összemérhető vele (X. 12.), és ezért mind AB, mind CD első, azaz 
ugyanannyiadik binomiális. Ha EB összemérhető az adott racionális
sal, akkor FD is összemérhető vele, és ezért ismét ugyanannyiadik, 
mint AB, hiszen mindketten második binomiálisok. Ha AE és EB 
egyike sem összemérhető az adott racionálissal, akkor CF és FD sem 
összemérhető vele (X. 13.), és mindkettő harmadik.* Ha AE négyzet
értéke egy vele összemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb Fi?-énél, 
akkor CF négyzetértéke is egy vele összemérhetetlen szakasz négyzeté
vel nagyobb FD-énél (X. 14.). S ha AE összemérhető az adott racioná
lissal, akkor CF is összemérhető vele, és mindkettő negyedik. Ha vi
szont EB, akkor FD is, és mindkettő ötödik. Ha pedig AE és EB egyike 
sem, akkor CF és FD sem összemérhető az adott racionálissal, és 
mindkettő hatodik, úgyhogy binomiálissal lineárisan összemérhető 
szakasz binomiális, mégpedig ugyanannyiadik. Éppen ezt kellett meg
mutatni. 

X. 67. Tétel 
Bimediálissal lineárisan összemérhető szakasz maga is bimediális, 

mégpedig ugyanannyiadik* 
Legyen AB bimediális, és legyen CD lineárisan összemérhető AB-ve\. 

Azt állítom, hogy CD bimediális, mégpedig ugyanannyiadik, mint AB. 
AB bimediális, essék hát szét E-ben a me-

diálisokra. AE és EB tehát csak négyzetesen 
összemérhető mediálisok. Arányuljék amint 
AB a CD-hez, úgy AE a CF-hez (VI. 12.). 
Ekkor a maradék EB úgy aránylik a maradék 
FD-hez, mint AB a CD-hez (X. 16., 19. K.). 

AB lineárisan összemérhető CD-vel, tehát AE, illetve EB is össze
mérhető CF-fel, illetve FD-vel (X. 11.). AE és EB mediálisok, tehát 
CF és FD is mediálisok (X. 23.). Minthogy CF úgy aránylik FD-hez, 
mint AE az EB-hez (V. 11., 16.), és AE meg EB csak négyzetesen 
összemérhetők, CF és FD is csak négyzetesen összemérhetők (X. 11.). 
Megmutattuk azt is, hogy mediálisok, CD tehát bimediális. 

Azt állítom még, hogy ugyanannyiadik, mint AB. 
Minthogy AE úgy aránylik EB-hez, mint CF az FD-hez, AE négyzete 
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úgy aránylik az AE és EB közötti téglalaphoz, mint CF négyzete a CF 
és FD közötti téglalaphoz (X. 22. L.), fölcserélve tehát AE négyzete úgy 
aránylik CF négyzetéhez, mint az AE és EB közötti téglalap a CF és FD 
közöttihez (V. 16.). AE négyzete összemérhető CF négyzetével, tehát 
az AE és EB közötti téglalap is összemérhető' a CF és FD közöttivel 
(X. 11.). Ha tehát az AE és EB közötti téglalap racionális, akkor a CF és 
FD közötti is racionális (X. 12.) [és ezért a szakasz első bimediális], 
ha pedig mediális, akkor mediális (X. 23. K.), és mindkét szakasz 
második. 

És ezért CD ugyaiuinnyiadik, mini AB. Hppen ezt kellel! megmu
tatni. 

X. 68. Tétel 
Maiorral összemérhető szakasz maga is maior. 
Legyen AB maior és legyen CD összemérhető AB-vel. Azt állítom, 

hogy CD maior. 
Essék szét AB az F-ben. AE és EB tehát olyan, négyzetesen össze

mérhetetlen szakaszok, melyek négyzetösszege racionális és mediális 
téglalapot fognak közre. Hajtsuk végre az 
előbbiekkel azonos lépéseket. Mivel AE a CF-
hez és EB az FD-hez úgy aránylik, mint AB a 
CD-hez, AE úgy aránylik CF-hez, mint EB az 
FD-hez (V. 11.). AB összemérhető CD-vel, te
hát AE, illetve EB is összemérhető CF-fel, il
letve FD-vel (X. 11.). Mivel amint AE a CF-hez, úgy aránylik EB az FD-
hez, és fölcserélve amint AE az EB-hez, úgy CF az FD-hez (V. 16.), ösz-
szetéve amint AB a BE-hez, úgy CD a Z>F-hez (V. 18.), amint tehát AB 
négyzete BE négyzetéhez, úgy CD négyzete DF négyzetéhez (VI. 22.). 
Hasonlóképp mutathatjuk meg azt is, hogy amint AB négyzete AE 
négyzetéhez, úgy aránylik CD négyzete CF négyzetéhez. Amint tehát 
AB négyzete AE és EB négyzetösszegéhez, úgy CD négyzete CF és FD 
négyzetösszegéhez (V. 7. K., 24.), fölcserélve tehát amint AB négyzete 
CD négyzetéhez, úgy AE és EB négyzetösszege CF és FD négyzet
összegéhez (V. 16.). AB négyzete összemérhető CD négyzetével, tehát 
AE és EB négyzetösszege is összemérhető CF és FD négyzetösszegével 
(X. 11.). AE és EB négyzetösszege racionális, tehát CF és FD négyzet-
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összege is racionális (X. 12.). Hasonlóképp az AE és EB közötti tégla
lap kétszerese is összemérhető a CFés FD közötti kétszeresével (V. 16., 
19. K., II. 4.). Az AE és EB közötti téglalap mediális (X. 6., 23. K.), 
tehát a CF és FZ) közötti téglalap kétszerese is mediális. CF és FD 
tehát olyan, négyzetesen összemérhetetlen szakaszok, melyek négyzet
összege racionális és az általuk közrefogott téglalap kétszerese mediá
lis. A CD összeg tehát irracionális, ún. maior. 

Maiorral összemérhető szakasz tehát maior. Éppen ezt kellett meg
mutatni. 

X. 69. Tétel 
Négyzetértékben racionális plusz mediális szakasszal összemérhető 

szakasz [maga is] négyzetértékben racionális plusz mediális. 
Legyen AB négyzetértékben racionális plusz mediális, és legyen CD 

összemérhető AB-vel. Azt kell megmutatni, hogy CD is négyzetérték
ben racionális plusz mediális. 

Essék szét AB az F-ben a szakaszaira. AE és EB tehát két olyan, négy
zetesen összemérhetetlen szakasz, melyek 
négyzetösszege mediális és racionális téglala
pot fognak közre. Végezzük el ugyanazokat 
a lépéseket, mint az előbb. Ekkor hasonló
képp mutathatnánk meg, hogy CF és FD is 
négyzetesen összemérhetetlenek, és összemér

hető AE és EB négyzetösszege CF és FD négyzetösszegével, az AE 
és EB közötti téglalap pedig a CF és FD közötti téglalappal, úgyhogy 
CF és FD négyzetösszege is mediális (X. 23. K.), a CF és FD közötti 
téglalap pedig racionális (X. 12.). 

CD tehát négyzetértékben racionális plusz mediális. Éppen ezt kel
lett megmutatni. 

X. 70. Tétel 
Négyzetértékben két mediális összegével összemérhető szakasz négy

zetértékben két mediális összege. 
Legyen AB négyzetértékben két mediális összege, és CD összemér

hető AB-vel. Azt kell megmutatni, hogy CD is négyzetértékben két 
mediális összege. 
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AB négyzetértékben két mediális összege, essék hát szét E-ben. 
AE és EB tehát olyan, négyzetesen összemérhetetlen szakaszok, 
melyeknek mind a négyzetösszege mediális, mind mediális téglalapot 
fognak közre, és AE és EB négyzetösszege 
összemérhetetlen az AE és EB közötti tégla
lappal. Hajtsuk végre ugyanazokat a lépése-
ket^mint az előbb. Ekkor hasonlóképp mu
tathatnánk meg, hogy CF és FD is négyze
tesen összemérhetetlenek, és összemérhető 
AE és EB négyzetösszege CF és FD négyzetösszegével, az AE és EB 
közötti téglalap pedig a CF és FD közötti téglalappal, úgyhogy CF 
és FD négyzetösszege is mediális, és a CF és FD közötti téglalap 
mediális (X. 23. K.), és CF és FD négyzetösszege összemérhetetlen a 
CF és FD közötti téglalappal (X. 13.). 

CD tehát négyzetértékben két mediális összege. Éppen ezt kellett 
megmutatni. 

X. 71. Tétel 
Ha egy racionális és egy mediális területet összeadunk, négyféle 

irracionálist kaphatunk: vagy binomiálist, vagy első bimediálist, vagy 
maiort, vagy négyzetértékben racionális plusz mediálist. 

Legyen AB egy racionális, CD pedig egy mediális terület. Azt állí
tom, hogy a szakasz, melynek négyzetértéke az AD idom, vagy bino
miális, vagy első bimediális, vagy maior, vagy négyzetértékben racioná
lis plusz mediális. 

AB ugyanis vagy nagyobb CD-nél, vagy kisebb nála. Legyen először 
nagyobb. Vegyük az EF racionálist, és 
illesszük JEF-hez az AB-vel egyenlő EH 
szélességű EG-t és a DC-vel egyenlő HK 
szélességű Hl-t (I. 41., 44.). Minthogy AB 
racionális és egyenlő EG-\él, EG is racio
nális. Az EF [racionális]hoz illesztve szé
lessége EH, EH tehát racionális és lineári

san összemérhető EF-íel (X. 20.). Ismét, minthogy CD mediális és 
egyenlő Hl-vél, Hl is mediális. Az EF racionálishoz illesztve széles
sége HK, HK tehát racionális és lineárisan összemérhetetlen EF-íel 
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(X. 22.). Minthogy CD mediális, AB pedig racionális, AB összemérhe
tetlen CD-vel, úgyhogy EG is összemérhetetlen ///-vei. Amint viszont 
EG a Hl-hez, úgy aránylik EH a HK-hoz (VI. 1.), tehát EH is lineárisan 
összemérhetetlen HK-val (X. 11.). Mind a kettő racionális, EH és HK 
tehát csak négyzetesen összemérhető racionálisok, EK tehát binomiális, 
mely H-ban esik szét. Minthogy AB nagyobb CD-nél és AB egyenlő 
EG-vel, CD pedig ///-vei, EG is nagyobb ///-né], tehát EH is nagyobb 
HK-nál (V. 14.). EH négyzetértéke tehát egy vele lineárisan vagy össze
mérhető, vagy összemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb HX-énál. 
Legyen először egy vele összemérhető négyzetével nagyobb. A na
gyobb tag, HE, összemérhető az adott racionálissal, EF-íel, EK tehát 
első binomiális. EF racionális, ha viszont egy idomot egy racionális 
és egy első binomiális fog közre, akkor a szakasz, melynek az idom 
négyzetértéke, binomiális (X. 54.). A szakasz tehát, melynek négyzet
értéke El, binomiális, úgyhogy az is binomiális, melynek AD a négy
zetértéke. Most pedig legyen EH négyzetértéke egy vele összemér
hetetlen szakasz négyzetével nagyobb HK-énál. A nagyobb tag, EH, 
lineárisan összemérhető az adott racionálissal, EF-íel, EK tehát ne
gyedik binomiális. EF racionális, ha viszont egy idomot egy racioná
lis és egy negyedik binomiális fog közre, akkor a szakasz, melynek az 
idom négyzetértéke, irracionális, ún. maior (X. 57.). A szakasz tehát, 
melynek négyzetértéke El, maior, úgyhogy az is maior, melynek AD a 
négyzetértéke. 

Most pedig legyen AB kisebb CD-nél. EG is kisebb tehát Hl-nél, 
úgyhogy EH is kisebb HK-nál (VI. 1., V. 14.). HK négyzetértéke egy 
vele vagy összemérhető, vagy összemérhetetlen szakasz négyzetével 
nagyobb EH-énál. Legyen először egy vele lineárisan összemérhető 
négyzetével nagyobb. A kisebb tag, EH, lineárisan összemérhető az 
adott racionálissal, EF-íel, EKtehát második binomiális. EF racionális, 
ha viszont egy idomot egy racionális és egy második binomiális fog 
közre, akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, első bimediális 
(X. 55.). A szakasz tehát, melynek négyzetértéke El, első bimediális, 
úgyhogy az is első bimediális, melynek AD a négyzetértéke. Most 
pedig legyen HK négyzetértéke egy vele összemérhetetlen szakasz négy
zetével nagyobb HE-énél. A kisebb tag, EH, összemérhető az adott 
racionálissal, EF-íel, EK tehát ötödik binomiális. EF racionális, ha 
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viszont egy idomot egy racionális és egy ötödik binomiális fog közre, 
akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, négyzetértékben ra
cionális plusz mediális (X. 58.). A szakasz tehát, melynek négyzet
értéke El, négyzetértékben racionális plusz mediális, úgyhogy az is 
négyzetértékben racionális plusz mediális, melynek AD a négyzetértéke. 

Ha tehát egy racionális és egy mediális területet összeadunk, négy
féle irracionálist kaphatunk: vagy binomiálist, vagy első bimediálist, 
vagy maiort, vagy négyzetértékben racionális plusz mediálist. Éppen 
ezt kellett megmutatni. 

X. 72. Tétel 
Ha két, egymással összemérhetetlen mediális területet összeadunk, 

a maradék két irracionálist kapjuk: vagy második bimediálist, vagy 
négyzetértékben két mediális összegét. 

Adjunk össze ugyanis két, egymással összemérhetetlen mediálist, 
AB-t és CD-t. Azt állítom, hogy a szakasz, melynek négyzetértéke 
az AD idom, vagy második bimediális, vagy négyzetértékben két me
diális összege. 

AB ugyanis vagy nagyobb Cö-nél, vagy kisebb nála. Legyen először 
például AB nagyobb CD-nél, vegyük az 
EF racionálist, és illesszünk EF-hez egy 
AB-vel egyenlő EH szélességű EG és egy 
CD-vel egyenlő HK szélességű Hl téglala
pot (I. 41., 44.). Minthogy AB és CD me-
diálisok, EG és Hl is mediálisok. Az FE 
racionálishoz illesztve szélességük EH, 
illetve HK, EH és HK tehát racionálisuk és lineárisan összemér-
hetetlenek EF-M (X. 22.). Minthogy AB összemérhetetlen CD-vel és 
AB egyenlő EG-vel, CD pedig Hl-vel, EG is összemérhetetlen Hl-vel. 
Amint viszont EG Hl-hez, úgy aránylik EH a HK-hoz (VI. 1.), EH 
tehát lineárisan összemérhetetlen HK-val (X. 11.). EH és HK tehát 
csak négyzetesen összemérhető racionálisuk, EK tehát binomiális. 
EH négyzetértéke egy vele vagy összemérhető, vagy összemérhetetlen 
szakasz négyzetével nagyobb HK-énál (V. 14.). Legyen először egy 
vele lineárisan összemérhető szakasz négyzetével nagyobb. Sem EH, 
sem HK nem lineárisan összemérhető az adott racionálissal, EF-iel, 
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EK tehát harmadik binomiális. EF racionális, ha viszont egy idomot egy 
racionális és egy harmadik binomiális fog közre, akkor a szakasz, 
melynek az idom négyzetértéke, második bimediális (X. 56.). A sza
kasz tehát, melynek négyzetértéke El, azaz AD, második bimediális. 
Legyen most EH négyzetértéke egy vele lineárisan összemérhetetlen 
szakasz négyzetével nagyobb HK-énál. Mind EH, mind HK lineárisan 
összemérhetetlen EF-íel, EK tehát hatodik binomiális. Ha viszont egy 
idomot egy racionális és egy hatodik binomiális fog közre, akkor a 
szakasz, melynek az idom négyzetértéke, négyzetértékben két mediális 
összege (X. 59.), úgyhogy az a szakasz is négyzetértékben két mediális 
összege, melynek négyzetértéke az AD idom. 

[Hasonlóképp mutathatnánk meg, hogy ha AB kisebb CD-nél, a 
szakasz, melynek négyzetértéke az AD idom, akkor is vagy második 
bimediális, vagy négyzetértékben két mediális összege.] 

Ha tehát két, egymással összemérhetetlen mediális területet össze
adunk, a maradék két irracionálist kapjuk: vagy második bimediálist, 
vagy négyzetértékben két mediális összegét. 

A binomiális és az azutáni irracionális szakaszok sem a mediálissal, 
sem egymással nem egyeznek meg. Ha ugyanis egy mediális négyzetét 
racionális szakaszhoz illesztjük, akkor a keletkező idom szélessége 
racionális lesz és lineárisan összemérhetetlen azzal a szakasszal, amely 
mellé helyeztük (X. 22.). Ha egy binomiális négyzetét illesztjük racio
nális szakaszhoz, akkor a keletkező idom szélessége első binomiális 
lesz (X. 60.). Ha egy első bimediális négyzetét illesztjük a racionális
hoz, akkor a keletkező idom szélessége második binomiális lesz 
(X. 61.). Ha egy második bimediális négyzetét illesztjük a racionális
hoz, akkor a keletkező idom szélessége harmadik binomiális lesz 
(X. 62.). Ha egy maior négyzetét illesztjük a racionálishoz, akkor a 
keletkező idom szélessége negyedik binomiális lesz (X. 63.). Ha egy 
négyzetértékben racionális plusz mediális négyzetét illesztjük a racio
nálishoz, akkor a keletkező idom szélessége ötödik binomiális lesz 
(X. 64.). Ha pedig egy négyzetértékben két mediális összegének 
négyzetét illesztjük a racionálishoz, akkor a keletkező idom szélessége 
hatodik binomiális lesz (X. 65.). Ezek a mondott szélességek mind az 
elsőtől, mind egymástól különböznek, az elsőtől, mivel racionális, 
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egymástól pedig, mivel nem ugyanannyiadikok,* úgyhogy maguk az 
irracionális szakaszok is különböznek egymástól. 

X. 73. Tétel 
Ha egy racionális szakaszból kivonunk egy vele csak négyzetesen 

összemérhető racionálist, akkor a maradék irracionális, mégpedig 
nevezzük apotoménak.* 

Vonjuk ki ugyanis az AB racionálisból a vele csak négyzetesen 
összemérhető BC racionálist. Azt állítom, hogy a maradék AC irra
cionális, ún. apotomé. 

Minthogy ugyanis AB lineárisan összemérhetetlen UC-vel és AB 
négyzete úgy aránylik az AB és BC közötti tég
lalaphoz, mint AB BC-hsz (X. 22. L.), AB négyzete 
összemérhetetlen az AB és BC közötti téglalappal 
(X. 11.). AB négyzetével összemérhető' AB és BC 
négyzetösszege (X. 15.), az AB és BC közötti téglalappal pedig össze
mérhető az AB és BC közötti téglalap kétszerese (X. 6.). Minthogy AB 
és BC négyzetösszege egyenlő az AB és BC közötti téglalap kétszere
sének és CA négyzetének az összegével (II. 7.), a maradék AC négy
zettel összemérhetetlen AB és BC négyzetösszege (X. 13., 16.). AB és 
BC négyzetösszege racionális (X. 15., 12.), AC tehát irracionális (X. 
13.), mégpedig nevezzük apotoménak. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F . : X. 75., 78-79., 81., 84-87., 89-102., 108-113.; XIII. 11. 

X. 74. Tétel 
Ha egy mediális szakaszból kivonunk egy vele csak négyzetesen 

összemérhető mediálist, mely a teljes szakasszal racionális téglalapot 
fog közre, akkor a maradék irracionális, mégpedig nevezzük első 
mediálapotoménak. 

Vonjuk ki ugyanis az AB mediálisból a BC mediálist, mely csak 
négyzetesen összemérhető AB-\t\ és AB-vel racio
nális téglalapot fog közre (X. 27. vagy 31.). Azt 
állítom, hogy a maradék AC irracionális, mégpedig 
nevezzük első mediálapotoménak. 

Minthogy ugyanis AB és BC mediálisok, AB és BC négyzetösszege is 
mediális (X. 15., 23. K.). Az AB és BC közötti téglalap kétszerese 
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racionális (X. 6., 12.), tehát AB és BC négyzetösszege összemérhetetlen 
az AB és BC közötti téglalap kétszeresével (X. 13.), tehát a maradék 
AC négyzettel összemérhetetlen az AB és BC közötti téglalap két
szerese (II. 7.), minthogy ha az összeg egyikükkel összemérhetetlen, 
akkor a tagok is összemérhetetlenek (X. 16.). Az AB és BC közötti 
téglalap racionális, AC négyzete tehát irracionális (X. 13.), AC tehát 
irracionális, mégpedig nevezzük első" mediálapotoménak. 

F.: X. 80., 92., 98., 104. 

X. 75. Tétel 
Ha egy mediális szakaszból kivonunk egy vele csak négyzetesen 

összemérhető mediálist, mely a teljes szakasszal mediális téglalapot 
fog közre, akkor a maradék irracionális, mégpedig nevezzük második 
mediálapo tóménak. 

Vonjuk ki ugyanis az AB mediálisból a CB mediálist, mely csak 
négyzetesen összemérhető a teljes AB-vel és a teljes ^45-vel mediális 
téglalapot fog közre (X. 28. vagy 32.). Azt állítom, hogy a maradék 
AC irracionális, mégpedig nevezzük második mediálapotoménak. 

Vegyük ugyanis a Dl racionálist, és illesz-
szünk Dl-hez egy AB és BC négyzetösszegé
vel egyenlő' DG szélességű DE, és egy, az AB 
és BC közötti téglalap kétszeresével egyenlő 
DF szélességű DH téglalapot (I. 41., 44.). 
Ekkor a maradék FE egyenlő AC négyzeté
vel (II. 7.). Minthogy AB, illetve BC négy
zete mediálisok és összemérhetők, DE is 

mediális (X. 15., 23. K.). A Dl racionálishoz illesztve DG a szélessége, 
DG tehát racionális és lineárisan összemérhetetlen Dl-vel (X. 22.). 
Ismét, minthogy az AB és BC közötti téglalap mediális, az AB és BC 
közötti téglalap kétszerese is mediális (X. 6., 23. K.); s egyenlő DH-
val, tehát DH is mediális. A Dl racionálishoz illesztve DF a szélessége, 
DF tehát racionális és lineárisan összemérhetetlen Dl-vel (X. 22.). 
Minthogy AB és BC csak négyzetesen összemérhetők, AB lineárisan 
összemérhetetlen .ŐC-vel, tehát AB négyzete is összemérhetetlen az 
AB és BC közötti téglalappal (X. 22. L., 11.). AB négyzetével viszont 
összemérhető AB és BC négyzetösszege (X. 15.), az AB cs BC közötti 
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téglalappal pedig összemérhető az AB és BC közötti téglalap kétszerese 
(X. 6.), az AB és BC közötti téglalap kétszerese tehát összemérhetetlen 
AB és BC négyzetösszegével (X. 13.). AB és BC négyzetösszegével 
egyenlő DE, az AB és BC közötti téglalap kétszeresével pedig DH, DE 
tehát összemérhetetlen DH-\al. Amint viszont DE a DH-hoz, úgy 
aránylik GD a DF-hez (VI. 1.), GD tehát összemérhetetlen DF-fel 
(X. 11.). Mindketten racionálisok, GD és DF tehát csak négyzetesen 
összemérhető racionálisok, FD tehát apotomé. Dl racionális, a racio
nális és irracionális (X. 73.) szakasz által közrefogott téglalap viszont 
irracionális, és a szakasz, melynek négyzetértéke, irracionális (X. 20.). 
FE az AC négyzetértéke, AC tehát irracionális, mégpedig nevezzük 
második mediálapotoménak. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.:X.81.,93.,99., 104. 

X. 76. Tétel 
Ha egy szakaszból kivonunk egy vele négyzetesen összemérhetetlen 

szakaszt, melynek a teljes szakasszal vett négyzetösszege racionális 
és mediális téglalapot fog közre vele, akkor a maradék irracionális, 
mégpedig nevezzük minornak. 

Vonjuk ki ugyanis az AB szakaszból a vele négyzetesen összemérhe
tetlen BC szakaszt, mely teljesíti a feltételeket (X. 33.). Azt állítom, 
hogy a maradék AC irracionális, ún. minor. 

Minthogy ugyanis AB és BC négyzetösszege racionális, az AB és BC 
közötti téglalap kétszerese viszont irracionális (X. 
6., 13.), AB és BC négyzetösszege összemérhetetlen 
az AB és BC közötti téglalap kétszeresével (X. 13.), 
és fölforgatva, a maradék AC négyzettel (II. 7.) 
összemérhetetlen AB és BC négyzetösszege (X. 16.). AB és BC négyzet
összege racionális, AC négyzete tehát irracionális (X. 13.), AC tehát 
irracionális, mégpedig nevezzük minornak. Éppen ezt kellett megmu
tatni. 

F . : X. 82., 94., 100., 105.; XIII. 11. 

X. 77. Tétel 
Ha egy szakaszból kivonunk egy vele négyzetesen összemérhetetlen 

szakaszt, melynek a teljes szakasszal vett négyzetösszege mediális 
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és a vele közrefogott téglalap kétszerese racionális, akkor a maradék 
irracionális, mégpedig nevezzük négyzetértékben mediális mínusz 
racionálisnak. 

Vonjuk ki ugyanis az AB szakaszból a vele négyzetesen összemér
hetetlen BC szakaszt, mely teljesíti a feltételeket (X. 34.). Azt állítom, 
hogy a maradék AC irracionális, neve mint fönt. 

Minthogy ugyanis AB és BC négyzetösszege mediális, az AB és 
BC közötti téglalap kétszerese viszont irracionális, 
AB és BC négyzetösszege összemérhetetlen az AB 
és BC közötti téglalap kétszeresével (X. 13.), tehát 
a maradék AC négyzet (II. 7.) is összemérhetetlen az 

AB és BC közötti téglalap kétszeresével (X. 16.). Az AB és BC közötti 
téglalap kétszerese racionális, AC négyzete tehát irracionális (X. 13.), 
AC tehát irracionális, mégpedig nevezzük négyzetértékben mediális 
mínusz racionálisnak. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F. : X. 83., 95., 101., 106., 108. 

X. 78. Tétel 
Ha egy szakaszból kivonunk egy vele négyzetesen összemérhetetlen 

szakaszt, melynek mind a teljes szakasszal vett négyzetösszege mediális, 
mind a vele közrefogott téglalap kétszerese mediális, és a négyzetössze
gük összemérhetetlen az áltáluk közrefogott téglalap kétszeresével, 
akkor a maradék irracionális, mégpedig nevezzük négyzetértékben 
mediális mínusz mediálisnak. 

Vonjuk ki ugyanis az AB szakaszból a vele négyzetesen összemérhe
tetlen BC szakaszt, mely teljesíti a feltételeket (X. 35.). Azt állítom, 
hogy a maradék AC irracionális, ún. négyzetértékben mediális mínusz 
mediális. 

Vegyük ugyanis a Dl racionálist, illesszünk Dl-hez egy AB és BC 
négyzetösszegével egyenlő' DG szélességű DE 
téglalapot, és vonjunk le belőle egy, az AB 
és BC közötti téglalap kétszeresével egyenlő 
[DF szélességű] DE téglalapot (I. 41., 44.). 
Ekkor a maradék FE egyenlő AC négyze
tével (II. 7.), úgyhogy FE AC négyzetér

téke. Minthogy AB és BC négyzetösszege 



medíális és egyenlő DE-\el, DE mediáJis. A Dl racionálishoz 
illesztve DG a szélessége, DG tehát racionális és lineárisan össze
mérhetetlen D/-vel (X. 22.). Ismét, minthogy az AB és BC kö
zötti téglalap kétszerese mediális és egyenlő DH-va\, DH mediá-
lis. A Dl racionálishoz illesztve DF a szélessége, tehát DF is 
racionális és lineárisan összemérhetetlen £>/-vel (X. 22.). Mint
hogy AB és BC négyzetösszege összemérhetetlen az AB és BC 
közötti téglalap kétszeresével, DE is összemérhetetlen DH-val. Amint 
viszont DE DH-hoz, úgy aránylik DG a Z>F-hez (VI. 1.), DG tehát 
összemérhetetlen DF-fel (X. 11.). Mindketten racionálisok, GD és DF 
tehát csak négyzetesen összemérhető racionálisok, FG tehát apotomé. 
FH racionális, a racionális és apotomé által közrefogott téglalap 
viszont irracionális (X. 73., 20.), és a szakasz, melynek négyzetértéke, 
irracionális. FE az AC négyzetértéke, AC tehát irracionális, mégpedig 
nevezzük négyzetértékben mediális mínusz mediálisnak. Éppen ezt 
kellett megmutatni. 

F . : X. 84., 96., 102., 107. 

X. 79. Tétel 
Apotoméhoz [csak] egy olyan racionális szakasz illik, mely csak 

négyzetesen összemérhető az összeggel. 
Legyen AB egy apotomé, és illeszkedjék hozzá BC. AC és CB tehát 

csak négyzetesen összemérhető racionálisok (X. 12.). Azt állítom, 
hogy AB-hez nem illeszkedik más olyan racionális szakasz, mely csak 
négyzetesen összemérhető az összeggel. 

Tegyük föl ugyanis, hogy illeszkedik egy BD. AD és DB tehát szintén 
csak négyzetesen összemérhető racionálisok. Mint
hogy AD és DB négyzetösszege annyival nagyobb 
az AD és DB közötti téglalap kétszeresénél, ameny-
nyivel AC és CB négyzetösszege az AC és CB közötti 
téglalap kétszeresénél - hiszen mind a kettő ugyanazzal az AB négy
zettel nagyobb (II. 7.) -, fölcserélve tehát, AD és DB négyzetösszege 
annyival nagyobb AC és CB négyzetösszegénél, amennyivel az AD és 
DB közötti téglalap kétszerese az AC és CB közötti téglalap kétszeresé
nél. AD és DB négyzetösszege racionális területtel nagyobb AC és CB 
négyzetösszegénél - hiszen mind a kettő racionális (X. 15., 12.) -, 
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tehát az AD és DB közötti téglalap kétszerese is racionális területtel 
nagyobb az AC és CB közötti téglalap kétszeresénél, ami lehetetlen, 
hiszen mind a kettő mediális (X. 6., 23. K.) és két mediális felület 
különbsége nem lehet racionális (X. 26.). AB-hez tehát nem illeszkedik 
más olyan racionális, mely csak négyzetesen összemérhető'az összeggel. 

Apotoméhoz tehát egyetlenegy olyan racionális illeszkedik, mely 
csak négyzetesen összemérhető az összeggel. Éppen ezt kellett meg
mutatni. 

F.:X.81.,84. 

X. 80. Tétel 
Első mediálapotoméhoz csak egy olyan mediális szakasz illeszkedik, 

mely csak négyzetesen összemérhető az összeggel és racionális téglalapot 
fog közre vele. 

Legyen ugyanis AB egy első mediálapotomé, és illeszkedjék AB-
hez BC. AC és CB tehát olyan, csak négyzetesen összemérhető mediá-
lisok (X. 23.), melyek racionális téglalapot fognak közre. Azt állítom, 
hogy AB-hez nem illeszkedik más olyan mediális, mely csak négyzete
sen összemérhető az összeggel és racionális téglalapot fog közre vele. 

Tegyük föl ugyanis, hogy DB is illeszkedik hozzá. 
AD és DB tehát olyan, csak négyzetesen összemér
hető mediálisok (ua.), melyek racionális téglalapot 
fognak közre. Minthogy AD és DB négyzetösszege 

annyival nagyobb az AD és DB közötti téglalap kétszeresénél, ameny-
nyivel AC és CB négyzetösszege az AC és CB közötti téglalap két
szeresénél - hiszen [ismét] ugyanazzal az AB négyzettel nagyobbak 
(II. 7.) -, fölcserélve tehát, AD és DB négyzetösszege annyival nagyobb 
AC és CB négyzetösszegénél, amennyivel az AD és DB közötti tégla
lap kétszerese nagyobb az AC és CB közötti téglalap kétszeresénél. 
Az AD és DB közötti téglalap kétszerese racionális területtel nagyobb 
az AC és CB közötti téglalap kétszeresénél - hiszen mind a kettő 
racionális (X. 6., 12.) -, tehát AD és DB négyzetösszege is racionális 
területtel nagyobb AC és CB négyzetösszegénél, ami lehetetlen, hi
szen mind a kettő mediális (X. 15., 23. K.), és két mediális felület 
különbsége nem lehet racionális (X. 26.). 

Első mediálapotoméhoz tehát csak egy olyan mediális szakasz 
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illeszkedik, mely csak négyzetesen összemérhető az összeggel és racio
nális téglalapot fog közre vele. Éppen ezt kellett megmutatni. 

X. 81. Tétel 
Második mediálapotoméhoz csak egy olyan mediális szakasz illesz

kedik, mely csak négyzetesen összemérhető az összeggel és mediális 
téglalapot fog közre vele. 

Legyen AB egy második mediálapotomé, és illeszkedjék AB-hcz BC. 
AC és CB tehát olyan, csak négyzetesen összemérhető mediálisok 
(X. 23.), melyek mediális téglalapot fognak közre. Azt állítom, hogy 
AB-hez nem illeszkedik más olyan mediális, mely csak négyzetesen 
összemérhető az összeggel, és mediális téglalapot fog közre vele. 

Tegyük föl ugyanis, hogy BD is így illesz
kedik hozzá. AD és DB tehát szintén olyan, 
csak négyzetesen összemérhető mediálisok 
(ua.), melyek mediális téglalapot fognak 
közre. Vegyük az EF racionálist, illesszünk 
EF-hez egy AC és CB négyzetösszegével 
egyenlő EM szélességű EG téglalapot, és 
vonjunk le belőle egy, az AC és CB közötti 
téglalap kétszeresével egyenlő HM szélességű HG téglalapot (I. 41., 
44.). Ekkor a maradék EL egyenlő AB négyzetével (II. 7.), úgyhogy 
EL az AB négyzetértéke. Ismét, illesszünk EF-hez egy AD és DB 
négyzetösszegével egyenlő EN szélességű El téglalapot. EL egyenlő 
AB négyzetével, tehát a maradék Hl egyenlő az AD és DB közötti 
téglalap kétszeresével (II. 7.). Minthogy AC és CB mediálisok, AC és 
CB négyzetösszege is mediális (X. 15., 23. K.), s egyenlő EG-\el, 
tehát EG is mediális. Az EF racionálishoz illesztve szélessége EM, 
EM tehát racionális és lineárisan összemérhetetlen .SF-fel (X. 22.). 
Ismét, minthogy az AC és CB közötti téglalap mediális, az AC és CB 
közötti téglalap kétszerese is mediális (X. 6., 23. K.), s egyenlő HG-vel, 
tehát HG is mediális. Az EF racionális mellé illesztve szélessége HM, 
HM tehát racionális és lineárisan összemérhetetlen ZsF-fel (X. 22.). 
Minthogy AC és CB csak négyzetesen összemérhetők, AC lineárisan 
összemérhetetlen CB-vel. Amint viszont AC a CB-hez, úgy aránylik 
AC négyzete az AC és CB közötti téglalaphoz (X. 22. L.), AC négyzete 
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tehát összemérhetetlen az AC és CB közötti téglalappá] (X. 11.). 
AC négyzetével összemérhető AC és CB négyzetösszege (X. 15.), az 
AC és CB közötti téglalappal pedig összemérhető az AC és CB közötti 
téglalap kétszerese (X. 6.), AC és CB négyzetösszege tehát össze
mérhetetlen az AC és CB közötti téglalap kétszeresével (X. 13.). 
AC és CB négyzetösszegével egyenlő EG, az AC és CB közötti téglalap 
kétszeresével pedig egyenlő GH, EG tehát összemérhetetlen //G-vel. 
Amint viszont EG a HG-hez, úgy aránylik EM a HM-hez (VI. 1.), 
EM tehát lineárisan összemérhetetlen MH-vál (X. 11.). Mindkettő 
racionális, EM és MH tehát csak négyzetesen összemérhető racionáli
suk, EH tehát apotomé és HM illeszkedik hozzá. Hasonlóképp mu
tathatnánk meg, hogy HN is illeszkedik hozzá. Egy apotoméhoz 
tehát különböző olyan szakaszok illeszkednek, melyek csak négyze
tesen összemérhetők az összeggel, ami lehetetlen (X. 79.). 

Második mediálapotoméhoz tehát csak egy olyan mediális sza
kasz illeszkedik, mely csak négyzetesen összemérhető az összeggel 
és mediális téglalapot fog közre vele. Éppen ezt kellett megmutatni. 

X. 82. Tétel 
Minorhoz csak egy olyan szakasz illeszkedik, mely négyzetesen 

összemérhetetlen az összeggel és az összeggel vett négyzetösszege 
racionális, a vele közrefogott téglalap kétszerese pedig mediális. 

Legyen AB egy minor, és illeszkedjék AB-htz BC. AC és CB tehát 
olyan négyzetesen összemérhetetlen szakaszok, melyek négyzetösszege 
racionális, az általuk közrefogott téglalap kétszerese pedig mediális. 
Azt állítom, hogy AB-hez nem illeszkedik más, e feltételeket teljesítő 
szakasz. 

Tegyük föl ugyanis, hogy illeszkedik egy BD. AD és DB tehát szin
tén olyan négyzetesen összemérhetetlen szakaszok, melyek teljesítik a 

föntieket. Minthogy AD és DB négyzetösszege 
annyival nagyobb AC és CB négyzetösszegénél, 
amennyivel az AD és DB közötti téglalap kétszerese 
nagyobb az AC és CB közötti téglalap kétszeresé

nél (II. 7.) és AD és DB négyzetösszege racionális területtel nagyobb 
AC és CB négyzetösszegénél - hiszen mind a kettő racionális -, te
hát az AD és DB közötti téglalap kétszerese is racionális területtel 
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nagyobb az AC és CB közötti téglalap kétszeresénél, ami leheteüeii 
(X. 26.), mert mind a kettő mediális. 

Minoriioz tehát csak egy olyan szakasz illeszkedik, mely négyzetesen 
összemérhetetlen az összeggel és a vele vett négyzetösszege racionális, 
a vele közrefogott téglalap kétszerese pedig mediális. Éppen ezt kellett 
megmutatni. 

X. 83. Tétel 
Négyzetértékben mediális mínusz racionálishoz csak egy olyan sza

kasz illeszkedik, mely négyzetesen összemérhetetlen az összeggel és az 
összeggel vett négyzetösszege mediális, a vele közrefogott téglalap két
szerese pedig racionális. 

Legyen AB egy négyzetértékben mediális mínusz racionális, és illesz
kedjék AB-hez BC. AC és CB tehát olyan négyzetesen összemérhetet
len szakaszok, melyek teljesítik a feltételeket. Azt állítom, hogy AB-
hez másik ugyanezeket a feltételeket kielégítő szakasz nem illeszkedik. 

Tegyük föl ugyanis, hogy illeszkedik egy BD. AD és DB tehát szin
tén olyan négyzetesen összemérhetetlen szakaszok, 
melyek kielégítik a feltételeket. Minthogy - az előb
biek mintájára - AD és DB négyzetösszege annyival 
nagyobb AC és CB négyzetösszegénél, amennyivel 
az AD és DB közötti téglalap kétszerese nagyobb az AC és CB közötti 
téglalap kétszeresénél (II. 7.), és az AD és DB közötti téglalap kétsze
rese racionális területtel nagyobb az AC és CB közötti téglalap két
szeresénél - hiszen mind a kettő racionális -, tehát AD és DB négyzet
összege szintén racionális területtel nagyobb AC és CB négyzetösszegé
nél, ami lehetetlen (X. 26.), mert mind a kettő mediális. Nem illesz
kedik tehát AB-hsz más olyan szakasz, mely négyzetesen összemér
hetetlen az összeggel és az összeggel kielégíti a föntieket. Csak egy 
illeszkedik tehát. Éppen ezt kellett megmutatni. 

X. 84. Tétel 
Négyzetértékben mediális mínusz mediálishoz egyetlenegy olyan sza

kasz illeszkedik, mely négyzetesen összemérhetetlen az összeggel, és 
mind az összeggel vett négyzetösszege, mind az azzal közrefogott tégla
lap kétszerese mediális, és összemérhetetlen a négyzetösszeggel. 
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Legyen AB egy négyzetértékben mediális mínusz mediális, és illesz* 
kedjék hozzá BC. AC és CB tehát olyan, négyzetesen összemérhetetlen 
szakaszok, melyek kielégítik a föntieket. Azt állítom, hogy AB-\iez 
nem illeszkedik más, a föntieket kielégítő szakasz. 

Tegyük föl ugyanis, hogy illeszkedik egy BD, úgyhogy AD és DB 
is olyan, négyzetesen összemérhetetlen sza
kaszok, hogy mind AD és DB négyzetösz-
szege, mind az AD és DB közötti téglalap 
kétszerese mediális, és AD és DB négyzet
összege összemérhetetlen az AD és DB kö
zötti téglalap kétszeresével. Vegyük az EF 
racionálist, és illesszünk £F-hez egy AC és 
CB négyzetösszegével egyenlő' EM széles
ségű EG és egy, az AC és CB közötti tég

lalap kétszeresével egyenlő HM szélességű HG téglalapot (1. 41., 
44.). Ekkor a maradék AB négyzet egyenlő EL-lel (II. 7.), EL 
tehát AB négyzetértéke. Ismét, illesszünk EF-hez egy AD és DB 
négyzetösszegével egyenlő EN szélességű El téglalapot. AB négyzete 
egyenlő £L-lel, tehát a maradék, az AD és DB közötti téglalap 
kétszerese, egyenlő ///-vei. Minthogy AC és CB négyzetösszege 
mediális és egyenlő EG-vel, EG is mediális. Az EF racionálishoz 
illesztve szélessége EM, EM tehát racionális és lineárisan összemér
hetetlen EF-íel (X. 22.). Ismét, minthogy az AC és CB közötti téglalap 
kétszerese mediális és egyenlő //G-vel, HG is mediális. Az EF racioná
lishoz illesztve szélessége HM, HM tehát racionális és lineárisan össze
mérhetetlen EF-fel. Minthogy AC és CB négyzetösszege összemér
hetetlen az AC és CB közötti téglalap kétszeresével, EG is összemér
hetetlen //G-vel, tehát £7kf lineárisan összemérhetetlen MH-\a\ (VI. 1., 
X. 11.). Mind a kettő racionális, EM és MH tehát csak négyzetesen 
összemérhető racionálisuk, EH tehát apotomé és HM illeszkedik 
hozzá. Hasonlóképp mutathatnánk meg, hogy EH ismét apotomé és 
HN illeszkedik hozzá. Egy apotoméhoz tehát különböző olyan racioná-
lisok illeszkednek, melyek csak négyzetesen összemérhetők az összeg
gel, amiről kimutattuk, hogy lehetetlen (X. 79.). AB-hez tehát nem 
illeszkedik másik szakasz. 

AB-hez tehát csak egy olyan szakasz illeszkedik, mely négyzetesen 
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összemérhetetlen az összeggel, mind az összeggel vett négyzetösszegé, 
mind az azzal közrefogott téglalap kétszerese mediális, és a négyzet
összeg összemérhetetlen a téglalap kétszeresével. Éppen ezt kellett 
megmutatni. 

Definíciók. Harmadik rész 

3.1. Legyen adva a racionális és egy apotomé. Ha a teljes szakasz 
négyzetértéke egy vele lineárisan összemérhető' szakasz négyzeté
vel nagyobb az (apotoméhoz) illeszkedő' szakaszénál, és a teljes 
szakasz lineárisan összemérhető az adott racionálissal, akkor első 
apotoméról beszélünk. 

3.2. Ha az illeszkedő szakasz lineárisan összemérhető az adott racio
nálissal, és a teljes szakasz négyzetértéke egy vele összemérhető 
szakasz négyzetével nagyobb az illeszkedő szakaszénál, akkor 
második apotoméról beszélünk. 

3.3. Ha egyik sem lineárisan összemérhető az adott racionálissal, és 
a teljes szakasz négyzetértéke egy vele összemérhető szakasz négy
zetével nagyobb az illeszkedő szakaszénál, akkor harmadik 
apotoméról beszélünk. 

3.4. Másrészt, ha a teljes szakasz négyzetértéke egy vele [lineárisan] 
összemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb az illeszkedő sza
kaszénál, akkor ha a teljes szakasz lineárisan összemérhető az 
adott racionálissal, negyedik apotoméról beszélünk. 

3.5. Ha az illeszkedő szakasz, ötödikről. 
3.6. Ha pedig egyik sem, hatodikról. 

X. 85. Tétel 
Keressünk első apotómét! 
Vegyük az a racionálist, és legyen BG lineárisan összemérhető a-val. 

Tehát BG is racionális. Vegyünk két négyzetszámot, DE-t és EF-et, 
melyek különbsége, FD, nem négyzetszám (X. 29. 1. L.). ED tehát 
nem úgy aránylik DF-hez, mint négyzetszám négyzetszámhoz (VIII. 
24.). Arányuljék amint ED a DF-hez, úgy BG négyzete GC négyzeté-
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hez (X. 6. K..). BG négyzete tehát Összemérhető GC négyzetévei (X. 6.). 
BG négyzete racionális, tehát GC négyzete is racionális (X. 12.), tehát 

GC is racionális. Minthogy ED nem úgy arány
lik DF-h.cz, mint négyzetszám négyzetszámhoz, 
BG négyzete sem úgy aránylik GC négyzetéhez, 
mint négyzetszám négyzetszámhoz, BG tehát 
lineárisan összemérhetetlen GC-vel (X. 9.). Mind 
a kettő racionális, BG és GC tehát csak négyzete
sen összemérhető racionálisok, BC tehát apotomé. 

Azt is állítom, hogy első. 
Legyen ugyanis h négyzete az, amivel BG négyzete nagyobb GC 

négyzeténél (X. 14. L.). Minthogy BG négyzete úgy aránylik GC négy
zetéhez, mint ED az FD-YIQZ, fölforgatva GB négyzete úgy aránylik 
h négyzetéhez, mint DE az i?F-hez (V. 19. K.). DE úgy aránylik .EF-hez, 
mint négyzetszám négyzetszámhoz - hiszen mind a kettő négyzet
szám -, tehát GB négyzete is úgy aránylik h négyzetéhez, mint négyzet
szám négyzetszámhoz, BG tehát lineárisan összemérhető /i-val (X. 9.). 
BG négyzetértéke h négyzetével nagyobb GC-énél, BG négyzetértéke 
tehát egy vele lineárisan összemérhető szakasz négyzetével nagyobb 
GC-énél. A teljes szakasz, BG, lineárisan összemérhető az adott ra
cionálissal, ű-val, BC tehát első apotomé. 

Találtunk tehát első apotomét, BC-t. Éppen ezt kellett keresni. 

X. 86. Tétel 
Keressünk második apotomét! 
Vegyük az a racionálist és az a-val lineárisan összemérhető GC-t. GC 

tehát racionális. Vegyünk két négyzetszámot, DE-t és EF-et, melyek 
különbsége, DF, ne legyen négyzetszám (X. 
29. 1. L.). Arányuljék amint FD a Dis-hez, 
úgy CG négyzete GB négyzetéhez (X. 6. K.). 
CG négyzete tehát összemérhető GB négy
zetével (X. 6.). GC négyzete racionális, 
tehát GB négyzete is racionális (X. 12.), 
tehát BG racionális. Minthogy GC négyzete 
nem úgy aránylik GiS négyzetéhez, mint négyzetszám négyzetszám
hoz, CG lineárisan összemérhetetlen GB-vel (X. 9.). Mind a kettő 
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racionális, CG és GB tehát csak négyzetesen összemérhető racio-
nálisok, BC tehát apotomé. 

Azt is állítom, hogy második. 
Legyen ugyanis h négyzete az, amivel BG négyzete nagyobb GC 

négyzeténél (X. 14. L.). Minthogy azED szám úgy aránylik a DFszám
hoz, mint BG négyzete GC négyzetéhez, fölforgatva DE úgy arán}'lik 
EF-hez, mint BG négyzete h négyzetéhez (V. 19. K.). Mind DE, mind 
EF négyzetszám, BG négyzete tehát úgy aránylik h négyzetéhez, mint 
négyzetszám négyzetszámhoz, BG tehát lineárisan összemérhető /z-val 
(X. 9.). BG négyzetértéke h négyzetével nagyobb GC-énél, és az illesz
kedő szakasz, CG, összemérhető az adott a racionálissal, BC tehát 
második apotomé. 

Találtunk tehát második apotomét, BC-t. Éppen ezt kellett meg
mutatni. 

X. 87. Tétel 
Keressünk harmadik apotomét! 
Vegyük az a racionálist, és vegyünk három számot, e-t, BC-t és 

CD-t, melyek nem úgy aránylanak egymáshoz, mint négyzetszám 
négyzetszámhoz, CB viszont úgy aránylik BD-
hez, mint négyzetszám négyzetszámhoz (X. 29. 
1. L., VIII. 24.), és arányuljék amint e a BC-
hez, úgy a négyzete FG négyzetéhez, amint pe
dig BC a CD-hez, úgy FG négyzete GH négyze
téhez (X. 6. K.). Minthogy a négyzete úgy 
aránylik FG négyzetéhez, mint e a BC-hez, a 
négyzete összemérhető FG négyzetével (X. 6.). 
a négyzete racionális, tehát FG négyzete is ra
cionális, tehát FG racionális. Minthogy e nem úgy aránylik i?C-hez, 
mint négyzetszám négyzetszámhoz, a négyzete sem úgy aránylik FG 
négyzetéhez, mint négyzetszám négyzetszámhoz, a tehát lineárisan 
összemérhetetlen FG-vel (X. 9.). Ismét, minthogy FG négyzete úgy 
aránylik GH négyzetéhez, mintTi?C a CD-hez, FG négyzete összemér
hető GH négyzetével. FG négyzete racionális, tehát GH négyzete is 
racionális (X. 12.), tehát GH racionális. Minthogy BC nem úgy arány
lik CD-hez, mint négyzetszám négyzetszámhoz, FG négyzete sem úgy 
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aránylik GH négyzetéhez, mint négyzetszám négyzetszámhoz, FG 
tehát lineárisan összemérhetetlen GH-\&\. Mind a kettő racionális, 
FG és GH tehát csak négyzetesen összemérhető racionálisok, FH tehát 
apotomé. 

Azt is állítom, hogy harmadik. 
Mivel amint e a 2?C-hez, úgy aránylik a négyzete FG négyzetéhez, 

amint pedig BC a CD-hez, úgy FG négyzete HG négyzetéhez, egyenlő 
sok tagon át tehát amint e a CD-hez, úgy a négyzete HG négyzetéhez 
(V. 22.). e nem úgy aránylik CD-hez, mint négyzetszám négyzetszám
hoz, tehát a négyzete sem úgy aránylik GH négyzetéhez, mint négyzet
szám négyzetszámhoz, a tehát lineárisan összemérhetetlen GH-val 
(X. 9.). Tehát sem FG, sem GH nem lineárisan összemérhető az adott 
racionálissal, a-val. Legyen k négyzete az, amivel FG négyzete nagyobb 
GH négyzeténél (X. 14. L.). Minthogy FG négyzete úgy aránylik GH 
négyzetéhez, mint BC a CD-hez, fölforgatva FG négyzete úgy arány
lik k négyzetéhez, mint BC a BD-hez (V. 19. K.). BC viszont úgy arány
lik BD-hez, mint négyzetszám négyzetszámhoz, tehát FG négyzete is 
úgy aránylik k négyzetéhez, mint négyzetszám négyzetszámhoz, FG 
tehát lineárisan összemérhető A>val (X. 9.), és FG négyzetértéke egy 
vele összemérhető szakasz négyzetével nagyobb GH-énál. Sem FG, 
sem GH nem lineárisan összemérhető az adott racionálissal, a-val, 
FH tehát harmadik apotomé. 

Találtunk tehát harmadik apotomét, FH-t. Éppen ezt kellett meg
mutatni. 

X. 88. Tétel 
Keressünk negyedik apotomét! 
Vegyük az a racionálist és az a-val lineárisan összemérhető BG-t. 

BG tehát racionális. Vegyünk úgy két számot, DF-et és FE-t, hogy a 
DE összeg sem DF-hez, sem FF-hez ne úgy 
arányuljék, mint négyzetszám négyzetszám
hoz. Arányuljék amint DE az FF-hez, úgy 
BG négyzete GC négyzetéhez (X. 6. K.). BG 
négyzete tehát összemérhető GC négyzetével 
(X. 6.). BG négyzete racionális, tehát GC 
négyzete is racionális (X. 12.), tehát GC 



racionális. Minthogy DE nem úgy aránylik üF-hez, mint négyzetszám 
négyzetszámhoz, BG négyzete sem úgy aránylik GC négyzetéhez, 
mint négyzetszám négyzetszámhoz, BG tehát lineárisan összemér
hetetlen GC-vel (X. 9.). Mind a kettő racionális, BG és GC tehát 
csak négyzetesen összemérhető racionálisok, BC tehát apotomé. 

[Azt is állítom, hogy negyedik.] 
Legyen ugyanis h négyzete az, amivel BG négyzete nagyobb GC 

négyzeténél (X. 14. L.). Minthogy BG négyzete úgy aránylik GC négy
zetéhez, mint DE az FF-hez, fölforgatva GB négyzete úgy aránylik 
h négyzetéhez, mint ED a DF-hez (V. 19. K.). ED nem úgy aránylik 
DF-hez, mint négyzetszám négyzetszámhoz, tehát GB négyzete sem 
úgy aránylik h négyzetéhez, mint négyzetszám négyzetszámhoz, BG 
tehát lineárisan összemérhetetlen /i-val (X. 9.). BG négyzetértéke h 
négyzetével nagyobb GC-énél, BG négyzetértéke tehát egy vele össze
mérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb GC-énél. A teljes BG lineári
san összemérhető az adott racionálissal, a-val, BC tehát negyedik 
apotomé. 

Találtunk tehát negyedik apotomét. Éppen ezt kellett megmutatni. 

X. 89. Tétel 
Keressünk ötödik apotomét! 
Vegyük az a racionálist, és legyen CG lineárisan összemérhető a-val. 

CG tehát racionális. Vegyünk úgy két számot, DF-et és FE-t, hogy 
ismét DE sem DF-hez, sem FF-hez ne úgy arányuljék, mint négyzet
szám négyzetszámhoz, és arányuljék amint 
FE az ED-hez, úgy CG négyzete GB négyze
téhez (X. 6. K.). Ekkor GB négyzete is racio
nális (X. 6., 12.), tehát GB is racionális. Mint
hogy BG négyzete úgy aránylik GC négyzeté
hez, mint DE az FF-hez, és DE nem úgy 
aránylik EF-hez, mint négyzetszám négyzet
számhoz, BG négyzete sem úgy aránylik GC 
négyzetéhez, mint négyzetszám négyzetszámhoz, BG tehát lineárisan 
összemérhetetlen GC-vel (X. 9.). Mind a kettő racionális, BG és GC 
tehát csak négyzetesen összemérhető racionálisok, BC tehát apotomé. 

Azt is állítom, hogy ötödik. 

367 



Legyen ugyanis h négyzete az, amivel BG négyzete nagyobb GC 
négyzeténél (X. 14. L.). Minthogy DE úgy aránylik 2sF-hez, mint BG 
négyzete GC négyzetéhez, fölforgatva BG négyzete úgy aránylik h négy
zetéhez, mintFD a DF-hez (V. 19. K.). ED nem úgy aránylik DF-hez, 
mint négyzetszám négyzetszámhoz, tehát BG négyzete sem úgy arány
lik h négyzetéhez, mint négyzetszám négyzetszámhoz, BG tehát lineári
san összemérhetetlen /i-val (X. 9.). BG négyzetértéke h négyzetével 
nagyobb GC-énél, GB négyzetértéke tehát egy vele lineárisan össze
mérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb GC-énél. Az illeszkedő CG 
lineárisan összemérhető az adott racionálissal, a-val, BC tehát ötödik 
apotomé. 

Találtunk tehát ötödik apotomét, BC-t. Éppen ezt kellett meg
mutatni. 

X. 90. letel 
Keressünk hatodik apotomét! 
Vegyük az a racionálist és három számot, e-t, BC-t és CD-t, melyek 

nem úgy aránylanak egymáshoz, mint négyzetszám négyzetszámhoz, 
továbbá CB a BD-hez sem úgy arányuljék, mint négyzetszám négy
zetszámhoz. Arányuljék amint e a 5C-hez, úgy a négyzete FG négy
zetéhez, amint pedig BC a CD-hez, úgy FG négyzete GH négyzetéhez 
(X. 6. K.). 

Minthogy a négyzete úgy aránylik FG négyzetéhez, mint e a BC-
hez, a négyzete összemérhető FG négyzetével 
(X. 6.). a négyzete racionális, tehát FG négy
zete is racionális, tehát FG is racionális. Mint
hogy e nem úgy aránylik 5C-hez, mint négy
zetszám négyzetszámhoz, a négyzete sem úgy 
aránylik FG négyzetéhez, mint négyzetszám 
négyzetszámhoz, a tehát lineárisan össze
mérhetetlen FG-vel (X. 9.). Ismét, minthogy 

FG négyzete úgy aránylik GH négyzetéhez, mint BC a CD-hez, 
FG négyzete összemérhető GH négyzetével. FG négyzete racioná
lis, tehát GH négyzete is racionális (X. 12.), tehát GH is racionális. 
Minthogy BC nem úgy aránylik CD-hez, mint négyzetszám négyzet
számhoz, FG négyzete sem úgy aránylik GH négyzetéhez, mint négy-
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zeíszám négyzetszámhoz, FG tehát lineárisan összemérhetetlen GH-
val. Mind a kettő racionális, FG és GH tehát csak négyzetesen össze
mérhető racionálisok, FH tehát apotomé. 

Azt is állítom, hogy hatodik. 
Mivel amint e a BC-hez, úgy aránylik a négyzete FG négyzetéhez, 

amint pedig BC a CD-hez, úgy FG négyzete GH négyzetéhez, egyenlő 
sok tagon át tehát amint e a CD-hez, úgy a négyzete GH négyzetéhez 
(V. 22.). e nem úgy aránylik CD-hez, mint négyzetszám négyzetszám
hoz, tehát a négyzete sem úgy aránylik GH négyzetéhez, mint négyzet
szám négyzetszámhoz, a tehát lineárisan összemérhetetlen GH-val 
(X. 9.). Tehát sem FG, sem GH nem lineárisan összemérhető az a ra
cionálissal. Legyen k négyzete az, amivel FG négyzete nagyobb GH 
négyzeténél (X. 14. L.). Minthogy FG négyzete úgy aránylik GH négy
zetéhez, mint BC a CD-hez, fölforgatva FG négyzete úgy aránylik k 
négyzetéhez, mint CB a BD-hez (V. 19. K.). CB viszont nem úgy arány
lik BD-hez, mint négyzetszám négyzetszámhoz, tehát FG négyzete 
sem úgy aránylik k négyzetéhez, mint négyzetszám négyzetszámhoz, 
FG tehát lineárisan összemérhetetlen A>val (X. 9.). FG négyzetértéke 
k négyzetével nagyobb GH-énaí, FG négyzetértéke tehát egy vele line
árisan összemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb GH-én&l. Sem 
FG, sem GH nem lineárisan összemérhető az adott racionálissal, a-val, 
FH tehát hatodik apotomé. 

Találtunk tehát hatodik apotomét, FH-t. Éppen ezt kellett meg
mutatni. 

X. 91. Tétel 
Ha egy idomot a racionális és egy első apotomé fog közre, akkor a 

szakasz, melynek az idom négyzetértéke, apotomé. 
Fogja ugyanis közre az AB idomot az AC racionális és egy AD első 

apotomé. Azt állítom, hogy a szakasz, melynek négyzetértéke AB, 
apotomé. 

Miután AD első apotomé, illeszkedjék hát hozzá DG. Ekkor AG és 
GD csak négyzetesen összemérhető racionálisok, a teljes AG össze
mérhető az adott racionálissal, AC-vel, és AG négyzetértéke egy vele 
lineárisan összemérhető szakasz négyzetével nagyobb GD-énél, ha 
tehát DG négyzetének negyedrészével egyenlő paralelogrammát illesz-
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tünk AG-hez úgy, hogy egy négyzet marad fönn, akkor AG összemér
hető darabokra bomlik (X. 17.). Legyen E a DG felezőpontja (I. 10.), 
és illesszünk AG-h.cz egy EG négyzetével egyenlő paralelogrammát 

- legyen ez az AF és FG közötti - úgy, hogy 
egy négyzet maradjon fönn (VI. 28.). AF tehát 
összemérhető FG-vel. Húzzuk meg az E, F, il
letve G pontokon át ,4C-vel párhuzamosan EH-t, 
Fi-t, illetve GK-t (I. 31.). 

Minthogy AF lineárisan összemérhető FG-vel, 
AG lineárisan összemérhető mind AF-íel, mind 
FG-vel (X. 15.). AG összemérhető ^C-vel, tehát 
mind AF, mind FG lineárisan összemérhető AC-
vel (X. 12.). AC racionális, tehát mind AF, mind 
FG racionális, úgyhogy mind AI, mind FK 

racionális (X. 19.). Minthogy DE lineárisan összemérhető FG-vel, 
DG is lineárisan összemérhető DF-vel és FG-vel (X. 15.). DG racio
nális és lineárisan összemérhetetlen ylC-vel (X. 13.), DE és EG 
tehát racionális és lineárisan összemérhetetlen AC-vel (X. 12-13.), DE 
és EK tehát mediális. 

Vegyünk egy Al-vel egyenlő LM négyzetet, és vonjunk le belőle úgy 
egy FK-val egyenlő NO négyzetet, hogy az LPM szögük közös legyen 
(II. 14.). Ekkor az LM, NO négyzetek ugyanazon átló mellett feksze
nek (VI. 26.). Legyen PR az átlójuk, és rajzoljuk meg az ábrát. Mint
hogy az AF és FG közötti téglalap egyenlő EG négyzetével, AF úgy 
aránylik FG-hez, mint EG az FG-hez (VI. 17.). Amint viszont AF az 
FG-hez, úgy aránylik AI az EK-hoz, amint pedig EG az FG-hez, úgy 
EK a KF-hez (VI. 1.), Al-nek és KF-mk tehát középarányosa EK 
(V. 11.). LM-nek és JVO-nak MN a középarányosa - mint föntebb 
megmutattuk (X. 54. L.) -, AI egyenlő az LM négyzettel és KF egyenlő 
iVO-val, MN tehát egyenlő EK-\al. EK egyenlő .Dff-val, MN pedig 
egyenlő LO-val (I. 43.), DK tehát egyenlő az UVX gnómón és NO 
összegével. AK egyenlő az LM, NO négyzetek összegével, az AB kü
lönbség tehát egyenlő ST-vel. ST az LN négyzete, LN négyzete tehát 
egyenlő ^45-vel, azaz AB az LN négyzetértéke. 

Azt állítom, hogy LN apotomé. 
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Minthogy AI és FK racionális és egyenlő LM-mel, illetve NO-va\, 
LM és NO, azaz LP, illetve PN négyzete racionális, tehát LP és PN 
is racionális. Másrészt, minthogy DH mediális és egyenlő LO-val, 
LO is mediális. Minthogy LO mediális NO pedig racionális, LO össze
mérhetetlen ATO-val (X. 13.). LP úgy aránylik PN-hez, mint LO az 
NO-hoz (VI. 1.), LP tehát lineárisan összemérhetetlen iW-nel (X. 
11.). Mind a kettő racionális, LP és PN tehát csak négyzetesen 
összemérhető racionálisok, LN tehát apotomé. S négyzetértéke az AB 
idom, a szakasz tehát, melynek négyzetértéke az AB idom, apotomé. 

Ha tehát egy idomot egy racionális... stb. 
F . : X . 108. 

X. 92. Tétel 
Ha egy idomot a racionális és egy második apotomé fog közre, ak

kor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, első mediálapotomé. 
Fogja közre ugyanis az AB idomot az AC racionális és egy AD máso

dik apotomé. Azt állítom, hogy a szakasz, melynek négyzetértéke az 
AB idom, első mediálapotomé. 

Illeszkedjék ugyanis AD-hez DG. Ekkor AG és GD csak négyzete
sen összemérhető racionálisok, az illeszkedő 
DG összemérhető az adott AC racionálissal, és 
a teljes AG négyzetértéke egy vele összemérhető 
szakasz négyzetével nagyobb <7£>-énél. Minthogy 
AG négyzetértéke egy vele összemérhető szakasz 
négyzetével nagyobb GD-énél, ha GD négyze
tének negyedrészével egyenlő paralelogrammát 
illesztünk AG-hez úgy, hogy egy négyzet marad 
fönn, akkor AG összemérhető darabokra bom
lik (X. 17.). Legyen E a DG felezőpontja (I. 10.), 
és illesszünk AG-h.ez egy EG négyzetével egyen
lő paralelogrammát - legyen ez az AF és FG közötti - úgy, hogy egy 
négyzet maradjon fönn (VI. 28.). AF tehát lineárisan összemérhető 
FG-vel és AG lineárisan összemérhető AF-M és FG-vel (X. 15.). AG 
racionális és lineárisan összemérhetetlen ^C-vel (X. 13.), AF és FG 
tehát szintén racionális és lineárisan összemérhetetlen /ÍC-vel (ua.), 
AI és FK tehát mediális. Másreszt, minthogy DE összemérhető EG-

371 



vei, DG is összemérhető jQE-vel és EG-\el (X. 15.). DG lineárisan 
összemérhető AC-vel, [DE és EG tehát racionális és lineárisan ösz-
szemérhető AC-\el (X. 12.)] DH és EK tehát racionális (X. 19.). 

Szerkesszünk egy Al-vel egyenlő LM négyzetet, és vonjunk le belőle 
úgy egy FK-val egyenlő NO négyzetet, hogy az LPM szögük közös 
legyen (II. 14.). Ekkor az LM, NO négyzetek ugyanazon átló mellett 
fekszenek (VI. 26.). Legyen PR az átlójuk, és rajzoljuk meg az ábrát. 
Minthogy AI és FK mediális és egyenlő LP, illetve PN négyzetével, LP 
és PN négyzete is mediális, tehát LP és PN is mediálisok és négyzetesen 
összemérhetők (VI. 1., X. 11.). Minthogy az AF és FG közötti tégla
lap egyenlő EG négyzetével, AF úgy aránylik EG-hez, mint EG az 
FG-hez (VI. 17.). Amint viszont AF az EG-hez, úgy aránylik AI az 
EK-hoz, amint pedig EG az FG-hez, úgy EK az FK-hoz (VI. 1.), Al-nék 
és FK-nak tehát középarányosa EK (V. 11.). Az LM, NO négyzetek
nek középarányosa MN (X. 54. L.), AI egyenlő MZV-nel és FK az 
NO-vdl, tehát MN is egyenlő EK-val EK-val egyenlő DH, MN-nel 
pedig egyenlő LO (I. 43.), a teljes D.K tehát egyenlő az UVX gnómón 
és NO összegével. Minthogy a teljes AK egyenlő LM és NO összegével 
s ebből DK egyenlő az UVX gnómón és NO összegével, a maradék AB 
egyenlő TO-sel. TS az LN négyzete, LN négyzete tehát egyenlő az AB 
idommal, LN négyzetértéke tehát az AB idom. 

Azt állítom, hogy LN első mediálapotomé. 
Minthogy ugyanis EK racionális és egyenlő LO-val, LO, azaz az LP 

és PN közötti téglalap racionális. TVOról megmutattuk, hogy mediális, 
LO tehát összemérhetetlen iVO-val (X. 13.). Amint viszont LO az 
NO-hoz, úgy aránylik LP a PN-hez (VI. 1.), LP és PN tehát lineárisan 
összemérhetetlenek (X. 11.). LP és PN tehát olyan csak négyzetesen 
összemérhető mediális szakaszok, melyek racionális téglalapot fognak 
közre, LN tehát első mediálapotomé, s négyzetértéke az AB idom. 

A szakasz tehát, melynek az AB idom négyzetértéke, első mediál
apotomé. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F. :X. 109., 114. 

X. 93. Tétel 
Ha egy idomot a racionális és egy harmadik apotomé fog közre, ak

kor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, második mediálapotomé. 

372 



Fogja ugyanis közre az AB idomot az AC racionális és egy AD 
harmadik apotomé. Azt állítom, hogy a szakasz, melynek négyzet
értéke az AB idom, második mediálapotomé. 

Illeszkedjék ugyanis AD-hez DG. Ekkor AG és GD csak négyzetesen 
összemérhető racionálisok, sem AG, sem GD 
nem lineárisan összemérhető az adott AC racio
nálissal, és a teljes AG négyzetértéke egy vele 
összemérhető szakasz négyzetével nagyobb az 
illeszkedő DG-énél. Minthogy AG négyzetér
téke egy vele összemérhető szakasz négyzeté
vel nagyobb GD-énél, ha DG négyzetének 
negyedrészével egyenlő paralelogrammát illesz
tünk AG-hez úgy, hogy egy négyzet marad 
fönn, akkor AG összemérhető darabokra fog 
bomlani (X. 17.). Legyen hát E a DG felező
pontja (I. 10.) és illesszünk AG-hez egy EG négyzetével egyenlő 
paralelogrammát - legyen ez az AF és FG közötti - úgy, hogy egy 
négyzet maradjon fönn (VI. 28.). Húzzuk az E, F, illetve G ponto
kon át y4C-vel párhuzamosan EH-t, Fi-t, illetve GK-t (I. 31.). 
AF és FG tehát összemérhetők, tehát AI is összemérhető FK-vál 
(VI. 1., X. 11.). Minthogy AF és FG lineárisan összemérhetők, AG 
lineárisan összemérhető AF-íel és FG-vel (X. 15.). AG racionális és 
lineárisan összemérhetetlen AC-vel, úgyhogy AF és FG is az (X. 13.). 
AI és FK tehát mediális. Másrészt, minthogy DE lineárisan összemér
hető EG-vel, DG is lineárisan összemérhető DE-vel és EG-vel (X. 15.). 
GD racionális és lineárisan összemérhetetlen AC-vsl, DE és EG is 
racionális tehát és lineárisan összemérhetetlen ^4C-vel, DH és EK 
tehát mediális. Minthogy AG és GD csak négyzetesen összemérhető, 
AG lineárisan összemérhetetlen GD-vel. AG lineárisan összemérhető 
^4F-fel, DG pedig EG-vel, AF tehát lineárisan összemérhetetlen EG-vel 
(X. 13.). Amint viszont AF az EG-hez, úgy aránylik AI az EK-hoz 
(VI. 1.), AI tehát összemérhetetlen EK-val (X. 11.). 

Szerkesszünk hát egy Al-vel egyenlő LM négyzetet, és vonjunk le 
belőle úgy egy FK-val egyenlő NO négyzetet, hogy az egyik szöge közös 
legyen Z,M-mel (II. 14.). Ekkor LM és NO ugyanazon átló mellett 
fekszenek (VI. 26.). Legyen PR egy átlójuk, és rajzoljuk meg az ábrát. 
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Minthogy az AF és FG közötti téglalap egyenlő EG négyzetével, AF 
úgy aránylik EG-hez, mint EG az FG-hez (VI. 17.). Amint viszont 
AF az EG-hez, úgy aránylik ^4/ az EK-hoz, amint pedig i?G az FG-hez, 
úgy í'üT az F£-hoz (VI. 1.), amint tehát AI az EK-hoz, úgy .EAT az Fii
hoz (V. 11.), Al-nek és FK-na.k tehát középarányosa £!/£ Másrészt 
az LM, NO négyzeteknek középarányosa MN (X. 54. L.) és Al 
egyenlő LM-mel, FK pedig JVO-val, EK tehát egyenlő M/V-nel. MN 
egyenlő £0-va1 (I. 43.), EK egyenlő DH-va\, a teljes DK tehát egyenlő 
az C/FA7 gnómón és NO összegével. AK egyenlő LM és NO összegével, 
a maradék AB tehát egyenlő ST-vel, azaz LN négyzetével, LN négyzet
értéke tehát az AB idom. 

Azt állítom, hogy LN második mediálapotomé. 
Minthogy ugyanis megmutattuk, hogy AI és FK mediális és egyenlő 

LP, illetve PN négyzetével, LP és PN négyzete mediális, LP és PN 
tehát mediális. Minthogy Al összemérhető FK-\&\ (VI. 1., X. 11.), LP 
négyzete is összemérhető PN négyzetével. Viszont, minthogy meg
mutattuk, hogy AI összemérhetetlen EK-va\, LM is összemérhetetlen 
M/V-nel, azaz LP négyzete az LP és PN közötti téglalappal, úgyhogy 
LP is összemérhetetlen TW-nel (X. 22. L., 11.), LP és PN tehát csak 
négyzetesen összemérhető mediálisok. 

Azt is állítom, hogy mediális területet fognak közre. 
Minthogy ugyanis megmutattuk, hogy EK mediális és egyenlő az 

LP és PN közötti téglalappal, az LP és PN közötti téglalap is mediális, 
úgyhogy LP és PN olyan, csak négyzetesen összemérhető mediálisok, 
melyek mediális téglalapot fognak közre, LN tehát második mediál
apotomé; s négyzetértéke az AB idom. 

A szakasz tehát, melynek négyzetértéke az AB idom, második 
mediálapotomé. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F. :X. 110. 

X. 94. Tétel 
Ha egy idomot a racionális és egy negyedik apotomé fog közre, 

akkor a szakasz, melynek az idom négyzetériéke, minor. 
Fogja közre ugyanis az AB idomot az AC racionális és egy AD 

negyedik apotomé. Azt állítom, hogy a szakasz, melynek négyzet
értéke az AB idom, minor. 
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Illeszkedjék ugyanis AD-hez DG. Ekkor AG és GD csak négyzete
sen összemérhető racionálisok, AG lineárisan összemérhető az adott 
AC racionálissal és a teljes AG négyzetértéke egy vele lineárisan össze
mérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb az illesz
kedő DG-énél. Minthogy AG négyzetértéke egy 
vele lineárisan összemérhetetlen szakasz négyze
tével nagyobb GD-énél, ha DG négyzetének ne
gyedrészével egyenlő paralelogrammát illesztünk 
AG-hez úgy, hogy egy négyzet marad fönn, akkor 
AG összemérhetetlen darabokra fog bomlani (X. 
18.). Legyen hát E a DG felezőpontja (I. 10.), és 
illesszünk AG-hez egy EG négyzetével egyenlő pa
ralelogrammát - legyen ez az AF és FG közötti -
úgy, hogy egy négyzet maradjon fönn (VI. 28.). 
AF tehát lineárisan összemérhetetlen FG-vel. Húzzuk E-n, F-en, illetve 
G-n át AC-vél és BD-vel párhuzamosan EH-t, Fi-t, illetve GK-t (I. 31.). 
Minthogy AG racionális és lineárisan összemérhető AC-vel, a teljes 
AK is racionális (X. 19.). Másrészt, minthogy DG lineárisan összemér
hetetlen AC-vel és mind a kettő racionális, DK mediális. Továbbá, 
minthogy AF lineárisan összemérhetetlen FG-vel, AI is összemérhe
tetlen FK-val (VI. 1., X. 11.). Szerkesszünk egy Al-vel egyenlő LM 
négyzetet, és vonjunk le belőle úgy egy FK-val egyenlő NO négyzetet, 
hogy az LPM szögük közös legyen (II. 14.). Ekkor az LM, NO négy
zetek ugyanazon átló mellett fekszenek (VI. 26.). Legyen PR az átló
juk, és rajzoljuk meg az ábrát. Minthogy az AF és FG közötti téglalap 
egyenlő EG négyzetével, AF úgy aránylik EG-hez, mint EG az FG-hez 
(VI. 17.). Amint viszont AF az EG-hez, úgy aránylik AI az EK-hoz, 
amint pedig EG az FG-hez, úgy EK az FK-hoz (VI. 1.), Al-nek és FK-
nak tehát középarányosa EK. Az LM, NO négyzeteknek középará
nyosa MN (X. 54. L.) és AI egyenlő LM-mel, FK pedig iVO-val, EK 
tehát egyenlő MN-nel. EK egyenlő DH-val, MN egyenlő LO-val (I. 
43.), a teljes DK tehát egyenlő az UVX gnómón és NO összegével. 
Minthogy a teljes AK egyenlő az LM, NO négyzetek összegével, s 
ebből DK egyenlő az UVX gnómón és az NO négyzet összegével, a 
maradék AB egyenlő ST-vel, azaz LN négyzetével, LN négyzetértéke 
tehát az AB idom. 
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Azt állítom, hogy LN irracionális, ún. minor. 
Minthogy ugyanis AK racionális és egyenlő LP és PN négyzetössze

gével, LP és PN négyzetösszege racionális. Másrészt, minthogy DK 
mediális és DK egyenlő az LP és PN közötti téglalap kétszeresével, 
az LP és PN közötti téglalap kétszerese mediális. Minthogy megmutat
tuk, hogy AI összemérhetetlen FK-vál, LP négyzete is összemérhetet
len PN négyzetével. LP és PN tehát olyan négyzetesen összemérhetet
len szakaszok, melyek négyzetösszege racionális, az általuk közre
fogott téglalap kétszerese pedig mediális, LN tehát irracionális (X. 
76.), ún. minor; s az AB idom a négyzetértéke. 

A szakasz tehát, melynek négyzetértéke az AB idom, minor. Éppen 
ezt kellett megmutatni. 

F. :X. 108.; XIII. 11. 

X. 95. Tétel 
Ha egy idomot a racionális és egy ötödik apotoméfog közre, akkor a 

szakasz, melynek az idom négyzetértéke, négyzetértékben mediális 
mínusz racionális. 

Fogja közre ugyanis az AB idomot az AC racionális és egy AD ötö
dik apotomé. Azt állítom, hogy a szakasz, melynek négyzetértéke az 
AB idom, négyzetértékben mediális mínusz racionális. 

Illeszkedjék ugyanis AD-hez DG. Ekkor AG és GD csak négyzetesen 
összemérhető racionálisok, az illeszkedő GD li
neárisan összemérhető az adott AC racionálissal 
és a teljes AG négyzetértéke egy vele összemér
hetetlen szakasz négyzetével nagyobb az illesz
kedő DG-énél. Ha tehát DG négyzetének ne
gyedrészével egyenlő paralelogrammát illesz
tünk AG-hez úgy, hogy egy négyzet marad 
fönn, akkor AG összemérhetetlen darabokra 
fog bomlani (X. 18.). Legyen hát E a DG 
felezőpontja (I. 10.) és illesszünk AG-hez egy 
EG négyzetével egyenlő paralelogrammát -

legyen ez az AF és FG közötti - úgy, hogy egy négyzet marad
jon fönn (VI. 28.). AF tehát lineárisan összemérhetetlen FG-vel. 
Minthogy AG lineárisan összemérhetetlen CA-val és mind a kettő 
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racionális, AK mediális. Másrészt, minthogy DG racionális és lineárisan 
összemérhető AC-vel, DK racionális (X. 19.). Szerkesszünk egy AI-
vel egyenlő LM négyzetet, és vonjunk le belőle úgy egy FK-vál egyenlő 
NO négyzetet, hogy az LPM szögük közös legyen (II. 14.). Ekkor az 
LM, NO négyzetek ugyanazon átló mellett fekszenek (VI. 26.). Le
gyen PR az átlójuk, és rajzoljuk meg az ábrát. Hasonlóképp mutatható 
meg, hogy LN négyzetértéke az AB idom. 

Azt állítom, hogy LN négyzetértékben mediális mínusz racionális. 
Minthogy ugyanis megmutattuk, hogy AK mediális és egyenlő LP 

és PN négyzetösszegével, LP és PN négyzetösszege mediális. Másrészt, 
minthogy DK racionális és egyenlő az LP és PN közötti téglalap két
szeresével, ez is racionális. S minthogy AI összemérhetetlen FK-val 
(VI. 1., X. 11.), LP négyzete is összemérhetetlen PN négyzetével. LP 
és PN tehát olyan négyzetesen összemérhetetlen szakaszok, melyek 
négyzetösszege mediális, az általuk közrefogott téglalap kétszerese 
pedig racionális, az LN maradék tehát irracionális (X. 77.), ún. 
négyzetértékben mediális mínusz racionális; s négyzetértéke az AB 
idom. 

A szakasz tehát, melynek négyzetértéke az AB idom, négyzet
értékben mediális mínusz racionális. Éppen ezt kellett megmutatni. 

X. 96. Tétel 
Ha egy idomot a racionális és egy hatodik apotomé fog közre, akkor 

a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, négyzetértékben mediális 
mínusz mediális. 

Fogja közre ugyanis az AB idomot az AC racionális és egy AD hato
dik apotomé. Azt állítom, hogy a szakasz, mely
nek négyzetértéke az AB idom, négyzetértékben 
mediális mínusz mediális. 

Illeszkedjék ugyanis AD-hez DG. Ekkor AG és 
GD csak négyzetesen összemérhető racionálisuk, 
egyikőjük sem lineárisan összemérhető az adott 
AC racionálissal és a teljes AG négyzetértéke egy 
vele lineárisan összemérhetetlen szakasz négyze
tével nagyobb DG-énél. Minthogy AG négyzetér
téke egy vele lineárisan összemérhetetlen szakasz 



négyzetével nagyobb GD-énél, ha DG négyzetének negyedrészével 
egyenlő paralelogrammát illesztünk AG-hez úgy, hogy egy négyzet ma
rad fönn, akkor AG összemérhetetlen darabokra fog bomlani (X. 18.). 
Legyen hát E a DG felezőpontja (I. 10.), és illesszünk AG-hez egy EG 
négyzetével egyenlő paralelogrammát - legyen ez az AF és FG közötti 
- úgy, hogy egy négyzet maradjon fönn (VI. 28.). AF tehát lineárisan 
összemérhetetlen FG-vel. Amint viszont AF az FG-hez, úgy aránylik 
AI az FK-hoz (VI. 1.), Aí tehát összemérhetetlen FK-val (X. 11.). 
Minthogy AG és AC csak négyzetesen összemérhető racionálisok, 
AK mediális. Ismét, minthogy AC és DG racionálisok és lineárisan 
összemérhetetlenek, DK is mediális. Minthogy AG és GD csak négy
zetesen összemérhetők, AG lineárisan összemérhetetlen GD-vel. 
Amint viszont AG a GD-hez, úgy aránylik AK a KD-hez (VI. 1.), 
AK tehát összemérhetetlen KD-vol (X. 11.). Szerkesszünk egy Al-vel 
egyenlő LM négyzetet, és vonjunk le belőle úgy egy FK-val egyenlő 
NO-t, hogy egy szögük közös legyen (II. 14.). Ekkor az LM, NO 
négyzetek ugyanazon átló mellett fekszenek (VI. 26.). Legyen PR 
az átlójuk, és rajzoljuk meg az ábrát. A föntebbiekhez hasonlóan 
mutatható meg, hogy LN négyzetértéke az AB idom. 

Azt állítom, hogy LN négyzetértékben mediális mínusz mediális. 
Minthogy ugyanis megmutattuk, hogy AK mediális és egyenlő LP 

és PN négyzetösszegével, LP és PN négyzetösszege mediális. Ismét 
minthogy megmutattuk, hogy DK mediális és egyenlő az LP és PN 
közötti téglalap kétszeresével, az LP és PN közötti téglalap kétszerese 
is mediális. S minthogy megmutattuk, hogy AK összemérhetetlen 
DK-val, LP és PN négyzetösszege is összemérhetetlen az LP és PN 
közötti téglalap kétszeresével. Minthogy AI összemérhetetlen FK-val, 
LP négyzete is összemérhetetlen PN négyzetével. LP és PN tehát olyan 
négyzetesen összemérhetetlen szakaszok, melyek négyzetösszege me
diális, az általuk közrefogott téglalap kétszerese is mediális, és a 
négyzetösszeg összemérhetetlen a téglalap kétszeresével. LN tehát 
irracionális (X. 78.), ún. négyzetértékben mediális mínusz mediális; s 
négyzetértéke az AB idom. 

A szakasz tehát, melynek négyzetértéke az idom, négyzetértékben 
mediális mínusz mediális. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F. :X. 110. 
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X. 97. Tétel 
Ha egy apotomé négyzetét a racionálishoz illesztjük, akkor a kelet

kező téglalap szélessége első apotomé lesz. 
Legyen AB egy apotomé, CD a racionális, és illesszünk CD-hez egy 

AB négyzetével egyenlő CF szélességű CE téglalapot (I. 41., 44.). 
Azt állítom, hogy CF első apotomé. 

Illeszkedjék ugyanis AB-hez BG. Ekkor AG és GB csak négyzetesen 
összemérhető racionálisok. Illesszünk CD-hez 
egy AG négyzetével egyenlő CH és egy BG 
négyzetével egyenlő KL téglalapot (ua.). Ekkor 
a teljes CL egyenlő AG és GB négyzetösszegé
vel, s ebből CE egyenlő AB négyzetével, a ma
radék FL tehát egyenlő az AG és GB közötti 
téglalap kétszeresével (II. 7.). Legyen N az FM 
felezőpontja (í. 10.) és húzzuk meg iV-en át CD-
vel párhuzamosan NO-t (I. 31.). Ekkor FO és 
LN egyenlő az AG és GB közötti téglalappal. Minthogy AG és GB 
négyzetösszege racionális (X. 15., 12.) és AG és GB négyzetösszegével 
egyenlő DM, DM racionális. A CD racionálishoz illesztve CM a 
szélessége, CM tehát racionális és lineárisan összemérhető CD-vel 
(X. 20.). Másrészt, minthogy az AG és GB közötti téglalap kétszerese 
mediális és az AG és GB közötti téglalap kétszeresével egyenlő FL, 
FL mediális. A CD racionálishoz illesztve szélessége FM, FM tehát 
racionális és lineárisan összemérhetetlen CD-vel (X. 22.). Minthogy 
AG és GB négyzetösszege racionális, az AG és GB közötti téglalap 
kétszerese pedig mediális, AG és GB négyzetösszege összemérhetetlen 
az AG és GB közötti téglalap kétszeresével (X. 13.). AG és GB négy
zetösszegévei egyenlő CL, az AG és GB közötti téglalap kétszeresével 
egyenlő FL, DM tehát összemérhetetlen FZ,-lel. Amint viszont DM az 
/•L-hez, úgy aránylik CM az FM-hez (VI. 1.), CM tehát lineárisan 
összemérhetetlen FM-mel (X. 11.). Mind a kettő racionális, CM és FM 
tehát csak négyzetesen összemérhető racionálisok, CF tehát apotomé. 

Azt is állítom, hogy első. 
Minthogy ugyanis AG és GB négyzetének középarányosa az AG és 

GB közötti téglalap (X. 54. L.), és AG négyzetével egyenlő CH, BG 
négyzetével egyenlő KL, az AG és GB közötti téglalappal pedig egyenlő 
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NL, CH-nak és KL-nek középarányosa NL, CH tehát úgy aránylik 
NL-hsz, mint NL a KL-hcz. Amint viszont CH az NL-hsz, úgy arány
lik CK az NM-hüz, amint pedig NL a KL-hez, úgy JVM a KM-hez 
(VI. 1.), a Civ és KM közötti téglalap tehát egyenlő NM négyzetével 
(V. 11., VI. 17.), azaz FM négyzetének negyedrészével. Minthogy AG 
négyzete összemérhető GB négyzetével, CH is összemérhető KL-lel. 
Amint viszont CH a KL-hez, úgy aránylik CK a KM-hez (VI. 1.), 
CK tehát összemérhető KM-mel (X. 11.). Minthogy CM és MF két 
nem egyenlő szakasz, FM négyzetének negyedrészével egyenlő para
lelogrammát - a CK és KM közötti téglalapot - illesztettünk CAf-hez 
úgy, hogy egy négyzet marad fönn, és CK összemérhető KM-mel, 
CM négyzetértéke egy vele lineárisan összemérhető szakasz négyzeté
vel nagyobb MF-énél (X. 17.). CM lineárisan összemérhető az adott 
CD racionálissal, CF tehát első apotomé. 

Ha tehát egy apotomé négyzetét a racionálishoz illesztjük, akkor a 
keletkező téglalap szélessége első apotomé lesz. Éppen ezt kellett meg
mutatni. 

F.:X. 111., 111. K.; XIIÍ. 6. 

X. 98. Tétel 
Ha egy első mediálapotomé négyzetét a racionálishoz illesztjük, akkor 

a keletkező téglalap szélessége második apotomé lesz. 
Legyen AB egy első mediálapotomé, CD a racionális, és illesszünk 

CD-hez egy AB négyzetével egyenlő CF szélességű CE téglalapot 
(I. 41., 44.). Azt állítom, hogy CF második 
apotomé. 

Illeszkedjék ugyanis AB-hez BG. Ekkor AG és 
GB olyan, csak négyzetesen összemérhető me-
diálisok, melyek racionális téglalapot fognak köz
re. Illesszünk CD-hezegy AG négyzetével egyenlő 
CK szélességű CH és egy GB négyzetével egyen
lő KM szélességű KL téglalapot (ua.). Ekkor a 
teljes CL egyenlő AG és GB négyzetösszegével, 

tehát CL is mediális (X. 15., 23. K.). A CD racionálishoz illesztve szé
lessége CM, CM tehát racionális és lineárisan összemérhetetlen CD-vel 
(X. 22.). Minthogy CL egyenlő AG és GB négyzetösszegével és ebből 
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AB négyzete egyenlő CE-vel, a maradék, az AG és GB közötti téglalap 
kétszerese (II. 7.), egyenlő FL-lel. Az AG és GB közötti téglalap két
szerese racionális (X. 6., 12.), FL tehát racionális. Az FE racionálishoz 
illesztve szélessége FM, tehát FM is racionális és lineárisan összemér
hető CD-vel (X. 20.). Minthogy AG és GB négyzetösszege, azaz CL, 
mediális és az AG és GB közötti téglalap kétszerese, azaz FL, racio
nális, CL összemérhetetlen FL-lel (X. 13.). Amint viszont CL az FL-
hez, úgy aránylik CM az FM-hez (VI. 1.), CM tehát lineárisan össze
mérhetetlen FM-mel (X. 11.). Mind a kettő racionális, CM és MF 
tehát csak négyzetesen összemérhető racionálisok, CF tehát apotomé. 

Azt is állítom, hogy második. 
Legyen ugyanis N az FM felezőpontja (I. 10.) és húzzuk N-en át 

CD-vei párhuzamosan NO-t (I. 31.). Ekkor mind FO, mind NL egyenlő 
az AG és GB közötti téglalappal. Minthogy AG és GB négyzetének 
középarányosa az AG és GB közötti téglalap (X. 54. L.), AG négyzete 
egyenlő C/í-val, az AG és GB közötti téglalap iVL-lel, BG négyzete 
pedig KIAel, így CF/-nak és KL-nek középarányosa NL, amint tehát 
CH az NL-hez, úgy aránylik NL a KL-hez. Amint viszont CH az NL-
hez, úgy aránylik CK az NM-hez, amint pedig NL a KL-hez, úgy NM az 
MK-hoz (VI. 1.), amint tehát C£ az NM-hez, úgy 7VM a KM-hez 
(V. 11.), a CK és KM közötti téglalap tehát egyenlő NM négyzetével 
(VI. 17.), azaz FM négyzetének negyedrészével. [Minthogy AG négy
zete összemérhető BG négyzetével, CH is összemérhető KL-lel, azaz 
CK a KM-mel (VI. 1., X. 11.).] Minthogy CM és MF két, nem egyenlő 
szakasz, FM négyzetének negyedrészével egyenlő téglalapot - a CK és 
KM közöttit - illesztettünk a nagyobb CM-hez úgy, hogy egy négyzet 
maradt fönn és CM összemérhető darabokra bomlik, CM négyzet
értéke egy vele lineárisan összemérhető szakasz négyzetével nagyobb 
MF-énél (X. 17.). Az illeszkedő FM lineárisan összemérhető az adott 
CD racionálissal, CF tehát második apotomé. 

Ha tehát egy első mediálapotomé négyzetét a racionálishoz illeszt
jük, akkor a keletkező téglalap szélessége második apotomé lesz. 
Éppen ezt kellett megmutatni. 

F. :X. l l l . K . 
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X. 99. Tétel 
Ha egy második mediálapotomé négyzetét a racionálishoz illesztjük, 

akkor a keletkező téglalap szélessége harmadik apotomé lesz. 
Legyen AB egy második mediálapotomé, CD a racionális, és il

lesszünk CD-hez egy AB négyzetével egyenlő CF szélességű CE tégla
lapot (I. 41., 44.). Azt állítom, hogy CF harmadik apotomé. 

Illeszkedjék ugyanis AB-hez BG. Ekkor AG és GB olyan, csak négy
zetesen összemérhető mediálisok, melyek me-
diális téglalapot fognak közre. Illesszünk CD-
hez egy AG négyzetével egyenlő CK szélességű 
CH és KH-hoz egy BG négyzetével egyenlő 
KM szélességű KL téglalapot (ua.). Ekkor a 
teljes CL egyenlő AG és GB négyzetösszegével 
[és AG és GB négyzetösszege mediális (X. 15., 
23. K.)], tehát CL is mediális. A CD racio
nálishoz illesztve szélessége CM, CM tehát 

racionális és lineárisan összemérhetetlen CD-vel (X. 22.). Minthogy a 
teljes CL egyenlő AG és GB négyzetösszegével, s ebből CE egyenlő 
AB négyzetével, a maradék LF egyenlő az AG és GB közötti téglalap 
kétszeresével (II. 7.). Legyen N az FM felezőpontja (I. 10.), és húzzuk 
CD-vel párhuzamosan NO-t (1.31.). Ekkor mind FO, mind NL egyenlő 
az AG és GB közötti téglalappal. Az AG és GB közötti téglalap mediá
lis, tehát FL is mediális. Az EF racionálishoz illesztve szélessége FM, 
FM tehát racionális és lineárisan összemérhetetlen CD-vel (X. 22.). 
Minthogy AG és GB csak négyzetesen összemérhető, AG lineárisan 
összemérhetetlen CB-vel, tehát AG négyzete is összemérhetetlen az 
AG és GB közötti téglalappal (X. 22. !.., 11.). AG négyzetével össze
mérhető AG és GB négyzetösszege (X. 15.), az AG és GB közötti 
téglalappal pedig összemérhető az AG és GB közötti téglalap két
szerese (X. 6.), AG és GB négyzetösszege tehát összemérhetetlen az 
AG és GB közötti téglalap kétszeresével (X. 13.). AG és GB négyzet
összegével egyenlő CL, az AG és GB közötti téglalap kétszeresével 
pedig FL, CL tehát összemérhetetlen FL-lel. Amint viszont CL az 
FL-hez, úgy aránylik CM az FM-hez (VT. 1.), CM tehát lineárisan 
összemérhetetlen FM-me\ (X. 11.). Mind a kctlő racionális, CM és MF 
tehát csak négyzetesen összemérhető racionálisok, CF tehát apotomé. 
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Azt is állítom, hogy harmadik. 
Minthogy ugyanis AG négyzete összemérhető GB négyzetével, CH 

is összemérhető KIAél, úgyhogy CK is KM-mel (ua.). Minthogy AG és 
GB négyzetének középarányosa az AG és GB közötti téglalap (X. 54. 
L.), AG négyzetével egyenlő CH, GB négyzetével egyenlő KL, az AG 
és GB közötti téglalappal pedig egyenlő NL, CH-nak és KL-nek közép
arányosa NL, amint tehát CH az NL-hez, úgy aránylik NL a KL-hez. 
Amint viszont CH az NL-hez, úgy aránylik CK az NM-hez, amint 
pedig NL a KL-hez, úgy NM a XM-hez (VI. 1.), amint tehát CK az 
MAT-hez, úgy MN a XM-hez (V. 11.), a C£ és #M közötti téglalap 
tehát egyenlő [MN négyzetével (V. 17.), azaz] FM négyzetének negyed
részével. Minthogy CM és MF két nem egyenlő szakasz, FM négyzeté
nek negyedrészével egyenlő téglalapot illesztettünk CM-hez úgy, hogy 
egy négyzet maradt fönn és CM összemérhető darabokra bomlik, 
CM négyzetértéke egy vele összemérhető szakasz négyzetével nagyobb 
MF-énél (X. 17.). Sem CM, sem MF nem lineárisan összemérhető az 
adott CD racionálissal, CF tehát harmadik apotomé. 

Ha tehát egy második mediálapotomé négyzetét a racionálishoz 
illesztjük, akkor a keletkező téglalap szélessége harmadik apotomé 
lesz. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.:X. l l l .K. 

X. 100. Tétel 
Ha egy minor négyzetét a racionálishoz illesztjük, akkor a keletkező 

téglalap szélessége negyedik apotomé lesz. 
Legyen AB egy minor, CD a racionális, és illesszünk CD-hez egy AB 

négyzetével egyenlő CF szélességű CE téglala
pot (I. 41., 44.). Azt állítom, hogy CF negyedik 
apotomé. 

Illeszkedjék ugyanis AB-hez BG. Ekkor AG 
és GB olyan négyzetesen összemérhetetlen sza
kaszok, hogy AG és GB négyzetösszege racio
nális, az AG és GB közötti téglalap kétszerese 
pedig mediális. Illesszünk CD-hez egy AG négy
zetével egyenlő CK szélességű CH és egy BG 
négyzetével egyenlő KM szélességű KL téglalapot (ua.), likkor a teljes 
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CL egyenlő AG és GB négyzetösszegével. AG és GB négyzetösszege 
racionális, tehát CL is racionális. A CD racionálishoz illesztve széles
sége CM, CM tehát racionális és lineárisan összemérhető CD-vel 
(X. 20.). Minthogy a teljes CL egyenlő AG és GB négyzetösszegével, 
és ebből CE egyenlő AB négyzetével, a maradék FL egyenlő az AG és 
GB közötti téglalap kétszeresével (II. 7.). Legyen N az FMfelezőpontja 
(I. 10.) és húzzuk 7Y-en át CD-vel és ML-lel párhuzamosan NO-t 
(I. 31.). Ekkor mind FO, mind NL egyenlő az AG és GB közötti tégla
lappal. Minthogy az AG és GB közötti téglalap kétszerese mediális és 
egyenlő F£-lel, FL is mediális. Az FE racionálishoz illesztve szélessége 
FM, FM tehát racionális és lineárisan összemérhetetlen CD-vel 
(X. 22.). Minthogy AG és GB négyzetösszege racionális, az AG és GB 
közötti téglalap kétszerese pedig mediális, AG és GB négyzetösszege 
összemérhetetlen az AG és GB közötti téglalap kétszeresével (X. 13.). 
CL egyenlő AG és GB négyzetösszegével, az AG és GB közötti téglalap 
kétszeresével pedig egyenlő FL, CL tehát összemérhetetlen FL-lel. 
Amint viszont CL az FL-hez, úgy aránylik CM az MF-hcz (VI. l.)> 
CM tehát lineárisan összemérhetetlen MF-fel (X. 11.). Mind a kettő 
racionális, CM és MF tehát csak négyzetesen összemérhető racionáli
suk, CF tehát apotomé. 

Azt is állítom, hogy negyedik. 
Minthogy ugyanis AG és GB négyzetesen összemérhetetlenek, AG 

négyzete is összemérhetetlen GB négyzetével. AG négyzetével egyenlő 
CH, GB négyzetével egyenlő KL, CE tehát összemérhetetlen KL-M. 
Amint viszont CH a KL-hez, úgy aránylik CK a KM-hez, CK tehát 
lineárisan összemérhetetlen KM-md. (ua.). Minthogy AG és GB négy
zetének középarányosa az AG és GB közötti téglalap (X. 54. L.), AG 
négyzete egyenlő CíT-val, GB négyzete KL-lel, az AG és GB közötti 
téglalap pedig iVL-lel, Cíf-nak és KL-mk középarányosa NL, amint 
tehát CH az NL-hez, úgy aránylik NL a KL-hez. Amint viszont CH az 
NL-hez, úgy aránylik CK az NM-hez, amint pedig NL a KL-hez, úgy 
NM a KM-hez (VI. 1.), amint tehát CK az NM-hez, úgy MN a KM-
hez (V. 11.), a CK és KM közötti téglalap tehát egyenlő MN négyzeté
vel (VI. 17.), azaz FM négyzetének negyedrészével. Minthogy CM és 
MF két, nem egyenlő szakasz, MF négyzetének negyedrészével egyenlő 
téglalapot - a CKés KM közöttit - illesztettünk CM-hez úgy, hogy egy 
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négyzet maradt fönn és CM összemérhetetlen darabokra bomlik, 
CM négyzetértéke egy vele összemérhetetlen szakasz négyzetével 
nagyobb MF-énél (X. 18.). A teljes CM lineárisan összemérhető az 
adott CD racionálissal, CF tehát negyedik apotomé. 

Ha tehát egy minor négyzetét... stb. 
F.:X. 111. K. 

X. 101. Tétel 
Ha egy négyzetértékben mediális mínusz racionális négyzetét a 

racionálishoz illesztjük, akkor a keletkező téglalap szélessége ötödik 
apotomé. 

Legyen AB egy négyzetértékben mediális mínusz racionális, CD a 
racionális, és illesszünk CD-hez egy AB négyzetével egyenlő CF 
szélességű CE téglalapot (T. 41., 44.). Azt állítom, hogy CF ötödik 
apotomé. 

Illeszkedjék ugyanis AB-hez BG. Ekkor AG és GB olyan négyzetesen 
összemérhetetlen szakaszok, melyek négyzetösszege mediális, az álta
luk közrefogott téglalap kétszerese pedig ra
cionális. Illesszünk CD-hez egy AG négyzetével 
egyenlő CH és egy GB négyzetével egyenlő 
KL téglalapot (ua.). Ekkor a teljes CL egyenlő 
AG és GB négyzetösszegével. AG és GB négy
zetösszege mediális, tehát CL mediális. A CD 
racionálishoz illesztve szélessége CM, CM te
hát racionális és összemérhetetlen CD-vel (X. 
22.). Minthogy a teljes CL egyenlő AG és GB 
négyzetösszegével, s belőle CE egyenlő AB négyzetével, a maradék FL 
egyenlő az AG és GB közötti téglalap kétszeresével (II. 7.). Legyen 
N az FM felezőpontja (I. 10.) és húzzuk JV-en át CD-vel és ML-lel 
párhuzamosan NO-t (I. 30-31.). Ekkor mind FO, mind NL egyenlő 
az AG és GB közötti téglalappal. Minthogy az AG és GB közötti 
téglalap kétszerese racionális és egyenlő FZ,-lel, FL racionális. Az EF 
racionálishoz illesztve szélessége FM, FM tehát racionális és lineárisan 
összemérhető CD-vel (X. 20.). Minthogy CL mediális, FL pedig racio
nális, CL összemérhetetlen FL-le] (X. 21., 13.). Amint viszont CL az 
FL-h.cz, úgy aránylik CM az MF-hez (VI. 1.), CM tehát lineárisan 
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összemérhetetlen AfF-fel (X. 11.). Mind a kettő racionális, CM és 
MF tehát csak négyzetesen összemérhető racionálisok, CF tehát 
apotomé. 

Azt is állítom, hogy ötödik. 
Hasonlóképp mutatható meg, hogy a CK és KM közötti téglalap 

egyenlő NM négyzetével, azaz FM négyzetének negyedrészével. 
Minthogy AG négyzete összemérhetetlen GB négyzetével, AG négyzete 
egyenlő CH-val és GB négyzete KL-lel, CH összemérhetetlen KL-M. 
Amint viszont CH a KL-hez, úgy aránylik CK a KM-bsz (VI. 1.), 
CK tehát lineárisan összemérhetetlen KM-mel (X. 11.). Minthogy CM 
és MF két, nem egyenlő szakasz, FM négyzetének negyedrészével 
egyenlő téglalapot illesztettünk CM-hez úgy, hogy egy négyzet marad 
fönn és CM összemérhetetlen darabokra bomlik, CM négyzetértéke 
egy vele összemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb MF-énél 
(X. 18.). Az illeszkedő FM összemérhető az adott CD racionálissal, 
CF tehát ötödik apotomé. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F. :X. l l l . K . 

X. 102. Tétel 
Ha egy négyzetértékben mediális mínusz mediális négyzetét a racioná

lishoz illesztjük, akkor a keletkező téglalap szélessége hatodik apotomé. 
Legyen AB egy négyzetértékben mediális mínusz mediális, CD a 

racionális, és illesszünk CD-hez egy AB négy
zetével egyenlő CF szélességű CE téglalapot (I. 
41., 44.). Azt állítom, hogy CF hatodik apotomé. 

Illeszkedjék ugyanis AB-hez BG. Ekkor AG 
és GB olyan négyzetesen összemérhetetlen 
szakaszok, hogy a négyzetösszegük mediális, az 
AG és GB közötti téglalap kétszerese mediális, 
és AG és GB négyzetösszege összemérhetetlen 
az AG és GB közötti téglalap kétszeresével. 

Illesszünk CD-hez egy AG négyzetével egyenlő CK szélességű CH és 
egy BG négyzetével egyenlő KL téglalapot (ua.). Ekkor a teljes CL 
egyenlő AG és GB négyzetösszegével, tehát CL is mediális. A CD 
racionálishoz illesztve szélessége CM, CM tehát racionális és lineárisan 
összemérhetetlen CD-vel (X. 22.). Minthogy CL egyenlő AG és GB 
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négyzetösszegével, s belőle CE egyenlő AB négyzetével, a maradék FL 
egyenlő az AG és GB közötti téglalap kétszeresével (II. 7.). Az AG és 
GB közötti téglalap kétszerese mediális, tehát FL is mediális. Az FE 
racionálishoz illesztve szélessége FM, FM tehát racionális és lineárisan 
összemérhetetlen CD-vel (X. 22.). Minthogy AG és GB négyzetösszege 
összemérhetetlen az AG és GB közötti téglalappal, és AG és GB négy
zetösszegével egyenlő CL, az AG és GB közötti téglalap kétszeresével 
pedig FL, CL összemérhetetlen FL-lel. Amint viszont CL az FL-hez, 
úgy aránylik CM az MF-hez (VI. 1.), CM tehát lineárisan összemér
hetetlen MF-fel (X. 11.). Mind a kettő racionális, CM és MF tehát 
csak négyzetesen összemérhető racionálisok, CF tehát apotomé. 

Azt is állítom, hogy hatodik. 
Minthogy ugyanis FL egyenlő az AG és GB közötti téglalap két

szeresével, legyen hát FM felezőpontja N (I. 10.) és húzzuk iV-en át 
CD-vei párhuzamosan NO-t (I. 31.). Ekkor mind FO, mind NL egyenlő 
az AG és GB közötti téglalappal. Minthogy AG és GB négyzetesen 
összemérhetetlenek, AG négyzete összemérhetetlen GB négyzetével. 
AG négyzetével egyenlő CH, GB négyzetével egyenlő KL, CH tehát 
összemérhetetlen KL-lél. Amint viszont CH KL-hez, úgy aránylik 
CK a KM-hez (VI. 1.), CK tehát összemérhetetlen KM-mel (X. 11.). 
Minthogy AG és GB négyzetének középarányosa az AG és GB közötti 
téglalap (X. 54. L.), AG négyzetével egyenlő CH, GB négyzetével 
egyenlő KL, az AG és GB közötti téglalappal pedig egyenlő NL, \CH-
nak és KL-nek középarányosa NL, amint tehát CH az JVX-hez, úgy 
aránylik NL a KL-hez. És ugyanúgy CM négyzetértéke egy vele 
összemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb MF-énél, és egyikőjük 
sem összemérhető az adott CD racionálissal, CF tehát hatodik apoto
mé. Éppen ezt kellett megmutatni. 

F.:X.111.K. 

X. 103. Tétel 
Apotoméval lineárisan összemérhető szakasz apotomé, mégpedig 

ugyanannyiadik. 
Legyen AB egy apotomé, és legyen CD lineárisan összemérhető 

AB-ve\. Azt állítom, hogy CD is apotomé, mégpedig ugyanannyiadik, 
mint AB. 
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AB apotomé, illeszkedjék hát hozzá BE. Ekkor AE és EB csak négy
zetesen összemérhető racionálisok. Legyen l?F-nek DF-hez való aránya 
ugyanaz, mint AB-é CD-hez (VI. 12.). Amint egy-egy tag, úgy arány
lanak az összegek (V. 12.), AE tehát szintén úgy aránylik CF-hez, mint 

AB a CD-hez. AB lineárisan összemérhető CD-vel, 
tehát AE is összemérhető CF-fel, BE pedig DF-fel 
(X. 11.). AE és EB csak négyzetesen összemérhető 
racionálisok, tehát CF és FD is csak négyzetesen 
összemérhető racionálisok (X. 12-13.). [CD tehát 
apotomé. 

Azt is állítom, hogy ugyanannyiadik, mint AB]. 
Mivel AE úgy aránylik CF-hez, mint BE a DF-hez (V. 11.), fölcserél

ve AE úgy aránylik FB-hez, mint CF a FD-hez (V. 16.). AE négyzet
értéke egy vele vagy összemérhető, vagy összemérhetetlen szakasz 
négyzetével nagyobb FJ?-énél. Ha AE négyzetértéke egy vele össze
mérhető szakasz négyzetével nagyobb EB-énél, akkor CF négyzet
értéke is egy vele összemérhető szakasz négyzetével nagyobb FD-énél 
(X. 14.). S ha AE lineárisan összemérhető az adott racionálissal, 
akkor CF is (X. 12.), ha EB, akkor DF is, ha pedig sem AE, sem EB, 
akkor sem CF, sem FD (X. 13.). Ha AE négyzetértéke egy vele össze
mérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb [EB-énél], akkor CF négyzet
értéke is egy vele összemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb FD-é
nél (X. 14.). Ha AE lineárisan összemérhető az adott racionálissal, 
akkor CF is, ha BE, akkor DF is, ha pedig sem AE, setnEB, akkor sem 
CF, sem FD. 

CD tehát apotomé, mégpedig ugyanannyiadik, mint AB. Éppen ezt 
kellett megmutatni. 

X. 104. Tétel 
Mediálapotóméval összemérhető szakasz mediálapotomé, mégpedig 

ugyanannyiadik. 
Legyen AB egy mediálapotomé, és legyen CD lineárisan összemér

hető AB-ve\. Azt állítom, hogy CD mediálapotomé, mégpedig ugyan
annyiadik, mint AB. 

AB mediálapotomé, legyen hát a hozzá illeszkedő szakasz EB. 
Ekkor AE és EB csak négyzetesen összemérhető mcdiálisok. Arányul-
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jék amint AB a CD-hez, úgy BE a DF-hez (VI. 12.). AE is összemérhető 
tehát CF-fel, BE pedig DF-fel (V. 12., X. 11.). AE és EB csak négyzete
sen összemérhető mediálisok, tehát CF és FD is 
csak négyzetesen összemérhető mediálisok (X. 
12-13., 23.), CD tehát mediálapotomé. 

Azt is állítom, hogy ugyanannyiadik, mint AB. 
Mivel amint AE az EB-hez, úgy aránylik CF 

az FD-hez (V. 11., 16.), amint viszont AE az 
EB-hez, úgy AE négyzete az AE és EB közötti téglalaphoz, 
amint pedig CF az FD-hez, úgy CF négyzete a CF és FD közötti 
téglalaphoz (X. 22. L.), amint tehát AE négyzete az AE és EB 
közötti téglalaphoz, úgy CF négyzete a CF és FD közötti téglalaphoz 
(V. 11.), és fölcserélve amint AE négyzete CF négyzetéhez, úgy az AE 
és EB közötti téglalap a CF és FD közötti téglalaphoz (V. 16.). AE 
négyzete összemérhető CF négyzetével, tehát az AE és EB közötti 
téglalap is összemérhető a CF és FD közötti téglalappal (X. 11.). 
Ha tehát az AE és EB közötti téglalap racionális, akkor a CF és FD 
közötti is racionális, ha pedig az AE és EB közötti téglalap mediális, 
akkor a CFés FD közötti is mediális (X. 23. K.). 

CD tehát mediálapotomé, mégpedig ugyannyiadik, mint AB. Éppen 
ezt kellett megmutatni. 

X. 105. Tétel 
Minorral összemérhető szakasz minor. 
Legyen ugyanis AB egy minor és CD összemérhető ^J5-vel. Azt állí

tom, hogy CD is minor. 
Járjunk el ugyanúgy. Minthogy AE és EB négyzetesen összemérhe-

tetlenek, CF és FD is négyzetesen összemérhetet-
lenek (X. 13.). Mivel amint AE az EB-hez, úgy 
aránylik CF az F£>-hez (V. 11-12., 16.), CF négy
zete úgy aránylik FD négyzetéhez, mint AE négy
zete EB négyzetéhez (VI. 22.). Összetéve tehát 
amint AE és EB négyzetösszege EB négyzetéhez, 

úgy CF és FD négyzetösszege FD négyzetéhez (V. 18.) [és fölcse
rélve (V.16.)]. BE négyzete viszont összemérhető DF négyzetével, 
tehát AE és EB négyzetösszege is összemérhető CF és FD négyzet-
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összegével (X. 11.). AE és EB négyzetösszege racionális, tehát CF és 
FD négyzetösszege is racionális (X. 12.). Ismét, mivel amint AE 
négyzete az AE és EB közötti téglalaphoz, úgy aránylik CF négyzete a 
CF és FD közötti téglalaphoz (X. 22. L.), és AE négyzete összemérhető 
CF négyzetével, az AE és EB közötti téglalap is összemérhető a CF 
és FD közötti téglalappal (V. 16., X. 11.). Az AE és EB közötti téglalap 
mediális (X. 76., D.), tehát a CF és FD közötti téglalap is mediális 
(X. 23. K.), CF és FD tehát olyan, négyzetesen összemérhetetlen 
szakaszok, melyek négyzetösszege racionális, az általuk közrefogott 
téglalap pedig mediális. 

CD tehát minor. Éppen ezt kellett megmutatni. 

X. 106. Tétel 
Négyzetértékben mediális mínusz racionálissal összemérhető szakasz 

négyzetértékben mediális mínusz racionális. 
Legyen AB egy négyzetértékben mediális mínusz racionális, és CD 

összemérhető AB-vel. Azt állítom, hogy CD is négyzetértékben me
diális mínusz racionális. 

Legyen ugyanis BE az AB-hez illeszkedő szakasz. Ekkor AE és EB 
olyan négyzetesen összemérhetetlen szakaszok, 
hogy AE és EB négyzetösszege mediális, az általuk 
közrefogott téglalap pedig racionális. Végezzük el 
ugyanazokat a lépéseket. Az előzőekhez hasonlóan 
mutatható meg, hogy CF és FD aránya ugyanaz, 
mint AE-é és EB-é, és összemérhető AE és EB 

négyzetösszege CF és FD négyzetösszegével, az AE és EB közötti 
téglalap pedig a CF és FD közöttivel, úgyhogy CF és FD is olyan, 
négyzetesen összemérhetetlen szakaszok, hogy CF és FD négyzet
összege mediális, az általuk közrefogott téglalap pedig racionális. 

CD tehát négyzetértékben mediális mínusz racionális. Éppen ezt 
kellett megmutatni. 

X. 107. Tétel 
Négyzetértékben mediális mínusz mediálissal összemérhető szakasz 

maga is négyzetértékben mediális mínusz mediális. 
Legyen AB egy négyzetértékben mediális mínusz mediális, és legyen 
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CD összemérhető AB-ve\. Azt állítom, hogy CD is négyzetértékben 
mediális mínusz mediális. 

Legyen ugyanis BE az AB-hez illeszkedő szakasz, és végezzük el 
ugyanazokat a lépéseket. Ekkor AE és EB olyan négyzetesen össze
mérhetetlen szakaszok, hogy mind a négyzetössze
gük, mind az általuk közrefogott téglalap mediá
lis, és a négyzetösszegük összemérhetetlen az ál
taluk közrefogott téglalappal. S mint megmutat
tuk, AE és EB összemérhető CF-fel, illetve FD-
vei, AE és EB négyzetösszege CF és FD négyzet
összegével, az AE és EB közötti téglalap pedig a CF és FD 
közöttivel, tehát CF és FD is olyan, négyzetesen összemérhetetlen 
szakaszok, hogy mind a négyzetösszegük, mind az általuk közrefogott 
téglalap mediális, és a négyzetösszegük összemérhetetlen az általuk 
közrefogott téglalappal. 

CD tehát négyzetértékben mediális mínusz mediális. Éppen ezt 
kellett megmutatni. 

X. 108. Tétel 
Ha egy racionálisból egy mediális területet vonunk ki, akkor a szakasz, 

melynek négyzetértéke a maradék, két irracionális egyike: vagy apo-
tomé, vagy minor. 

Vonjuk ki ugyanis a BC racionálisból a BD mediálist. Azt állítom, 
hogy a szakasz, melynek négyzetértéke a maradék EC, két irracionális 
egyike: vagy apotomé, vagy minor. 

Vegyük ugyanis az FG racionálist, és illesszünk FG-hez egy 2?C-vel 
egyenlő GH, majd vonjunk ki ebből egy 
£>5-vel egyenlő GK téglalapot (I. 44.). 
Ekkor a maradék EC egyenlő LH-val. 
Minthogy BC racionális, BD mediális, 
BC egyenlő GH-val és BD a GK-val, 
GH racionális, GK pedig mediális. Az 
FG racionálishoz illesztettük őket, tehát 

FH racionálisan és lineárisan összemérhető FG-vel (X. 20.), FK pedig 
racionális és lineárisan összemérhetetlen FG-vel (X. 22.) FH tehát lineá
risan összemérhetetlen FK-val (X. 13.). FHés FK tehát csak négyzetesen 
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összemérhetők (X. 12.), KH tehát apotomé és KF a hozzá illeszkedő 
szakasz. Ekkor HF négyzetértéke vagy egy összemérhető szakasz 
négyzetével nagyobb FK-énál, vagy sem. 

Legyen először egy összemérhető négyzetével nagyobb. A teljes HF 
lineárisan összemérhető az adott FG racionálissal, KH tehát első 
apotomé. Ha viszont egy idomot a racionális és egy első apotomé fog 
közre, akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, apotomé (X. 
91.). A szakasz tehát, melynek négyzetértéke LH, azaz EC, apotomé. 

Ha pedig HF négyzetértéke egy vele összemérhetetlen szakasz 
négyzetével nagyobb FK-énál, akkor mivel a teljes FH lineárisan 
összemérhető az adott FG racionálissal, KH negyedik apotomé. Ha 
viszont egy idomot a racionális és egy negyedik apotomé fog közre, 
akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, minor (X. 94.). 
Éppen ezt kellett megmutatni. 

X. 109. Tétel 
Ha mediálisból racionális területet vonunk ki, másik két irracionálist 

kapunk: vagy első mediálapotómét, vagy négyzetértékben mediális 
mínusz racionálist. 

Vonjuk ki ugyanis a BC mediálisból a BD racionálist. Azt állítom, 
hogy a szakasz, melynek négyzetértéke a maradék EC, két irracionális 
egyike: vagy első mediálapotomé, vagy négyzetértékben mediális mí
nusz racionális. 

Vegyük ugyanis az FG racionálist, és illesszünk hozzá hasonlóképp 
téglalapokat. Ekkor az előbbiek szerint 
FH racionális és lineárisan összemér
hetetlen FG-vel, KF pedig racionális és 
lineárisan összemérhető FG-vel, FH és 
FK tehát csak négyzetesen összemérhető 
racionálisok (X. 12-13.), KH tehát apo
tomé, és a hozzá illeszkedő szakasz FK. 

HF négyzetértéke egy vele összemérhető vagy összemérhetetlen sza
kasz négyzetével nagyobb FK-énál. 

Ha HF négyzetértéke egy vele összemérhető szakasz négyzetével 
nagyobb FK-énál, akkor mivel az illeszkedő FK lineárisan összemér
hető az adott FG racionálissal, KH második apotomé. FG racionális, 
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úgyhogy a szakasz, melynek négyzetértéke LH, azaz EC, első mediál-
apotomé (X. 92.). 

Ha pedig HF négyzetértéke egy összemérhetetlen szakasz négyzet-
értékével nagyobb FK-éaál, akkor mivel az illeszkedő FK lineárisan 
összemérhető az adott FG racionálissal, KH ötödik apotomé, úgyhogy 
a szakasz, melynek négyzetértéke EC, négyzetértékben mediális mí
nusz racionális. Éppen ezt kellett megmutatni. 

X. 110. Tétel 
Ha mediálisból vele összemérhetetlen mediális területet vonunk ki, 

a maradék két irracionálist kapjuk: vagy második mediálapotomét, 
vagy négyzetértékben mediális mínusz mediálist. 

Vonjunk ki ugyanis, miként az előző ábrákon, egy BC mediálisból 
egy vele összemérhetetlen BD mediálist. Azt állítom, hogy a szakasz, 
melynek négyzetértéke EC, két irracionális egyike: vagy második 
mediálapotomé, vagy négyzetértékben mediális mínusz mediális. 

Minthogy ugyanis BC és BD mediális, 
és BC összemérhetetlen BD-vel, az előb
biek szerint FH és FK racionális és li
neárisan összemérhetetlen FG-vel. Mint
hogy összemérhetetlen BC a J5D-vel, 
azaz GH a GK-val, HF is összemérhetet
len FK-val (VI. 1., X. 11.), FH és FK 
tehát csak négyzetesen összemérhető racionálisuk, KH tehát apotomé 
és FK a hozzá illeszkedő szakasz. FH négyzetértéke egy vele össze
mérhető vagy összemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb FK-énál. 

Ha FH négyzetértéke egy vele összemérhető szakasz négyzetével 
nagyobb í7v-énál, akkor mivel sem FH, sem FK nem lineárisan össze
mérhető az adott FG racionálissal, KH harmadik apotomé. KL racio
nális. A racionális és egy harmadik apotomé által közrefogott téglalap 
viszont irracionális, és a szakasz, melynek négyzetértéke, irracionális, 
mégpedig második mediálapotomé a neve (X. 93.), úgyhogy a szakasz, 
melynek négyzetértéke LH, azaz EC, második mediálapotomé. 

Ha pedig FH négyzetértéke egy vele lineárisan összemérhetetlen 
szakasz négyzetével nagyobb FK-énál, akkor mivel sem HF, sem FK 
nem lineárisan összemérhető FG-vel, KH hatodik apotomé. A szakasz 
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viszont, melynek négyzetértéke egy, a racionális és egy hatodik apo-
tomé által közrefogott téglalap, négyzetértékben mediális mínusz mediá-
lis (X. 96.). A szakasz tehát, melynek négyzetértéke LH, azaz EC, négy
zetértékben mediális mínusz mediális. Éppen ezt kellett megmutatni. 

X. 111. Tétel 
Apotomé nem egyezik meg egy binomiálissal. 
Legyen AB egy apotomé. Azt állítom, hogy AB nem egyezik meg 

semmilyen binomiálissal. 
Tegyük föl ugyanis, hogy megegyezik. Vegyük a DC racionálist, 

és illesszünk CD-hez egy AB négyzetével egyenlő 
DE szélességű CE téglalapot (1. 44.). Minthogy AB 
apotomé, DE első apotomé (X. 97.). Legyen EF a 
hozzá illeszkedő szakasz. Ekkor DF és FE csak 
négyzetesen összemérhető racionálisok, DF négy
zetértéke egy vele összemérhető szakasz négyzeté
vel nagyobb Fis-énéi és DF lineárisan összemérhető 
az adott DC racionálissal. Másrészt, minthogy AB 

binomiális, DE első binomiális (X. 60.). Essék szét G-ben a tagjaira, és 
legyen DG a nagyobb tag. Ekkor DG és GE csak négyzetesen összemér
hető racionálisok, DG négyzetértéke egy vele összemérhető szakasz 
négyzetével nagyobb GF-énél, és a nagyobb DG lineárisan összemérhető 
az adott DC racionálissal. DF is lineárisan összemérhető tehát £>G-vel 
(X. 12.), tehát a maradék GF is lineárisan összemérhető DF-fel (X. 15.). 
[Minthogy DF összemérhető GF-fel és DF racionális, GF is racionális. 
Minthogy DF lineárisan összemérhető GF-fel és] DF lineárisan össze
mérhetetlen £F-fel, FG is lineárisan összemérhetetlen FF-fel (X. 13.). 
GF és FE tehát csak négyzetesen összemérhető racionálisok, EG tehát 
apotomé. Viszont racionális is. Ez nem lehetséges (X. 73.). 

Apotomé tehát nem egyezik meg egy binomiálissal. Éppen ezt kel
lett megmutatni. 

F . :X. 111. K. 

Következmény 
Az apotomé és az utána következő irracionálisok sem a mediálissal, 

sem egymással nem egyeznek meg. 
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Ha ugyanis egy mediális négyzetét illesztjük a racionálishoz, akkor 
a keletkező téglalap szélessége racionális és lineárisan összemérhetetlen 
azzal a szakasszal, amely mellé helyeztük (X. 22.), ha egy apotomé 
négyzetét illesztjük a racionálishoz, akkor a keletkező téglalap széles
sége első apotomé (X. 97.), ha egy első mediálapotomé négyzetét 
illesztjük a racionálishoz, akkor a keletkező téglalap szélessége máso
dik apotomé (X. 98.), ha egy második mediálapotomé négyzetét il
lesztjük a racionálishoz, akkor a keletkező téglalap szélessége harma
dik apotomé (X. 99.), ha egy minor négyzetét illesztjük a racionális
hoz, akkor a keletkező téglalap szélessége negyedik apotomé (X. 100.), 
ha egy négyzetértékben mediális mínusz racionális négyzetét illesztjük 
a racionálishoz, akkor a keletkező téglalap szélessége ötödik apotomé 
(X. 101.), ha pedig egy négyzetértékben mediális mínusz mediális 
négyzetét illesztjük a racionálishoz, akkor a keletkező téglalap széles
sége hatodik apotomé (X. 102.). Minthogy a mondott szélességek 
különböznek mind az elsőtől, mind egymástól - az elsőtől, mivel az 
racionális, egymástól, mivel ugyanannyiadikak -, nyilvánvaló, hogy 
maguk az irracionálisok is különböznek egymástól. 

Minthogy megmutattuk, hogy apotomé nem egyezik meg binomiá
lissal (X. 111.), és ha az apotomé utáni irracionálisukat a racionális
hoz illesztjük, akkor a keletkező téglalap szélessége annyiadik apo
tomé, ahányadik az illető irracionális a sorban, ha pedig a binomiális 
utániakat, akkor annyiadik binomiális, ahányadik az illető irracio
nális a sorban, különbözőek az apotomé utáni és különbözőek a bino
miális utáni irracionálisok, úgyhogy összesen 13 tagú az irracionálisok 
sora: 

mediális, 
binomiális, 
első bimediális, 
második bimediális, 
maior, 
négyzetértékben racionális plusz mediális, 
négyzetértékben két mediális összege, 
apotomé, 
első mediálapotomé, 
második mediálapotomé, 
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minor, 
négyzetértékben mediális mínusz racionális, 
négyzetértékben mediális mínusz mediális. 

X. 112. Tétel 
Ha egy racionális négyzetét binomiálishoz illesztjük, akkor a kelet

kező téglalap szélessége apo törné, s ennek tagjai összemérhetők a bino
miális tagjaival és ugyanabban az arányban 
állnak, és a keletkező apo tómé ugyanany-
nyiadik, mint a binomiális* 

Legyen a egy racionális BC pedig egy 
binomiális. Ennek nagyobb tagja legyen 
DC, és legyen a négyzetével egyenlő a BC 
és EF közötti téglalap (I. 44.). Azt állítom, 
hogy EF apotomé, a tagjai összemérhetők 
CD-vel, illetve D2?-vel és ugyanabban az 

arányban állnak, és EF ugyanannyiadik, mint BC. 
Legyen ugyanis ismét a négyzetével egyenlő a BD és g közötti 

téglalap. Minthogy a BC és EF közötti téglalap egyenlő a BD és g 
közötti vei, CB úgy aránylik BD-hez, mint g az iiF-hez (VI. 16.). 
CB nagyobb BD-nél, tehát g is nagyobb EF-nél (V. 16., 14.). Legyen 
EH egyenlő g-vel. Ekkor amint CB a BD-hez, úgy aránylik HE az 
2sF-hez (V. 7., 11.), szélbontva tehát amint CD a BD-hez, úgy HF az 
FE-hez (V. 17.). Arány üljék amint HF az FE-hez, úgy FK a KE-hez 
(VI. 11. HF-FE :FE= FE: KE, V. 18.). Ekkor a teljes HK úgy arány
lik a teljes KF-hez, mint FK a KE-hez, az előtagok összege ugyanis 
úgy aránylik az utótagok összegéhez, mint bármely előtag az utótag
jához (V. 12.). Amint viszont FK a KE-hez, úgy aránylik CD a DB-hez 
(V. 11.), amint tehát HK a KF-hez, úgy CD a DB-hez (ua.). CD négy
zete összemérhető DB négyzetével, tehát HK négyzete is összemérhető 
KF négyzetével (VI. 22., X. 11.). Amint HK négyzete KF négyzetéhez, 
úgy aránylik HK a KE-hez, minthogy e három szakasz, HK, KF és KE 
arányos (VI. 19. K.), HK tehát lineárisan összemérhető KE-vel, 
úgyhogy HE is lineárisan összemérhető EK-val (X. 15.). Minthogy a 
négyzete egyenlő az EH és BD közötti téglalappal és a négyzete ra
cionális, az EH és BD közötti téglalap is racionális. A racionális 
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BD-hez illesztettük, EH tehát racionális és lineárisan összemérhető 
BD-vel (X. 20.), úgyhogy a vele összemérhető EK is racionális és 
lineárisan összemérhető BD-vel (X. 12.). Mivel amint CD a DZ?-hez, 
úgy aránylik FK a KE-hez, s CD és DB csak négyzetesen összemér
hetők, FK és iös is csak négyzetesen összemérhetők (X. 11.). KE ra
cionális, tehát FK is racionális. FKés KE tehát csak négyzetesen össze
mérhető racionálisok, EF tehát apotomé. 

CD négyzetértéke egy vele összemérhető vagy összemérhetetlen 
szakasz négyzetével nagyobb Dfi-énél. 

Ha CD négyzetértéke egy [vele] összemérhető szakasz négyzetével 
nagyobb DB-énél, akkor FK négyzetértéke is egy vele összemérhető 
szakasz négyzetével nagyobb KE-éné\ (X. 14.). Ha CD lineárisan 
összemérhető az adott racionálissal, akkor FK is, ha BD, akkor KE is, 
ha pedig sem CD, sem DB, akkor sem FK, sem KE (V. 16., X. 12-13.). 

Ha pedig CD négyzetértéke egy vele összemérhetetlen szakasz 
négyzetével nagyobb DZ?-énél, akkor FK négyzeteiteké is egy vele 
összemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb KE-énél (X. 14.). Ha 
CD lineárisan összemérhető az adott racionálissal, akkor FK is, 
ha BD, akkor KE is, ha pedig sem CD, sem BD, akkor sem FK, sem 
KE, úgyhogy FE apotomé, a tagjai, FK és KE összemérhetők a bino
miális tagjaival, CD-vel, illetve D-ö-vel és ugyanabban az arányban 
állnak, és FE ugyanannyiadik, mint BC. 

Éppen ezt kellett megmutatni. 
F . : X . 114. 

X. 113. Tétel 
Ha egy racionális négyzetét apotoméhoz illesztjük, akkor a keletkező 

téglalap szélessége binomiális, ennek tagjai összemérhetők az apotomé 
tagjaival és ugyanabban az arányban állnak, és a keletkező binomiális 
ugyanannyiadik, mint az apotomé. 

Legyen a egy racionális BD pedig egy apotomé, és legyen a négyze
tével egyenlő a BD és KH közötti téglalap (I. 44.), úgyhogy az a racio
nális négyzetének szélessége a BD apotoméhoz illesztve KH. Azt állítom, 
hogy KH binomiális, a tagjai összemérhetők BD tagjaival és ugyan
abban az arányban állnak, és végül KH ugyanannyiadik, mint BD. 

Legyen DC a SD~hez illeszkedő szakasz, likkor BC és CD csak 
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négyzetesen összemérhető racionáiisok. Legyen a BC és g közötti 
téglalap is egyenlő a négyzetével (ua.). a négyzete racionális, tehát a BC 

és g közötti téglalap is racionális. A BC 
racionális mellett fekszik, g tehát racioná
lis és lineárisan összemérhető 5C-vel (X. 
20.)- Minthogy a BC és g közötti téglalap 
egyenlő a BD és KH közöttivel, CB úgy 

aránylik BD-hez, mint KH a g-hez (VI. 16.). BC nagyobb BD-nél, 
tehát KH is nagyobb g-nél (V. 16., 14.). Legyen KE egyenlő g-vel. 
Ekkor KE lineárisan összemérhető iJC-vel. Mivel amint CB a BD-hez, 
úgy aránylik HK a KE-hez, fölforgatva amint BC a CD-hez, úgy 
KH a HE-hez (V. 19. K.). Arányuljék amint Xií a iíF-hez, úgy HF az 
FE-hez (VI. 10.). Ekkor a maradék KF úgy aránylik FH-hoz, mint Á7í 
a iíF-hez (V. 19.), azaz mint BC a CD-hez (V. 11.). 5C és CD csak 
négyzetesen összemérhetők, tehát KF és F i i is csak négyzetesen 
összemérhetők (X. 11., VI. 22.). Mivel amint KH a HE-hez, úgy 
aránylik .KF az FH-hoz, és amint AF? a HE-hez, úgy ÜF az FE-hez, 
amint tehát .KF az FH-hoz, úgy ÜF az FF-hez (V. 11.), úgyhogy amint 
az első szakasz a harmadikhoz, úgy az első négyzete a második négy
zetéhez (VI. 20. 2. K.), amint tehát KF az FE-hez, úgy ÍTF négyzete 
Fi/ négyzetéhez. KF négyzete összemérhető FÜ négyzetével - KF és FH 
ugyanis négyzetesen összemérhetők -, KF tehát lineárisan összemér
hető FF-vei (X. 11.), úgyhogy KE-vel is lineárisan összemérhető KF 
(X. 15.). KE racionális és lineárisan összemérhető BC-vel, tehát KF is 
racionális és lineárisan összemérhető i?C-vel (X. 12.). Mivel BC úgy 
aránylik CD-hez, mint KF az FH-hoz, fölcserélve BC úgy aránylik 
KF-hez, mint DC az FH-hoz (V. 16.). BC összemérhető üTF-fel, tehát 
FH is lineárisan összemérhető CD-vel (X. 11.). BC és CD csak négy
zetesen összemérhető racionáiisok, tehát i íFés FH is csak négyzetesen 
összemérhető racionáiisok, KH tehát binomiális. 

Ha BC négyzetértéke egy vele összemérhető szakasz négyzetével 
nagyobb CD-énél, akkor KF négyzetértéke is egy vele összemérhető 
szakasz négyzetével nagyobb Fü-énál (X. 14.). Ha BC lineárisan 
összemérhető az adott racionálissal, akkor KF is, ha CD lineárisan 
összemérhető az adott racionálissal, akkor FH is, ha pedig sem BC, 
sem CD, akkor sem KF, sem FH (X. 12-13.). 
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Ha BC négyzetértéke egy vele összemérhetetlen szakasz négyzetével 
nagyobb CD-énél, akkor KF négyzetértéke is egy vele összemérhetetlen 
szakasz négyzetével nagyobb FH-én&l (X. 14.). Ha BC lineárisan 
összemérhető az adott racionálissal, akkor KF is, ha CD, akkor FH is, 
ha pedig sem BC, sem CD, akkor sem KF, sem FH (X. 12-13.). 

KH tehát binomiális, tagjai, KF és FH összemérhetők az apotomé 
tagjaival, 2?C-vel, illetve CD-vel és ugyanabban az arányban állnak, 
és végül KH ugyanannyiadik, mint BC. Éppen ezt kellett megmutatni. 

X. 114. Tétel 
Ha egy idomot egy apotomé és egy binomiális fog közre, és ennek 

tagjai összemérhetők az apotomé tagjaival és ugyanabban az arányban 
állnak, akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, racionális. 

Fogja közre ugyanis az AB és CD közötti idomot az AB apotomé 
és a CD binomiális, ennek nagyobb tagja legyen CE, és legyenek a 
binomiális tagjai, CE és ED, összemérhetők az apotomé tagjaival, 
AF-íel és FB-vel és álljanak ugyanabban az arányban. Legyen a sza
kasz, melynek négyzetértéke az AB és CD közötti téglalap, g. Azt állí
tom, hogy g racionális. 

Vegyük a h racionálist, és illesszünk CD-hez egy h négyzetével 
egyenlő KL szélességű téglalapot (I. 44.). 
Ekkor KL apotomé, a tagjai - legyenek 
ezek KM és ML - összemérhetők a bino
miális tagjaival, CE-vel, illetve ED-vel és 
ugyanabban az arányban állnak (X. 112.). 
CE és ED viszont összemérhetők AF-íel, 
illetve FB-vel, és ugyanabban az arányban 
állnak, amint tehát AF az FB-hez, úgy 
aránylik KM az ML-hez (V. 11.). Fölcserélve tehát amint AF a KM-
hez, úgy BF az Z,M-hez (V. 16.), a maradék AB tehát úgy aránylik a 
maradék KL-hez, mint AF a KM-hez (V. 19.). AF összemérhető 
KM-mel (X. 12.), AB is összemérhető tehát KIAel (X. 11.). Amint 
AB a KL-hez, úgy aránylik a CD és AB közötti téglalap a CD és KL 
közöttihez (VI. 1.), a CD és AB közötti téglalap tehát összemérhető a 
CD és KL közöttivel (X. 11.). A CD és KL közötti téglalap egyenlő h 
négyzetével, a CD és AB közötti téglalap tehát összemérhető h négy-
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zetével. A CD és AB közötti téglalappal egyenlő g négyzete, g 
négyzete tehát összemérhető h négyzetével, h négyzete racionális, g 
négyzete is racionális tehát, g tehát racionális. S négyzetértéke a CD 
és AB közötti téglalap. 

Ha tehát egy idomot egy apotomé és egy binomiális fog közre, 
és ennek tagjai összemérhetők az apotomé tagjaival és ugyanabban 
az arányban állnak, akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, 
racionális. 

Következmény 
Ezáltal is nyilvánvaló lett számunkra, hogy irracionális szakaszok 

közrefoghatnak racionális idomot. Éppen ezt kellett megmutatni. 

X. 115. Tétel 
Egy mediálisból végtelen sok irracionálist kapunk, és egyik sem egye

zik meg semelyik korábbival.* 
Legyen a egy mediális. Azt állítom, hogy a-ból végtelen sok irra

cionálist kapunk, és egyik sem egyezik meg semelyik korábbival. 
Vegyük a b racionálist, és legyen ab és a közötti téglalappal egyenlő 

c négyzete (II. 14.). Ekkor c irracionális, mert irra
cionális (X. 21.) és racionális szakasz által közrefogott 
téglalap irracionális (X. 20.), és egyik korábbival sem 
egyezik meg, mert egyetlen korábbi irracionális négy
zetét a racionálishoz illesztve sem kapunk mediális 
szélességet (X. 22., 60-65., 97-102., 111. K.). ismét, 
legyen d négyzete egyenlő a b és c közötti téglalappal. 
Ekkor d négyzete irracionális, d tehát irracionális, és 
egyik korábbival sem egyezik meg, mert egyetlen koráb

bi irracionális négyzetét a racionálishoz illesztve sem kapjuk c-t széles
ségként. Ha ezt a sort a végtelenségig hasonlóképp folytatjuk, nyilván
való, hogy egy mediálisból végtelen sok irracionálist kapunk, és egyik 
sem egyezik meg semelyik korábbival. Éppen ezt kellett megmutatni. 

X. 27. Függelék 
Mutassuk meg, hogy a négyzetekben az átló lineárisan összemérhetet

len az oldallal!* 

400 



Legyen ABCD egy négyzet és AC egy átlója. Azt állítom, hogy CA 
lineárisan összemérhetetlen AB-vcl. 

Tegyük föl ugyanis, hogy összemérhető. Azt állítom, hogy ugyanaz 
a szám párosnak és páratlannak fog mutat
kozni. Nyilvánvaló, hogy AC négyzete két
szerese AB négyzetének (I. 47.). Minthogy 
CA összemérhető' AB-vel, CA úgy aránylik 
AB-hez, mint szám számhoz (X. 5.). Arányul-
janak mint EF a g-hez, és legyenek EF és g 
a legkisebb számok, melyek ugyanabban az 
arányban állnak, mint ők (VII. 33.). Ekkor 
EF nem egység. Ha ugyanis EF egység, úgy 
aránylik g-hez, mint AC az AB-hez és AC nagyobb AB-nél, akkor EF 
is nagyobb a g számnál (V. 14.), ami ellentmondás. EF tehát nem egy
ség, szám tehát. Mivel amint CA az AB-hez, úgy aránylik EF a g-hez, 
amint CA négyzete AB négyzetéhez, úgy aránylik EF négyzete g négy
zetéhez (vö. VI. 20. K., VIII. 11.). CA négyzete kétszerese AB négyze
tének, tehát EF négyzete is kétszerese g négyzetének, EF négyzete tehát 
páros, úgyhogy maga EF is páros, ha ugyanis páratlan lenne, akkor a 
négyzete is páratlan lenne, minthogy ha összeadunk valahány párat
lan számot, melyek páratlan sokan vannak, akkor az összeg páratlan 
(IX. 23.), EF tehát páros. Felezzük meg H-ban. Minthogy EF és g a 
legkisebbek az ugyanezen arányú számok között, relatív prímek (VII. 
22.). EF páros, g tehát páratlan. Ha ugyanis páros lenne, akkor EF-et 
és g-t osztaná a diád - hiszen minden páros számnak van fele része -, 
noha relatív prímek, ami lehetetlen, g tehát nem páros, páratlan tehát. 
Minthogy EF kétszerese EH-nak, EF négyzete négyszerese EH négy
zetének. EF négyzete kétszerese g négyzetének, g négyzete tehát két
szerese EH négyzetének, g négyzete tehát páros. Ekkor a mondottak 
miatt g páros. Viszont páratlan is, ami lehetetlen. CA tehát nem lineá
risan összemérhető AB-ye\. Éppen ezt kellett megmutatni. 
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