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Elészo

A newtoni kontinuummechanika a kornyezetiinkben talalhat6 szilard testek, folyadékok és 1ég-
tomegek mozgasanak fizikai torvényeivel foglalkozik. Ezeken alapul szerszamaink, gépeink, jarmi-
veink muikddése, épiileteink allékonysaga, tobb viziigyi, meteorologiai, orvosi €s mas tevékenységiink.
A tanulmanyozasara sok szakkonyv rendelkezésre all, mégis hasznosnak tlint egy bevezets jellegii
konyv irasa, melynek fizikai megallapitasai kozépiskolai tanulmanyok alapjan is érthetdk, matemati-
kai szempontbol viszont megfelel a magyar miiszaki €s természettudomanyi egyetemek szintjének.

A GANZ gépgyarban 41 évig szivattyuk és vizturbinak aramlastani és szilardsagi fejlesztésével
foglalkoztam. Kollégdimmal egyiitt végzett munkank nagy értékii gépek gyartasahoz kapcsolodott,
nem hibazhattunk. Ez biztos elméleti ismereteket igényelt, aminek a mechanika alapjait érintd része
itt bemutatasra keriil. Tevékenységiink alapjan a gyar jo hatasfoku, a nemzetk6zi versenyben is sikeres
vizgépeket gyartott. A konyv ezek ipari gyakorlatan alapul.

Egyszer(iség kedvéért a konyv csak mechanikai hatasokat targyal. Villamos, magneses, kémiai,
nuklearis, relativitaselméleti, kvantummechanikai, statisztikus-mechanikai és nanotechnikai hatasok a
konyvbdl ki vannak zarva. A szilard testek €s a kozel 6sszenyomhatatlan folyadékok torvényeit hdtani
fogalmak nélkiil targyaljuk, ami elényds az ezekkel foglalkozo szakembereknek. A teljesség kedvéért
azonban néhany hdtani €s energetikai fogalomra is kitériink, de csak érintve, mert a konyv egyik cél-
kittizése, hogy minél rdvidebb titon vezessen aramldstani és vizgépes példakhoz.

A newtoni kontinuummechanika 20. szazadi igényeket is kielégité axidomarendszerét Noll [2]
allitotta 6ssze folytonos fiiggvényekre alapozva. Az ipari gyakorlatban viszont sok szakadasi feliilettel
is talalkozunk, ezért ezeket részletesen targyaljuk. A konyvben szerepld Osszes alapegyenlet megtalal-
hatd Truesdell és Toupin monografidjaban [3] a tudomanytorténeti hatteriikkel egyiitt.

2018. december 31. )
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Jelolések
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A skalarokat vékony dolt betli (z, m, F), a vektorokat allo félkovér kisbetli (n, v, f), a tenzorokat 4ll6
félkovér nagybetii (I, F, S) jeloli. Az egyenleteknek, abraknak és a példaknak elsé szamjegye a fejezet sorszama.
Az egyszer eléforduld jeldléseket a szoveg magyarazza, itt a tobbszor eléfordulok vannak felsorolva.?
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helyvektor

két pont tavolsaga, hengerkoordinataknal a sugar

a Fold felszinéhez rogzitett koordinatarendszerben a fiiggdleges koordinata
vonal, feliilet, térfogat (angol: Line, Surface, Volume)
szelvényteriilet (Area)

egységvektor

feliileti normal egységvektor

szog, térfogat latoszoge

az azonossag tenzora (Identity)

1d6 (time)

sebesség altalaban (velocity)

a v vektor feliileti normalisra es vetiilete

abszolut sebesség egy allo rendszerhez képest

relativ sebesség egy mozgo rendszerhez képest, példakban hullamsebesség
feliilet pontjanak sebessége, forgo rendszerben keriileti sebesség
szakadasi feliilet (Discontinuity surface) normalis iranyt sebessége
gyorsulas (acceleration)

tomeg (mass)

feliiletdarabon idéegység alatt atlépd tomeg

stirtiség

tomegegységre hato erd vektora (Foldi rendszerben nehézségi gyorsulas)
erd (force)

fesziiltségtenzor

folyadékokban surlddasi tenzor

hizofesziiltség

nyirofesziiltség, ido segédvaltozo

nyomas (pressure)

aramlasi veszteség folyadékoszlop magassagban

energia (energy), Young modulusz

helyzeti, mozgasi, alakvaltozasi, bels6 energia

munka (Labour), kfe = kiils6 feliileti er6k

disszipacid (Dissipation), csdatmérd

teljesitmény (Power)

abszolut hémérséklet (Temperature), idétartam

szOgsebesség

dinamikai viszkozitas, Lamé-féle allando

kinematikai viszkozitas, Poisson tényezo

csOsurlodasi tényezd, Lamé-féle allando

sebességpotencial

tetsz6leges fizikai mennyiség, skalar, vektor, vagy tenzor

a szakadasi feliilet két oldalan i hatarértékei
[w]=w"- v, a w ugrasa a szakadasi feliileten

a differencialhanyados utani vonal mogott jelezziik, hogy hol kell szdmitani
(w derivaltjat ¢ szerint, a ¢ = #; helyen)

2A magyar mechanikai szakirodalom hagyoményos jel6lései a latin szavak kezd@betliinek felelnek meg, amelyek majd-
nem azonosak az angol elnevezések kezdbbetliivel, ezért itt az utdbbiakat is emlitjiik, ha a megjegyzést konnyitik.
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Newtoni kontinuummechanika
1. fejezet. Alapfogalmak

Test és tomeg

Amikor egy fizikai vagy miszaki problémat a mechanika elméletével kivanunk megoldani,
eloszor elméleti mechanikai modellt allitunk fel (1.1. példa). A fizikai térben levd valdsagos testek
(1.1. abra) helyett elképzelt testek egyiittesére (1.2. abra) forditjuk figyelmiinket. Az elméleti modellt
idealizalassal teremtjiik meg (a valosagos testek geometriai hibaitol, és példaul a feliileti érdességétol
eltekintiink), és megfontolt mdédon elhanyagolasokat tesziink (példaul kicsiny erdhatasokat elha-
gyunk). Azon testek egyiittesét, amelyeknek mozgasat és a rajuk hat6 erdket tlizetesen vizsgalni ki-
vanjuk: mechanikai rendszernek nevezziik (1.1. példa).

1.1. példa. Sz¢lcsatorna elméleti mechanikai modellje

1 L]
= |
ventilétﬁﬂ

sz(ir6 és
egyeniranyito

mérGtér

belép6
sebesség
eloszlas

[
&=

=3

1.1. abra. Szélcsatorna fényképe, BMGE 1.2. abra. A szélcsatorna elméleti mechanikai modellje

A szélcsatornaban (1.1. dbra) egy szarny koriil kialakuld aramlast vizsgalnak. A leveg6 a terembdl szii-
rén, egyeniranyiton és a mérdtéren keresztill jut az dramlast fenntartd ventilatorba. A szélcsatorna egyik lehet-
séges elméleti mechanikai modelljét (1.2. abra) ugy alkotjuk meg, hogy a vizsgalat szempontjabol 1ényegtelen
elemeket (egyeniranyitd, ventilator) elhagyjuk. Mechanikai rendszernek a mérdtér belsejét valasztjuk (1.2.
abra). Hatarai a sz€lcsatorna falainak belsé feliilete, valamint az aramlas belépd és kilépo szelvénye. A belépo
szelvényen a belépd sebességeloszlast egyenletesnek tekintjiik (a szélcsatorna mindségi mutatodja a minél egyen-
letesebb bedmlés). A rendszerben két testet kiilonbdztetiink meg: a szarnyat és a koriildtte aramlo levegét.* A
szarny feliilete szakaddsi feliilet, amin képzeletben merdlegesen athaladva az anyag stirisége ugrik.

Az elméleti modell megalkotasanal els6 feladatunk testek azonositasa. Konkrét feladat esetén
altalaban ugy jarunk el, hogy adott (példaul kezdeti) idopillanatban kijeléljikk a mechanikai rendszer
hatardt, és a belsejét matematikailag jol kezelhetd feliiletekkel felosztjuk. A feliiletekkel hatarolt,
anyagot tartalmazo térfogatok a testek. A kiilonb6z6 anyagi mindségl térfogatokat rendszerint kiilon-
b6z6 testeknek tekintjiik. Minden mechanikai rendszer igy testek egyiittesébdl all (szilard, folyékony
vagy légnemtl testekbdl), amelyek a hataraig kitoltik a rendszert.

A geometriaban a testek az id6tol fliggetlenek. A mechanikai test az id6 mulasaval a térben
mozog (vagy all), és a mozgasa sordn az azonossagat (nevét) megtartja. A mechanikai test tehat ido-
fiiggd, de rogzitett iddpillanatban a mechanikai testet a geometria modszereivel kezeljiik (felszin, tér-
fogat szamitasa). A mechanikai test lehet valosdgos (1.1 abra), vagy elméleti (1.2. abra). A valdsagos
testek atomos felépitésiiek és a tulajdonsagaikat kisérletekkel fiirkéssziik. Az elméleti testek mozgasat
a valosagos testekkel végzett kisérletekbdl lesziirt torvények (axiomak), valamint a feladat (geometriai
¢s fizikai) adatai alapjan szdmitjuk. Az elmélet alkalmazasai (a szamitasi eredmények gyakorlati hasz-
nositasai) szintén valdsdgos testek (gépek, épiiletek, vizrendszerek, 1égtdmegek).

3A Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Aramlastan Tanszékének NPL jelii szélcsatornaja.
4A mérétérben tartozkodo légtomeget is "testnek" tekintjiik, a mechanikai test (aldbbi) értelmezése szerint.
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A mechanikai modell kialakitasanal arra toreksziink, hogy az elméleti testekkel végzett szami-
tas minél jobban kozelitse a valosagot. Fontos szempont azonban az is, hogy a modell jol szamithato
legyen. A modell akkor sikeres, ha a szamitas €s az ellendrz6 mérés jol egyezik.

Newton a mechanikat megalapozo konyvét® igy kezdi:

"I. meghatarozas: Az anyag mértéke a mennyisége; ezt a mennyiséget az anyag stirtisége és a térfo-
gata egyiittesen hatdrozza meg."

Es igy folytatja: "Ha a levegd kétszer siir(ibb és a térfogata is megduplazodik, akkor négyszeres
mennyiségll. ... A tovabbiakban ezt a mennyiséget testnek vagy tomegnek fogom nevezni. Ez a test
sulya segitségével hatarozhaté meg. Ingaval végzett nagyon pontos kisérletekkel megallapithatd, hogy
a tomeg a sullyal aranyos mennyiség."

Tehat egyenletes stiriségu test esetén Newton magyarazata alapjan:
m=pl , (1.1)
ahol m a test tomege (kg), V a test térfogata® (m?), és p a stirlisége (kg/m?).

Egyenlditlen stirliségeloszlasu test esetén azonban Newton "egyiittesen hatarozza meg" kifeje-
z€ését ugy értelmezziik, hogy a tomeg a siirtiség térfogati integralja 7

mszdV : (12)

ahol p(r) a stiriiségeloszlas fiiggvény (r a helyvektor V-ben).

P4

Ez didaktikai szempontbol indokolt, mert a testek tomegét a tanulok a mindennapi életbdl jobban is-
merik. Newton viszont a slirliséget tekintette ismert fogalomnak, és az (1.1) egyenléséggel a tomeget
definidlta, ami igy az altala kifejtett elmélet kiindul6 pontjat jobban érthetove tette, €s dvatos fogalma-
zasa lehetdséget adott az (1.2) szerinti kontinuummechanikai altalanositasra is. (Ezt kovették Noll [2],
Truesdell [3], és sokan masok.)

Az (1.2) egyenldség szemléletes jelentése: Ha a p(r) fliggvény valtozik a hely fiiggvényében
(példaul a szélcsatornaban a szarny koriil) akkor a V térfogatot sok kicsiny dV térfogath részre osztva,
a dV térfogatokban a p(r) fiiggvény feltehetéleg mar alig valtozik, a dV térfogatban a slirliség szinte
egyenletes. Ezért a kis térfogat akdrmelyik pontjanal érvényes p striiséggel a pdV szorzat (az (1.1)
képlet alapjan) a dV térfogat tomegét jOl kozeliti. A pdV szorzatok dsszegében pedig felismerhetd az
(1.2) térfogati integral kozelitd dsszege’. Ez a felosztas finomitasaval az integralhoz tart, amit Newton
utan a test tomegének neveziink. A fizika és a matematika igy kapcsolddik dssze.

Az (1.2) szerinti definicié megnyitja az utat a kontinuummechanika felé.

A kontinuum sz6 alapjelentése: folytonosan eloszIlo anyag. A valdosdgos testek anyagat a koz-
napi életben altalaban ilyennek érzékeljiik (példaul a gyerekek gyurmajat, vagy a nyugvo vizet). A
kontinuum anyaga a teret hézagmentesen tolti ki. Ez ugy is fogalmazhatd, hogy ha a kontinuumban
akarmilyen kicsiny dV térfogatot szemeliink is ki, abban mindig talalunk egy kicsi tomeget.

Elméleti testek (az elméleti mechanikai modellben elképzelt testek) esetén a kontinuumnak ez
a sajatsaga konnyen biztosithatd, mert a p(r) fliggvényt a modellt felallitdo szakember adja meg (példaul
p(r) >0 folytonos fiiggvénnyel).

Valosdgos testek (a valosagos térben atomokbol felépiild testek) esetén a helyzet bonyolultabb.
Képzeljiik azt, hogy a megszokott tdvolsagoktol egyre kisebb hosszléptékek fel¢ haladunk. A testeket

A cime " Principia Mathematica Philosophiae Naturalis": a természetfilozofia matematikai elvei, 1687-ben adtak ki
el6szor. Az idézetek kitlind magyar nyelvii ismertetésébdl [1] szarmaznak.

®A jeldlés az angol mass = tdmeg, Volume = térfogat utan.

A térfogati integrdl matematikai értelmezése a (17.47) egyenletnél szerepel.
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Fay Arpad: Bevezetés a newtoni kontinuummechanikaba

el8szor kontinuumként érzékeljiik. Egyre kisebb 1éptékek felé haladva azonban az a = 1071 m = 0,1
nanométer hosszusagnal elérjiik az atomok atlagos tdvolsdganak nagysagrendjét. Itt a tér kitoltottsége
megvaltozik, az atomi részek térbeli elhelyezkedése lényegesen kiilonbozik az "egyenletesen elkent

s

lyekre a kontinuum fogalmai kozelitésként jol alkalmazhatok.®

A miiszaki és kereskedelmi gyakorlatban a valdsdgos testek tomegét sulyméréssel allapitjak
meg”!0. Az elméleti testek tomegét pedig (a mechanikai modell dsszeallitasanal) az (1.2) egyenlettel
¢s az anyag ismert stiriségével szamitjuk (1asd a 8. fejezetben).

Az elméleti modellben a rendszer hatardig terjedo térrészt (1.1. példaban a mérdtér belsejét)
egyetlen kontinuumnak tekintjiik. Az elméleti testek ennek a kontinuumnak részei (kiilon-kiilon maguk
is tekinthet6k kontinuumnak), és az 6sszes elméleti test kitdlti az egész kontinuumot. Az elméleti tes-
tek a hataruknal érintkeznek (1.1. példaban a szarny feliileténél), ahol a p(r) fiiggvény ugorhat. Annak
¢érdekében, hogy a matematikai feltételek kedvezok legyenek, a kontinuumban a p(r) fiiggvényt tgy
vessziik fel, hogy a szakadasi feliiletek kozott folytonos, és a szakadasi feliileteknél (a feliilet mindkét
oldalanal) a hatarértékeihez tart!!.

A kontinuum masik meghatdrozo tulajdonsaga az, hogy az anyag pontjai az idé mulasaval, a
nevilkkel azonosithaté modon, pdlydkon mozognak (1.3. dbran A). Az ilyen pontokat anyagi pontok-
nak nevezziik. Barmely id6pillanatban minden anyagi ponthoz tartozik egy sebességvektor v (ami az
anyagi pont r pillanatnyi tartozkodasi helyénél a palyat érinti). Rogzitett ¢ idOpillanatban a sebesség-
eloszlast a V(t)-n értelmezett (1.3. abra) v = v(r) vektormez? jellemezi.

e
RN

Az anyagi pontnak nincs tomege. Az anyagi pontok
térbeli halmazainak azonban van. Valasszunk a vizsgalt
mozgas kezdeti iddpillanataban (¢ = #) a kontinuum belse-
jében egy tetszdleges Vo térfogatot (1.3. abra). Tekintsiik
Vo Osszes pontjat anyagi pontnak. Ezek a kontinuum sebes-
ségével mozogva a palyaikon haladnak, és egy késobbi
(t > t,) idépontban a V() térfogatot foglaljak el (1.3. dbra).
Az anyagi pontjaikkal egylitt mozgd térfogatokat anyagi
térfogatoknak nevezziik. V(¢) azokat az anyagi pontokat
tartalmazza (és csak azokat) amelyeket a kezdeti V. A V(¢)
térfogat m(V(t)) tomegét az (1.2) egyenlet szolgaltatja.

-
v, V()

1.3. abra. Anyagi pont
¢és anyagi térfogat

Az anyagi térfogat fogalmat itt elméleti testekre értelmeztiik. Kiterjesztjiik az értelmezést va-
losagos testekre is! Azt mondjuk, hogy egy valosdgos test anyagi térfogat, ha a mozgasa soran anya-
got nem fogad be, és beléle anyag nem tavozik. llyen példaul egy eldobott k6. Anyagi térfogat egy
lezart borospalack is, de a nyitott palack nem az, amikor bort toltiink bel6éle. A szélcsatorna mérdtere
(1.1. példa) sem az, mert a belépd szelvényén (1.2. dbra) 1égtomeg érkezik.

A miiszaki gyakorlatban a minimdlis hosszméret jellemz8en az a = 10° m = 1 mikron. (A gépészeti rajzokon a fontosabb
hosszméretek ennek egészszamu tobbszorosei.) Ebben a tanulmanyban a kontinuum fogalmainak valdsdagos testekre tor-
ténd alkalmazasanal ezt tekintjiik minimdlis hosszméretnek. Amikor a kontinuum elméletét valosagos testekre alkalmazzuk
(egy gyakorlati feladat megoldasa érdekében), akkor a kontinuum alapfogalmait (a helyi siiriiséget és a helyi sebességet)
valamilyen (mérhetd) paraméterekkel azonositani kell. Az 1 mikronnal sokkal nagyobb befoglalo méretekkel rendelkez6
valosagos testekre ez altalaban nem litkozik nehézségbe. Tehat az elméleti testeken kiviil (melyekre a kontinuum fogalmai
természetszeriileg alkalmazhatok), a nagyobb valosagos testeket is kontinuumként kezeljik.

%Az (1.18) egyenlettel, vagy mérlegeléssel.

0B gy fizikai mennyiségnek tobbféle definicidja lehetséges. Az elvi definicié (mint a tdmegre adott (1.2) egyenlet) a meg-
értést segiti. A fizikai mennyiség mindegyik mérési modszere egy-egy gyakorlati definiciéo megfogalmazasat teszi lehetévé.
Tobb definicid esetén természetesen elvarjuk, hogy a mérési tartomanyuk kdzos részén kozel ugyanazt a szamértéket szol-
galtassak a mérési hibakon beliil.

Uigy a siiriiség ugrasa (a két oldalon érvényes értékek kiilonbsége) szintén a hely folytonos fiiggvénye.
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1.2. példa. Anyagi térfogat és rogzitett térfogat

Egy cs6 belsejében az aramlas egyenletes (1.4. t=1¢ t=t>4
abra). A fols6 abrakon a #; id6pontban szaggatott vonallal '
koriilvett 4 térfogat anyagat a £, idopontban anyagi térfo-
gatként elmozdulva latjuk, a B helyen ugyanazokat az
anyagi pontokat tartalmazza, mint A-nal. Az als6 dbrasoron ~ rogzitett térfogat: E A C
a szaggatott vonallal jelolt feliiletet a cs6hoz rogzitjilk. A - 3
rogzitett térfogat a késobbi t, iddpontban is a helyén marad,
de C-nél mds anyagi pontokat tartalmaz, mint 4-nal!

anyagi térfogat: E A4 B j'

1.4. abra. Anyagi térfogat és rogzitett térfogat
A sokféle nem-anyagi térfogat koziil leggyakrab-
ban a rogzitett térfogatokat hasznaljuk.

Az anyagi térfogatok azért fontosak, mert természetes modon alkalmazhatok a szilard testekre,
¢s Newton is a torvényeit anyagi térfogatokra fogalmazta meg. A rogzitett térfogatok viszont elonyo-
sen hasznalhatok folyadékok és gazok targyalasanal. Ebbdl a szempontbol a konyv els6 fejezetei:

1. fejezet. Valosdgos anyagi térfogatokra a fizikai térvények bemutatésa.
2. fejezet. Elméleti anyagi térfogatokra az (a) axiomak megfogalmazasa.
3. fejezet. Elméleti rogzitett térfogatokra a (c) axiomak levezetése €s targyalasa.

Az anyagi terfogatok alapvetd torvénye: A mozgas sordn az anyagi térfogat tomege dl-
landd."? Ez a tomegallandésag vagy tomegmegmaradas torvénye. Az 1.3. abra jeloléseivel:

m(V(t)) = m(Vs) . (1.3)

Szilard testek esetén ez természetes: az eldobott kd tomege roptében nem valtozik. Kisérletek
igazoljak folyadékok és gazok esetén is. Newton ismerte Galilei méréseit, maga is végzett kisérleteket,
és gondolatkisérleteket is'®. Ezek alapjan jutott arra a gondolatra, hogy minden "testhez", ami mindig
ugyanazt az anyagot tartalmazza (tehat anyagi térfogat), tartozik egy témeg, barmi térténjen is vele a
mozgasa soran. Ezzel megalapozta a tomegallandosag torvényét.

A tomeg alapvetd sajatsaga, hogy egy térfogatot felosztva: az egész tomege a részek tome-
geinek osszege. Valdsagos testekre ez hétkdznapi tapasztalat. Elméleti testekre pedig az (1.2) definicio
alapjan az integralas alaptulajdonsagaibol kovetkezik. Ezt ugy mondjak, hogy a tomeg additiv (6sz-
szegz6dd) mennyiseg.

Valosagos testek esetén a tomegallandosagnak atomfizikai magyarazata van. Az anyagi térfo-
gat tomege (az additiv sajatsag alapjan) a festet alkoto atomi részek dssztomege. Ha egy folyamatnal
az atomi részek tomege nem valtozik, akkor a test tomege is valtozatlan. Mivel mechanikai, hotani és
kémiai folyamatoknal az atomi részek valtozatlanok (hdtani folyamatoknal csak a hémozgas, kémiai
folyamatoknal csak az elektronhéjak valtoznak), ezért ezeknél a folyamatokndl az anyagi térfogatok
tomegallandosaga érvényesiil.'*

Elméleti testek (kontinuumok) esetén a tomegallanddsagnak logikai oka van. Azt akarjuk el-
érni, hogy az elméleti mechanikai modell jol kozelitse a valosagos testek mozgastdrvényeit. Ezért a
kontinuumokban megkéveteljiik az anyagi térfogatok tomegallandosagat (2. fejezet, (Ia) axioma).

2Binstein specialis relativitiselméletében a test tomege fiigg a sebességétdl, nem allando. Ez a hatds azonban csak a fény-
sebesség kozelében érvényesiil, és az ilyen nagy sebességli testeket kizartuk a targyalasbol!

13Ezekre mondhatta Truesdell [3]: "Experience has been the guide, thought has been the creator." A tapasztalat mutatta az
utat, a gondolat volt a teremtd.

Y Atommag dtalakuldsokndl Einstein E = mc? képlete alapjan a tomeg kicsit valtozik. Ezért a newtoni kontinuummechani-
kabdl a nukledris folyamatokat kizartuk (bar kis korrekciokkal a tomegmegmaradas alkalmazhato lenne rajuk is).
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A valosagos anyagi térfogatok f6 osztalyai:

a) Szilard testek (ko, acél). A mozgas soran az alakjuk csak kissé valtozik.

b) Kozel ésszenyomhatatlan folyadékok (viz, olaj). A mozgas (aramlas) soran az alakjuk jelen-
tosen valtozhat, de a térfogatuk alig.

¢) Osszenyomhaté kizegek (levegd, gazok, gozok). A mozgés soran az alakjuk és a térfogatuk
is jelentOsen valtozik. Mivel a mozgastdrvényeik hasonloak a folyadékokéhoz, ezeket
esetenként "0sszenyomhato folyadékoknak" nevezziik.

Az elméleti anyagi térfogatokra ezek alapjan sokszor a kovetkez6 idealizalasokat alkalmazzuk:

a) Merev testek: A pontjaik egymastol mért tavolsaga a mozgas soran nem valtozik.
b) Osszenyomhatatlan testek: A mozgas soran a térfogatuk (vagy a stiriségiik) allando.
c) ldealisan 6sszenyomhato testek: Pontosan kovetik a gaztorvényt (8. fejezet).

Newton torvényei és az erék

"II. meghatarozas: A mozgds mértéke a mozgdsmennyiség, ezt az anyag sebessége és a mennyisége
egyiittesen hatarozza meg." 1

Ez az impulzus definicidja. Egyenletes sebességgel haladd testek esetén ez a sebesség €s a to-
meg szorzata. Egyenlétlen sebességeloszlasu testek esetén pedig gy értelmezziik, hogy az i impulzus-
vektor a sebességvektornak a tomeg szerinti integralja:

i=[vdm=[vpav . (1.4)
M 4

M a test tdmege, dm = pdV a dV térfogat tdmege, v a sebesség vektora.'®

1.3. példa. Aut6 impulzusa

M =1 tonna tdmegl személyautd v =50 km/h sebességgel halad, mekkora az impulzusa? Merev testnek
tekintjiik, minden pontja ugyanazzal a sebességgel halad. SI nemzetk6zi egységekkel: M = 1000 kg, v = Ivl =

13,889 m/s. Az impulzus definiciéja: i= IV dm , a térben allandé v sebességet kiemeljiik az integral elé, és az
M
integralt (1.2) alapjan helyettesitjiik: i= VJ. dm=vM . Az impulzusvektor a v sebesség irAnydba mutat és
M
nagysaga: lil = vM = 13889 kgmy/s.

Newtonnal fest és tomeg fogalma szorosan Osszetartozik (lasd az 1. meghatarozasnal). Ezért
alabbi mondataiban a "test" sz6 "anyagi térfogatot" jelent.

"III. meghatarozas: Az anyag vele sziiletett belsé ereje az az ellendllo képesség, amellyel minden test
rendelkezik. A magdra hagyott test megdrzi nyugalmi dllapotadt vagy egyenes vonalu egyenletes moz-
gasat."

Ennek elsé mondatat ma ugy mondjuk, hogy a tomeg tehetetlen. Ha egy tomeget gyorsitani
kivanunk, akkor ellenszegiil (alabb ezt "tehetetlenségi erdnek” nevezziik). A "magara hagyott test" azt
jelenti, hogy mas testtel nincs eréatadasi kapcsolatban (lasd 1.4. példa).

15 Az idézdjelbe tett mondatok [1]-b6l szarmaznak.
16A7 (1.4) egyenl8ség elsd integralja tartomdnyfiiggvény szerinti integrdl, 1asd (17.57) egyenletet.
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1.4. példa. Rakéta a vilagiirben

a, b’

Egy rakéta a Naprendszert6l tavol (de az allocsillagokhoz
nem kozel) a vilaglirben repiil. Magdra hagyott testnek tekintjiik. Az WV,
1.5a, abran a sugarhajtast még nem inditottak el, az M, tdmegi ra-
kéta anyagi térfogatként (a I1I. meghatarozassal 6sszhangban) egye- A N
nes vonalon, dllando sebességgel repiil. A sugarhajtas elinditdsa utan S N\
a b, abran mar m tomegi égéstermék nagy sebességgel halad hatra- B
felé. Ekkor az A test mar nem "magara hagyott test" mert kapcsolat- . ) o
ban van a B testtel, ezért A-ra a IIl. meghatarozas nem alkalmazhato. 1.5. abra. Rakéta a vilagtirben

Az A+B test azonban tovabbra is magara hagyott, melyre a III. meghatarozas érvényes! A sebességeket olyan
koordinatarendszerre vonatkoztatjuk, ami a kezdeti id6pillanatban egylitt halad a rakétaval, és késobb is ezzel a
sebességgel mozog (az allocsillagokhoz rogzitett koordinatarendszerben). Ebben a rakéta kezdeti sebessége z¢-
rus. A tiizeldanyag égése a rakétaban kémiai folyamat, ezért A+B -re teljesiil a tomegallandosag: M + m = M.
Az m tomeg kiaramlasa idején barmely idOpillanatban az alabbi (1.5) egyenlet teljesiil: di/dt = f. Azonban egész
1d6 alatt f =0, mert 4+B mas testtel nincs kapcsolatban. Mivel i differencidlhdnyadosa zérus, az i impulzusvektor
allando, és mert kezdetben zérus volt: i = 0. Tehat az id6tartam végén is az impulzus (1.5) alapjan: Mvy+ mv,
=0, ahol vy az M tomeg sebessége az id6tartam végén, és v, a sugar dtlagos sebessége az idtartam végén. Az
idotartam alatt az A test annyi impulzust nyert, amennyi a sugarral tavozott. A példa a magara hagyott test
fogalmat szemlélteti.

A Fold felszinén levo testek a Fold egészével mindenképpen kdlcsonhatasban vannak (nehéz-
ségi erd). Ezért annak érdekében, hogy a "magara hagyott test" elképzelésére ne kelljen a vilaglirben
kalandoznunk, 16 jegén csusztatott targgyal szoktak szemléltetni, melynél a nehézségi erd egyensu-
lyozva van, €s a "magéara hagyatottsag" a vizszintes sikon érzékelhetd: A jégen ellokott targy megtartja
"egyenesvonalu egyenletes mozgasat", bar a kicsiny surlodas lassitja. Hasonldan érzékelhetd ez a bi-
lidrdasztal golydinak mozgasanal is.

"IV. meghatarozas: 4 kiviilré!l hato erd az a testre gyakorolt hatas, amely megvaltoztatia a test nyu-
g gy y megv [ y
galmi allapotat vagy egyenes vonalui egyenletes mozgasat."

Ez az eré definicidja'’. A "kiviilr6l hatd" jelzd azt jelenti, hogy az erdhatas a test kornyezetébdl
szarmazik, neki tdmaszkodo testtdl, vagy egy (akar tavolabbi) test tdmegvonzasabol.

Newton 0sszefoglalta a torvényeit:

Newton L. axiomaja (tehetetlenség torvénye): "Minden test megmarad nyugalmi dallapotiban vagy
egyenletes és egyenes vonalu mozgdsdaban, hacsak kiilsé eré nem kényszeriti ennek az dallapotnak az
elhagyasara."

Newton II. axiémaja (mozgastorvény): "4 mozgdas megvaltozasa'® ardnyos a kiilsé, mozgatd erd-
vel'®, és annak az egyenesnek az iranydaban megy végbe, amelyben ez az erd hat."

Newton III. axiomaja (akcié-reakcio torvénye): "4 hatdssal mindig egyenlé nagysdagu és ellentétes
visszahatas all szemben,; mas szoval: két testnek egymasra gyakorolt kélcsonds hatasa mindig egyenlo
és ellentétes iranyu."

Newton bemutatta a mozgasok dsszetevését és dsszetevokre bontasat is (lasd 17.1. abrat). En-
nek mai Osszegzése: az er6k vektorként kezelhetok. Tehat beszélhetiink erdk 6sszegérdl, komponen-
sekre bontasardl, ered6jérdl, skalaris és vektorialis szorzasarol, stb.

7A TV. meghatarozas az erének csak a szerepét rogziti. A szamszer(i dsszefiiggést alabb a II. axioma mondja ki.

18 A mozgas "mértékét" a I1. meghatarozas mar definialta, igy itt az impulzus megvaltozasardl van szé. A térvény szerint
az impulzus megvaltozasa aranyos a kiilsé mozgato erével.

YHa a testet kiviilr6] tébb erdhatas éri, akkor "a kiils6, mozgaté erd" ezek ereddje.
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Euler torvényei

Euler a differencialhanyados fogalmat hasznalva a II. axiomat egyszertibb alakra hozta:
r . d i n
Euler mozgasegyenlete: o f= Z,-: g (1.5)

ahol i az (1.4) egyenlettel definialt impulzusvektor, ¢ az ido, f; a V térfogath anyagi térfogatra kiviilrol
hat6 egyik erd (j =1, ..., n), n a ra kiviilr6l hat6 erék szama, és f a ra kiviilrél hato erdk ereddje.?°

1.5. példa. Egydimenzios mozgastérvény

A newtoni mozgasegyenlet iskolakban tanitott (egydimenzids) alakjat vezetjiik le.
Egyenletes stiriségli m tdmegli merev test halad egyenes vonala palyan rogzitett e egységvektor iranyaban.
Barmely rogzitett idépillanatban a merev test minden pontja ugyanazzal a v sebességgel halad, v=v e, de a
sebesség nagysaga valtozhat az idében: v = v(¢). Az (1.4) definici6 alapjan az impulzusa:

i:_[vpdV:vIpdV:vem , (1.6)
Vv Vv
ahol a térben konstans v vektort kiemeltiik a térbeli integral elé, valamint v = ve-t és m-et (1.2) alapjan helyet-

tesitettiik. De (1.5) alapjan f = di/dt = e d(vm)/dt, mert e rogzitett. Tehat az f erébnek F nagysaga, kihaszndlva,
hogy m iddben dallando, és bevezetve az a = dv/dt gyorsulast:

_ d(mv) _ ﬂ

F m
dt dt

—ma . (1.7)

A megszokott egyenletet nyertiik.

d(mv)

Az 1.5. példaban az F = egyenldséget anyagi térfogatokra vezettik le, ezért csak akkor

alkalmazhato, ha m = allandod. Mégis sokan arra gondolnak, hogy hatha érvényes valtozo tomegi tér-
fogatokra is? Ez nem igaz (1.6. példa).

1.6. példa. Valtoz6 tomegl térfogatra (1.7); nem érvényes A
Egyenletes siiriségii hasabalaki merev test egyenes vonali v : v

palyan allando ¥ sebességgel halad (1.6. abra). Tekintsiik azt a térfoga- — ‘ : ‘ -

tot, ami mar athaladt az A-A sikon. Az igy definialt térfogat m tdmege i

egyenletesen nd. Erre probaljuk alkalmazni Newton II. torvényét: A

F= dmV) alakban. Az 4llandé V' sebességet kiemeljiik a differencialas

' dt 1.6. abra. Egyenletes sebességii

jele elé: hasab A-A sikon atlépett tome-

Fe dmV) _ v dm (1.8) gére (1.7); nem érvényes.

di dr
A tdmeg minden pontja egyenletes sebességgel halad, ezért az 1. axioma szerint ra eré nem hathat, tehat: F=0.
Ugyanakkor (1.8) jobb oldala nem zérus! Tehat Newton II. axiomaja - a vizsgalt alakjaban - az elébb definialt
egyszerl valtozé tomegl térfogatra nem érvényes! A newtoni axiomakbol azonban levezethetd olyan (maés
alak®) egyenlet, ami valtozo tomegii térfogatokra is érvényes (ez a témaja a 3. fejezetnek).

d(mv) vagy F = ma alak-
d

t

A példabol megallapithato az is, hogy Newton II. axiémajanak tanitasa: g —

ban egyenértékii, egyik sem hatékonyabb, mint a masik.

20Az (1.5) egyenlBség ugy értendd, hogy az anyagi térfogat (1.4) egyenléséggel meghatarozott i impulzusvektora a ¢ id8
mulasaval valtozik, azaz: i = i(f), és ennek a vektor-skalar fliggvénynek a differencidlhanyadosa az erdk ereddje. Az (1.5)
egyenldséggel kapcesolatban meg kell még emliteni, hogy az el6bbiek szerint Newton I1. axiomajabol csak az kovetkezik,
hogy f aranyos di-vel. De elhatdrozva, hogy minden fizikai mennyiséget a nemzetkozi SI egységével mériink (az er6t New-
tonban: 1 N=1kg. 1 m/s), a dimenzidk hasznalatanak szabalyai miatt (1.5) kifejezésébe az egyenldség jelét tehetjiik.
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Euler az akcié-reakcio tdrvénye alapjan levezette a nyomatéki egyenstly alapvetd egyenletét
is. A koordinatarendszer origdjara vonatkozo6 impulzusnyomaték *':

inyomaték :J.rXVdm:J.rXVpdV ) (19)
M 14
ahol r az orig6tol a dm tomeghez mutatd helyvektor, v és p a dm tomegnél a sebesség és a sliriiség.

di R
Euler nyomatéki torvénye: %mk =D xf, | (1.10)
=

ahol r; az origdtol az anyagi térfogatra kiviilrél hato f; eré tdmadasi pontjahoz vezetd helyvektor, n a
hat6 erék szama. Az impulzusnyomaték derivaltja tehat egyenld az erék nyomatékainak osszegével.

A nyomatéki egyenlet tetszéleges origora felirhatd. Ugyanis, ha (1.10) teljesiil az r helyvek-
torral, és egy masik origdtol szamitott helyvektor r'=r + a, ahol a konstans vektor, akkor az utébbira
az (1.10) egyenlet nullara redukalt alakban:

d . d . d .
— |(r+a)xvdm— ) (r, +a)xf . =— |rxvdm— ) r xf. +ax—|vdm-)> f [=0+0, (1.11
i 2 et = | AAY (th-[ Z] (1.11)

a beszorzas, rendezés, ¢s a kiemelések utan az elsé két tag dsszege (1.10) miatt z€rus, a nagy zarojel
pedig (1.5) miatt zérus. A nyomatéki egyenlet tehat a masik origora is teljestil.

1.7. példa. Tengely koriil forgo tarcsara haté nyomaték

A példa az (1.10) egyenletben szerepld r x f; je-

lentését mutatja be. Csapagyazott tengelyre henger alak

tdmaddspont tarcsat szereltek (1.7. abra). A tarcsara csak egy f er6 hat

(n=1), akeriiletén. Az origoét a forgastengelyre helyezziik.

- Az r helyvektor az origotdl az f eré tamadaspontjahoz ve-

/’ zet. Hengerkoordinatédkat vezetiink be, ezek: r,p,z. Az f

R Pvonal  erd komponensei (fr, fp, f-) a timadasponton 4tmend koor-

dinatavonalak irAnyaba mutatnak (1.7. dbra). Az f és f

e komponensek nem gyakorolnak nyomatékot a tengelyre,
de az f, komponens nyomatéka az R karon:

M = Rf, = e (rxf) , (1.12)

Origd & ahol M a forgastengelyre vonatkozo forgatonyomaték, R a
tamadaspont tavolsaga a forgastengelytl, és f, az f eré ¢
€z irany(. komponense. A z tengely e. egységvektoraval
szembe nézve, pozitiv f, a matematikailag pozitiv iranyba
1.7. abra. Tengely kortil forgo tarcsa forgat (az ora jarasaval ellentétesen). Ez megfelel a jobb-
kézszabalynak (jobbkeziink hiivelykujjaval szembe nézve
tobbi ujjunk a pozitiv forgasiranyba mutat, 1.7. abra).
Ellenérizziik, hogy ugyanezt az M nyomatékot kapjuk az e-(rxf) vegyesszorzattal. Bevezetve az (x,y,z) koordi-
natarendszert, ebben: r = (0,R,-a), f = (-f,.f-.f>), = (0,0,1), és a (17.9) egyenlet alapjan e,(rxf) = Rf,.

A pontra vonatkoz6 nyomaték és a tengelyre vonatkozd nyomaték szorosan dsszefiigg. Ha f
egy er0 és r olyan helyvektor ami a forgastengelyen levo origotdl az f tamadaspontjahoz vezet, akkor
rxf egy vektor: az origora vonatkozo nyomaték. Az M = Rf, pedig (1.7. abra) a tengelyre vonatkozo
forgatonyomaték, ami egy skalar szam. Az eldbbiek szerint a pontra haté nyomatékbol a tengelyre hatod
nyomaték a tengely iranyaba mutatd egységvektorral (skalarszorzassal) szamithato: M = e.(rxf).

21Vigyézat! Kétfajta nyomaték van: pontra vonatkozo (vektor) és tengelyre vonatkozo (skaldr).
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Erok osztalyozasa

Egy mechanikai rendszert vizsgalva az er6k elnevezése: A rendszerhez tartozo testek egymdsra
gvakorolt er6hatasai a rendszer belsé erdi (példaul az 1.1. példa szélcsatornajaban az aramlo kozeg
altal a szarnyra kifejtett er6). A rendszer testjeire azonban a rendszeren kiviil elhelyezked? testek is
gyakorolnak eréhatasokat! Ezek a rendszer kiilsé eréi. A szélcsatorna esetén példaul a Fold kiilsé
test, ezért a Fold tdmegvonzasa kiilso er6. Megjelenhetnek kiilso erdk a rendszer hatarfeliiletén hatod
fesziiltségekbdl (nyomasokbol) is (példaul az 1.2. abran a mérdtér belépd szelvényén). A vizsgalatokat
mozgd koordinatarendszerben végezve a tehetetlenségi eréket (lasd alabb), szintén a kiilsé erdk ko-
zott kell figyelembe venni.

Az erdket mas szempontbol is szoktak osztalyozni. Beszélnek a testek térfogataval aranyos
térfogati erokroél (pl. sulyerd), feliilettel aranyos feliileti erékrol (fesziiltség, nyomas), vonalhosszal
aranyos vonalmenti erdékrél (feliileti fesziiltség), és pontban hatdo koncentralt erékrol (statika). A
teljes rendszert alabb a 2.7. példaban bemutatjuk. Kiterjedt valdsdgos testekre azonban csak térfogati
¢s feliileti erok hatnak, ezért a tovabbiakban —a 2.7. példa kivételével — csak ezeket szerepeltetjiik.

Altalanos tomegvonzas

Newton dltalanos tomegvonzdsi torvénye, pontszerii mi €s mo tomegu testre:
_ompm, _ A1 3 Lol o2
F=f—F, ahol f=6,674.10" m’ kg~ s~ , (1.13)
r

ahol F a két test tdmegének egymasra gyakorolt vonzo erejének nagysaga (N), » a tavolsaguk (m), és
faz altalanos tdmegvonzas tényezoje (aminek értékét gondos mérésekkel a 20. szazad végére 4 értékes
szamjegyre meghataroztak!). A pontszerti m> tomegre hato, a pontszeri m: tdmeg vonzasabol szar-
maz0 er6 irdnya a vonzott testtél a vonzo felé mutat.

Kiterjedt testek esetén, mindkét testet kis részecskékre bontva, és pontszeriinek tekintve, az
(1.13) képlet alapjan az altalanos témegvonzésbél szdrmazo ero:

Ro=]l0

2
MM, r2 r1 |r2 —r1|

dm,dm, , (1.14)

ahol Fo—1 azon erd, amivel a 2-es indexil test az 1-es indexil testet vonzza, r; és r2 a dm; illetve dmy
tomegek tomegkozéppontjanak helyvektorai midén az integralas végigfut az M, illetve az M tome-
gen. Az integraland6 fiiggvény masodik tényezdje a dmi tomegtdl a dmo tdmeg felé mutatd egység-
vektor, ez allitja be az erd iranyat. (A képlet jol programozhato.)

GOmb alaku testekre (1.14) analitikusan is szamithato, és az érdekes eredmény az, hogy az
egyik gdmb altal a masik gombre haté vonzo erd az (1.13) képlettel is szamithato ugy, mintha a tome-
giik a kdzéppontjaikba lenne koncentralva.

Az égitestek mozgésa az dltalanos tomegvonzas torvényével jol szamithato. Foldi targyak ko-
z0tti altalanos tdmegvonzas azonban rendszerint elhanyagolhato (1.8. példa).

1.8. példa. Két vasgoly¢ altalanos tdmegvonzasa

Két R =0,1 m sugart vasgolyo érintkezve egymas mellé van téve egy gépteremben. A vasgolyok (p =
7800 kg/m?) tomege: m; = ma = 32,67 kg, kdzéppontjaik tavolsaga: r = 0,2 m. Az (1.13) képlettel a vonzo erd:
F=1,78.10° N. Egy goly6 stilya: G = 32,0 N, a vonzderé aranya a sulyhoz: F/G = 5,56.10°. Az utobbi szam
nagyon kicsi, ezért: Foldi kérnyezetben a testek kozotti altalanos tomegvonzas a sulyeréhéz képest altalaban
elhanyagolhato.
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Fizikai vonatkoztatasi rendszer és a kontinuum koordinatarendszere

A testek mozgasat altalaban koordinatarendszer segitségével kovetjiik. Rendszerint derékszogii
Descartes koordinatarendszert képzeliink el (de szerepelhet hengerkoordinatarendszer, vagy altalanos
gorbevonalt koordinatarendszer is). A koordinatarendszerekben a 3-dimenzios euklideszi geometria
szabalyai érvényesiilnek. Alabb megkiilonbdztetjiik (mas névvel) a valdsdgos térben (1.1. abra) felvett
koordinatarendszert az elképzelt térben (1.2. abra) felvett koordinatarendszertdl [2].

Fizikai vonatkoztatasi rendszert hataroznak meg az olyan valdsdgos testek, amelyek egy-
mastol mért tavolsagai az id6 mulasaval csak nagyon kicsit valtoznak. Példaul egy laboratérium falai,
az allocsillagok, vagy egy korhinta falovai. Ezekhez a testekhez képzeletben egy koordinatarendszert
rogzitve fizikai vonatkoztatasi rendszert nyeriink [2]. A valosdagos fizikai testek mozgasat (a kisérleti
mérések kiértékelését is) erre a koordinatarendszerre vonatkoztatjuk.

A kontinuum koordinatarendszere viszont az elképzelt térben a feladat kezelésére valasztott
geometriai eszkoz. A benne 16v6 elméleti testek az elképzelt kontinuum alkot6 elemei.?

Egy mechanikai feladat fizikai vonatkoztatasi rendszere és a hozza rendelt elméleti mechanikai
modell koordinatarendszere ugyanarra a fizikai jelenségre vonatkoznak. A testeik egy az egyben meg-
felelnek egymasnak, a neviik is ugyanaz. Ezért sokszor nem érdemes a két rendszert megkiilonboztetni.
Példaul az erévektorokat (amelyeket az elméleti koordinatarendszerben szamitottunk) nyugodtan oda
képzelhetjiik a valosagos targyra. Ezzel érzékletes fogalmat nyerhetiink a fizikai folyamat torténései-
16l, és ez eldsegitheti a megértést. Azonban, ha a helyzet tigy jobban atlathatd, akkor a fizikai vonat-
koztatasi rendszert és az elméleti tér koordinatarendszerét mindig megkiilonboztetjiik.

Naprendszer

Naprendszernek nevezziik a Nap, a bolygok, a holdjaik és az tistokosokbol allo testek egytit-
tesét. Mivel a legkozelebbi allocsillag a Naptol mintegy 4 fényévnyi tdvolsdgban van, azt is mondhat-
nank, hogy a Naprendszer az 1 fényév sugart gdbmbon beliili tomegekbdl all.

Az allocsillagokhoz rogzitett koordinatarendszernek nevezziik a Naphoz, az északi sark-
csillaghoz és egy masik allocsillaghoz (mint vonatkoztatasi rendszerhez) rogzitett koordinatarendszert.
(Descartes-féle derékszogli koordinatarendszert képzeliink el, az origd a Nap kozéppontja, az egyik
tengely a sarkcsillag felé mutat, a masik csillag egy koordinatasikra esik.)

A csillagaszok a Naprendszer testeinek mozgasat az allocsillagokhoz rogzitett koordinatarend-
szerben szamitjak. Az égitestek kdzotti nagy tavolsagok miatt az égitestek tomegét a kozéppontjaikba
koncentraljak. A rendszer bels6 erdit az altalanos tdémegvonzas képletével szamitjak. Azonban ahhoz,
hogy a feladat hatarozott legyen, meg kell adni a rendszer kiilso erdit. Feltételezve, hogy a kiilsé erék
zérusok, az égitestek igy kiszamitott palyai igen jol kovetik a bolygok méréssel meghatarozott moz-
gasat, a ma elért mérési pontossagon beliil. 23

Kimondhatjuk tehat a newtoni mechanika alkalmazasanak egyik f6 gyakorlati szabadlyat: A
tapasztalat szerint, az allécsillagokhoz rogzitett koordinatarendszerben a Naprendszer testeire
hato kiils6 erdk elhanyagolhatok [2].

2A kontinuum fogalméanak "igazi" alkalmazasi teriilete az elméleti tér (1.2. dbra). Ezért néhany szerz6 a kontinuum elne-
vezést csak elméleti testekre hasznalja. Ebben a tanulmanyban a kontinuum szot daltalaban elméleti testekre alkalmazzuk,
esetenként azonban, mindig egyértelmdisitve, valosagos testekre is hasznaljuk. A fizikai vonatkoztatdsi rendszer elnevezést
azonban csak a valdsdgos térben felvett koordinatarendszerre alkalmazzuk.

23Ez nem jelenti azt, hogy a Naprendszer egészére nem hat kiilsé erd az allocsillagokhoz rogzitett koordinatarendszerben.
Amikor a csillagaszok az allocsillagok galakszison beliili mozgasat tanulmanyozzak, feltételezhetnek ilyen er6t. Ez azon-
ban csak olyan kicsi lehet, ami az eddigi tapasztalat szerint elhanyagolhaté a bolygok palyaszamitasainal, és méginkdabb az
a Foldi mechanikai rendszerekre vonatkoz6 szamitasainkban (az alabb ismertetett pontossagi kovetetelményekhez mérten).
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Tehetetlenségi erdk

A tehetetlenségi erdket a 7. fejezetben részletesen targyaljuk, itt csak felsoroljuk azokat a leg-
fontosabb tehetetlenségi erdket, amelyek a Foldnek a Nap koriili mozgasanal szerepet jatszanak, és
ezaltal a Foldi rendszerekben figyelembe veendok. Egytittal a tehetetlenségi erdk hasznalatanak a sza-
balyait is ismertetjiik.

1.9. példa. Egyenes vonalon gyorsul6 rendszer

Az 1.8. abra szerinti aut6 egyenes vona-
lon halad "a" gyorsuldssal. A motor az els6 ke-
reket hajtja, ami a talajon surlodva (a talaj ki-
emelkedéseibe kapaszkodva) 1étrehozza a talaj
altal az autora hatd fussasers erdt (1.8. abra).
Newton II. torvénye alapjan ez gyorsitja az au-
tot: Firisdsers

fsﬁrlédo'eré' = Maus A . B , , , .
o . . o 1.8. abra. Gyorsul6 autoban haté erék
A gyorsulas idején az autoban {il6 ember érzi,

hogy a feje és a hata az iiléshez nyomodik.

Az embert az iilésére nyomo erd az ember tomegére hato tehetetlenségi erd: fiehetetienseei (1.8. abra).
Ugyanakkor az iilés is nyomja az embert fixs erével a haladas iranyaba, ez kényszeriti az embert arra, hogy az
autoval egyiitt haladjon a gyorsulassal:

fiilés = Member A éS ftehellenségi = = Member A (1 . 15)

mert fiiss €8 frenererionsser a2 akcid-reakcid torvénye értelmében egymas ellentettjei.

A jelenséget két koordinatarendszerbdl szemlélhetjiik:

(1) A talajhoz régzitett koordinatarendszerben az autot i isdasers = Maus @ gyorsitja, €s az ember mozgdsegyenlete
fiiss = memper 2. A szamitasokat ezekkel az egyenletekkel végezve: a tehetetlenségi erd nem jelenik meg
a szamitasban.

(2) Az autohoz rogzitett koordinatarendszerben az memser tdmeg nyugalomban van, ezért Newton 1. torvénye
értelmében a ra hato erdk ereddje zérus kell legyen: fiencreienseai + fites = 0. (Az (1.15) kifejezéseket he-
lyettesitve valoban zérust kapunk.) A mozgd rendszerben végezve a szamitasokat: a tehetetlenségi erd
szerepel az aktiv erék** kozott!

A jelenség egészét tekintve: az "akcid" a gyorsitas, és a "reakcid” a tomeg ellenszegiilése. Ezt érzékeli az ember,
és ezt képviseli az eréjaték szamitasaban a tehetetlenségi erd.

A példa alapjan a tehetetlenségi erdk hasznéalatanak altalanos szabalya: Az allo rendszerben a
tehetetlenségi erd nem szerepel az aktiv erék kozott. A mozgo rendszerben viszont ugyanolyan, mint
a tobbi aktiv (nehézségi, tAmaszkodasi) erd.

1.10. példa. Egyenletesen forgd rendszerben a centrifugalis erd

A fonal végére kotott kovet forgato it (1.9. abra) hasonldo médon
valosagosnak érzi a kotelet és a kezét huzo centrifugalis erét, ami a for-
gasbol szarmazo tehetetlenségi erd. Ennek reakcidereje a centripetdlis erd,
amivel a kotél huzza a kovet (és a fin hiizza a kotelet). A centrifugdlis erd
nagysaganak ismert képlete:

2
v

F‘centi'l‘fugd s — M ? > (1 1 6)
ahol m az egyenletesen forgod test tomege, v a forgo test sebessége, és R a
korpalya sugara. A centrifugalis erd a kdrpalya sikjaban a palyara merdle-
gesen kifele mutat.

1.9. abra. Kovet forgatd fin

24 Azokat nevezziik "aktiv" eréknek, amelyek gyorsulasokat hoznak létre, vagy mas eréket egyensulyoznak.
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1.11. példa. Egyenletesen forgd rendszerben a Coriolis erd
Egyenletesen forgd vonatkoztatasi rendszerben barmely mozgé testre hat a Coriolis eré>:

f =—m2OXW (1.17)

Coriolis —

ahol m a forg6 rendszerben mozgo test tomege, fcorioiis @ 14 hatd Coriolis erd vektora, o a forgd rendszer szog-
sebesség vektora®®, X a vektoridlis szorzas jele, és w' az m tomegnek a sebessége a forgo rendszerben (a képlet
levezetését lasd a 7. fejezetben).

Ha az m tomeg nyugszik a forg6 rendszerben, akkor w' = 0, és a ra hato Coriolis erd zérus!

1.12. példa. A Fold forgasabol szarmazo Coriolis erd

Erdemes kiszamitani, hogy a Fold forgasabol szarmazo Coriolis erd legnagyobb értéke (az egyenlitén),
a mozgo test mekkora sebességénél éri el a testre hatd nehézségi erd 1 %-at? A Fold forgasanak szogsebessége:
o = 2m/nap = 7,27.107 radian/s. A megoldandé egyenlet: 0,01mg = m(2w)w’, ebbdl w' = 674 m/s = 2426 km/h.
Ez ritkan tapasztalhat6 nagy sebesség, ezért a Fold forgasabol szarmazo Coriolis erd daltaldban elhanyagolhato!

Foldi rendszer

Féldi rendszernek nevezziik példaul azt, amikor egy gépteremben levo testeket vizsgalunk a
gépterem falaihoz rogzitett fizikai vonatkoztatasi rendszerben. (Foldi rendszert alkot egy varos tobb
kilométer méretli vizvezetékhalozata is, a Fold felszinéhez rogzitett vonatkoztatasi rendszerben.) A
Fold gravitacids erdtere azonban ilyen kis (t6bb kilométeres) rendszerekben alig valtozik. Ezért a Foldi
rendszer jellemz0, meghatarozo tulajdonsaga:

Foldi rendszerben a nehézségi gyorsulas vektora: g = allando.
Ez a kikotés nagymértékben megkonnyiti a mechanikai szdmitasokat. Ha elfogadjuk, akkor:

e A rendszerben van fliggéleges egyenes és vizszintes sik (g-vel parhuzamos €s ra merdleges).

e A nehézségi eré nagyon egyszertien szamithato (lasd alabb).

e Az energidknal nem kell kinlodni a gravitacids potenciallal, helyette a helyzeti energia fogalma
mindent megold (lasd a 11. fejezetben).

o A testek sulypontja egybe esik a tomegkozéppontjukkal.

A miiszaki gyakorlatban a szamitasok nagy tobbségét Foldi rendszerekkel végezziik.?’

A Foldi rendszerekben figyelembe veendo erdk:

Belsd térfogati erdk. A gépteremben levo testek az altalanos tdmegvonzas térvényének megfe-
leléen vonzzak egymast. Azonban ezen erdk a Fold tomegvonzasa mellett nagyon kicsik (1.8. példa):
Foldi rendszerekben a tomegvonzasbdl szirmazé belso térfogati erok elhanyagolhatok.®

Kiilso térfogati erdk. A Naprendszer Osszes teste (a Fold is) kiviil van a géptermen. Ezért a
rendszer kiils térfogati er6i kozott elvileg figyelembe kellene venni a Naprendszer 0sszes testének
tomegvonzasat. Foldi rendszerekben azonban a Fold vonzasa mellett a Naprendszer tobbi égites-
tének tomegvonzasa elhanyagolhaté (1.16. példa).?’

25 Lasd a (7.19) egyenletben.

2Nagysaga: a szogsebesség, allasa: merdleges a forgas sikjara, az irainyaval szembe nézve a forgas az dramutatd
jarasaval ellentétesen a matematikailag pozitiv iranyba torténik.

27Célszertli lenne a Féldi rendszer fogalmaét altaldnosan hasznalni, ezért irjuk nagy kezdébetiivel, mint a Naprendszert.
28Villamos, magneses, és mas belsé térfogati erk lehetségesek, de ezeket a tirgyalasbol egyszertiség kedvéért kizartuk.
YAz ar-apaly jelensége a Hold, és kisebb mértékben a Nap jarasatol fiigg. Ez arra figyelmeztet, hogy a Fold egészére
kiterjed6 mechanikai rendszerben a Hold és a Nap tomegvonzasa nem hanyagolhato el! Ebben g is jelentdsen valtozik! A
sokkal kisebb Féldi rendszerekben azonban g allando, a Hold és a Nap tomegvonzasa elhanyagolhato (1.16. példa).
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Belsd és kiilsé feliileti erok. A Foldi rendszer egymasnak tamaszkodo testei kozott nagy feliileti
erOhatasok ébredhetnek. A Foldi rendszer kiilsd hatdrolo feliiletén a 1égkori nyomasbol mindig szar-
mazik kiilsé feliileti erd.

Felmeriil a kérdés, hogy a Foldi rendszer testeire a vildgiirbol (a Naprendszeren kiviili testek-
bol) hat-e er6? Erre a kérdésre a csillagaszat mar megadta a valaszt: Az dllocsillagokhoz régzitett vo-
natkoztatdsi rendszerben a Naprendszer testeire hato kiilsd erd elhanyagolhato. Mivel a Foldi rendszer
testei is a Naprendszerhez tartoznak, a vilagiirbdl rajuk hato kiils6 erdk zérusok, de ez csak az allocsil-
lagokhoz rogzitett vonatkoztatasi rendszerben érvényes! A Foldi rendszerek szamitdsait azonban a
Fold felszinéhez régzitett vonatkoztatasi rendszerben végezziik, ezért a Fold mozgasabol szarmazo
tehetetlenségi erdket kiilso térfogati er6ként figyelembe kell venni (lasd 1.10. abrat, és a mozgo ko-
ordinatarendszerek tételét a 7. fejezetben).

A Fold kozéppontja egy év alatt a Nap koriil az ek- <|
liptikan kdrbe fut. Ebbdl a mozgasbol szarmazo tehetetlen-

ségi er6 elhanyagolhatdan kicsi. A Fold tengely koriili for- / / /

gasabol Coriolis és centrifugalis er6 is ébred. A Coriolis

erd altalaban elhanyagolhat6 (1.12. példa), a centrifugalis / / / / /%\ \\\

erd azonban nem! Az 1.10 abran a Fold felszinének egy

pontjan tekintiink egy tomeget. Az abran be van rajzolva a \\ \ \ / / / /

Fold tomegvonzasa (a hatdsvonala athalad a Fold kozép-

pontjan) és a centrifugalis erd vektora (ami az 1.10 példa- \\\ / / /

hoz hasonldan a forgastengelyre merélegesen kifel¢ huzza

a felszinen levd testet). Ennek megfelelden Foldi rendsze-

rekben a kiilsé térfogati erd: a Fold tomegvonzasanak 1.10. abra. Foldi rendszerben a nehéz-
és a Fold forgasabdl szarmazd centrifugalis erdnek a ségi er6: a Fold tdmegvonzasa és a
vektorialis dsszege. centrifugalis erd vektoridlis Osszege.

Nehézségi ero

Foldi rendszerben nehézségi eronek vagy silyerének nevezik az észlelheto (mérhetd) kiilso
térfogati erdét.’® Iranya fiiggdonnal vagy vizfelszinnel, nagysaga példaul mérleggel hatarozhatd meg.

G=mg, (1.18)
ahol G a nehézségi ero vektora (a test sulya), m a test tomege, €s g a nehézségi gyorsulas.

Foldi rendszerben g allandé6. Kisebb pontossagigényli szamitasban a nehézségi gyorsulas
nagysaga: g = 9,81 m/s2. Nagyobb pontossagi igény esetén azonban g helyi és iddbeli vailtozdsait fi-
gyelembe kell venni (1asd az 1.13 és 1.14 példat, valamint az I. tablazatot).

1.13. példa. A nehézségi gyorsulas valtozasa a Fold felszinén

A nagy teljesitmény(i vizturbinak és tarozos szivattyuk helyszini garancialis mérésénél g helyi valtoza-
sat figyelembe kell venni (ugyanis kis teljesitményhiany is nagy pénzosszeg kifizetését jelentheti!). A helyszini
atvételi mérések nemzetkozi szabvanya [33] elirja, hogy a vizoldali teljesitmény szamitasaban g valtozasat a
kovetkezd szabvanyos képlettel kell szamitani, ahol ¢ a foldrajzi szélesség (fok) és z a tengerszint folotti ma-
gassag (m):

2=9,7803[1+0,0053sin’ (¢)]-3.10°z . (1.19)

A képlet alapjan, tengerszinten, az egyenlitén: g = 9,780 m/s?, de a ¢ = 70°-0s szélességi kordn: g = 9,826 m/s”.
A g valtozasa nagyobb, mint + 0,1 %, ezért igényes szamitasban (1.15. példa) figyelembe kell venni!

30A nehézségi erd meghatdrozhaté lenne az 1.10 4bra alapjan a Féld tdmegvonzisanak és a centrifugélis erének szamita-
saval is. Azonban a Fold nem gombalakd, a "geoid" alakot is figyelembe kellene venni, tovabba a felszin magassagi viszo-
nyait is. Ezért egyszeriibb, ha a nehézségi erd fogalmat mérhets mennyiségekre alapozzuk. A mérések alapjan megallapitott
empirikus (1.19) képlet a Fold tomegvonzasa mellett a centrifugalis erd hatasat is tartalmazza.
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1.14. példa. Foldrengések

A g idobeli valtozasa a foldrengések idején nagy. Szabadon eso liftben a nehézségi gyorsulas értéke, a
lifttel egyiitt mozgd vonatkoztatasi rendszerben: g’ = 0. (A nehézségi erdt ugyanis a tehetetlenségi erd ellensu-
lyozza, és szabadon esé liftben a targyakat alatimaszto erd zérus.) Foldi rendszerekre a foldrengések hatasat
altalaban korabbi foldrengések mérései alapjan becsiilik. A foldrengések idején a Fold talajanak nagy tomegei
mozognak, és a szamitasok alapvetd feltétele, hogy a Foldi rendszer egyiitt mozog a foldrengés altal érintett
folddarabbal. Ezért a Foldi rendszerhez kotott vonatkoztatasi rendszerben a g vektor a foldrengés idején fliggo-
leges és vizszintes iranyban is valtozik. Magyarorszag szeizmikusan ugyan nyugodt teriilet, azonban ritkan na-
lunk is eléfordulnak nagy rengések.’' A miiszaki gyakorlatban nélunk is egyre inkabb teret nyer a foldrengésre
valé méretezés [43], nagy épiiletek, gatak, kiilonleges gépek (pl. atomerémiivi kazettaatrakok) esetén. A gépek
¢s az épiiletek nagy tobbségének tervezésénél azonban a foldrengések hatasat hazankban nem veszik figyelembe
(mert a ritkan el6forduld hatasaik nem katasztrofalisak, és elleniik a védekezés nagyon koltséges).

A pontossagi igény hatasa

Amikor felallitunk egy elméleti mechanikai modellt, vilagos fogalmat kell alkotnunk arrol,
hogy az eredményt milyen pontossaggal kivanjuk megkapni? Ez ugyanis jelentdsen befolyasolja a
modellt.

1.15. példa. Vizgépek hatasfokmérése

A 21. szazad elején a nagy vizgépek®” garancialis atvételi méréseit’® vilagszerte kismintakkal (a nagy
gép geometriailag hasonl6 kicsinyitett masaval) végzik. A vizet szivattyukkal egy méréberendezésben kering-
tetik, és a viz a kisminta turbinan is athalad. Kiilonleges, draga miiszerezéssel a hatasfokmérés bizonytalansagat
a 20. szazad végére sikeriilt leszoritani + 0,2 % értékre. A méréseket nemzetkdzi szabvany szerint végzik [82],
amiben minden olyan fizikai hatést figyelembe vesznek, amely = 0,1 %-nal er6teljesebben befolyasolna a mért
hatasfokot!

Tanulsag: Vizgép hatasfokok szamitasat is megcélzo elméleti mechanikai modellekben csak olyan hata-
sok hanyagolhatok el, amelyek a hatasfokban £+ 0,1 %-nal kisebb valtozast okoznak!

1.16. példa. Befolyasolja-e a Hold allasa a vizgép hatasfokat? () Hold

Vajon a Hold allasa, ami ar-apalyt is kelt, befolyasolja-e a vizgép laboratériumban
mért hatasfokot? A hatasfok szivattyuknal egyenesen, vizturbinaknal forditva aranyos a ne-
hézségi gyorsulassal. Azt kell tehat megbecsiilni, hogy a Hold éallasa milyen hatast gyakorol
a laboratoriumban mérhet6 g értékére. A Hold legkisebb tavolsaga a Foldtél: 356400 km. A
Fold 4tlagos sugara: 6372,8 km ~ 6400 km. A Hold tdmege mou = 7,3477.102 kg. A viz-
geplaborban egy m tomegfi test tdvolsaga a Holdtdl tehat: r =350000 km (1.11. abra). Azer8 | 11 4bra. A Hold
Mios ™ _ 4 40" m. A test silya: G=9,81.m, igy F/G=4, 107, alldsanem hata

r labor mérésére
nagyon kicsi érték. A Hold allasa tehat nem befolydsolja a vizgépek laboratoriumi méréseit.

az (1.13) képlettel: F = f

1.17. példa. Vizgépek er6hatas szamitasai

Vizgépek tervezésénél szilardsagi szamitasokkal ellendrzik, hogy a szilard alkatrészek kibirjak-e a ter-
heléseket (erdket). Elére elhatarozzak, hogy a szamitdsok eredményéhez majd tervezési biztonsagot fognak
hozzatenni. Ha a tervezési biztonsag, mondjuk, +30 %, akkor a szamitasokat elég, mondjuk + 10 % pontossag-
gal végezni. Ennek megfelelden, ilyen céli elméleti mechanikai modellekben elég ilyen pontossagra térekedni.

31 A legnagyobb rengések: 9,0 maximélis intenzitassal (a magyar skala szerint, melyen a maximum 12,0), Szombathelyen
(455-ben), Komaromnal (1763-ban), Mornal (1810-ben), és Piskolton (1829-ben) voltak [44]. Ilyen intenzitas esetén a
folddarab vizszintes iranyl rezgésének maximalis gyorsuldsa: 2 — 4 m/s? [44].

32Tobbszaz MW teljesitményti gépekrdl van szo.

33Ezzel ellenérzik, hogy a gép teljesiti-¢ a garantalt teljesitményt és hatasfokot. Oridsi pénzek mulnak a mérésen.
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L. Tablazat. Javaslat g értékére a pontossagi igényt613* fiiggden

Ha a szdmitds pontossagi igénye P= 0,1 % 1% +10%
akkor a nehézségi gyorsulds nagysaga legyen g= | (1.19) képlet 9,81m/s? ~ 10 m/s?
Inerciarendszer

Inerciarendszernek nevezziik azokat a mechanikai rendszereket (testek egyiittesét adott vonat-
koztatasi rendszerben), amelyek mozgdsara a newtoni kontinuummechanika elmélete teljesiil (azaz a
valésagos viszonyok jo kozelitését nyujtja).

Ezt a fogalmat a gyakorlatban ritkan hasznaljuk. A szamitas tobb okbdl is eltérhet a méréstol:
e Szamitasi hiba (sokiranyu ellendrzéssel kikiiszobolhetd).
e Jo6 elmélet rosszul alkalmazva (szakemberekkel megbeszélve javithato).
e Az adatbazis vagy az elmélet hianyos (mérésekkel meg lehet probalni a hiany potlasat, de ez
nem mindig sikertil).
e A newtoni kontinuummechanika elmélete nem illik a fizikai jelenségre. Csak ebben az utobbi
esetben mondanank, hogy nem inerciarendszert kaptunk.

A Naprendszer testeire - mint emlitettiik - a newtoni mechanika jol teljesiil a kovetkez6 felté-
telekkel: (i) az allocsillagokhoz rogzitett koordinatarendszerben, (ii) a belsé erokre Newton altalanos
tomegvonzasi képletét alkalmazva, (iii) zérus kiilso erd feltételezésével. Ezekkel a Naprendszer iner-
ciarendszer.

A Foldi rendszerekben hat6 eroket az el6bb mar targyaltuk. A Foldi rendszer is inerciarend-
szer a kovetkezo feltételekkel: (i) a Fold felszinéhez rogzitett vonatkoztatasi rendszerben, (ii) a bels6
erdket a feladathoz illéen megvalasztva, (iii) a kiils6 térfogati erd a nehézségi erd (ami az (1.18) és
(1.19) egyenlettel tartalmazza a Fold forgasabol szarmazo centrifugalis erdt is).

Esetenként a Fold felszinéhez képest gyorsulva halado, é€s/vagy (egyenletesen vagy gyorsulva)
forgo vonatkoztatasi rendszerekkel is dolgozunk (7.2. példa). Ha ilyen rendszerekben a kiils6 térfogati
erdk kozott a tehetetlenségi erdket is figyelembe vessziik (a 7. fejezetnek megfelelden), akkor a Foldi
rendszerhez képest gyorsuld (haladé és/vagy forgo) vonatkoztatasi rendszer is inercia rendszer.

A gyakorlatban tehat mindig inerciarendszerekkel dolgozunk.

Feliileti erok

Feliileti erdrdl akkor beszéliink, ha az erd feliileten adodik at. [lyen a tdimaszkodasi er6 a testek
hatarfeliiletén, de megjelenik a testek belsejében is (1.18. és 1.19. példak).

1.18. példa. Huzott rud

Szilard anyagu rudat egyik végén f er6 huzza, mig a
masik vége rogzitve van (1.12. abra). Akarhol vessziik fel a
?(] 2 fl‘—J—’ f, 1 I)"f radon az A4 keresztmetszetet, ezen feliileti eréhatasnak kell

x—> A7 —=e, ¢bredni, mert artd 1 jelli részteste nyugalomban van, és ezért
Newton II. torvénye értelmében a ra hato erék dsszege zérus.
1.12. 4bra. Huzott rad Tehat 2-es résztest az A feliileten f; = - f felileti erével hiizza

az 1-es résztestet. Es az akcid-reakci6 torvénye szerint az 1-
es resztest £, = f er6vel hlizza a 2-es résztestet. Ennek feliiletegységre juto értéke a huzofesziiltég: |f2/A = ox,
ami az 4 feliiletet egyenletesen terheli (homogén, izotrop anyagban®®). Ezzel az 1-es résztest 4ltal a 2-es rész-

testre hato (ex egységvektor iranyaba mutato) feliileti erd: f,=e, j o dA . (1.20)
4

34A pontossagi igény fogalmat készakarva nem definialjuk, csak utalunk 1.15 és 1.17 példakra.
35 Lasd a 8. fejezetben.
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1.19. példa. Hajlitott rad

Szilard anyagu rudat egyik végén f er6 lefelé haj-
fi}’ f litja, mig a masik vége be van fogva (1.13. abra). Akarhol
§ x 41 vessziik fel a radon az A keresztmetszetet, ezen feliileti erd-
hatasnak kell ébredni, mert a rad 1 jelli részteste nyugalom-
ban van, és ezért Newton II. torvénye szerint a ra hatd erék
A F f ,,f Osszege zérus. Ezért a 2-es résztest az A feliileten f; = - f fe-
2 lilleti erdvel tartja az 1-es résztestet.’® Az akcid-reakcid tor-
vénye értelmében pedig az 1-es résztest f, = f erével tolja le-
1.13. abra. Hajlitott rad felé a 2-es résztestet. Az eloz6 példatol eltéroen > erd parhu-

zamos az A feliilettel, nyiréerének nevezik.

A nyiréerd egységnyi teriiletre jutd nyirdfesziiltségét jeldlje Tyy (ami az x tengelyre merdleges A feliile-
ten a 2-es testet y irdnyban nyirja). Ty jelentdsen véltozik az A keresztmetszeten, ezért a feliileti eré nagysagat
integralassal nyerjiik:

f,=e,[7,dd . (1.21)
4

Az elébbi (1.20) és (1.21) egyenletek az alabbi altalanos (1.23a) képlet specialis esetei.

A feliileti erék dltaldnos (3D-s) képletet a kdvetkezd mddon
nyerjik. A test belsejében tekintsiink egy S feliiletet (1.14. abra),

e :j\—§\7~/d§/,f;/ N\ amelyen az 1 jeld résztest erdt ad at a 2 jeld résztestnek. Az S feliiletet
/' ] . ( n\\ felosztjuk sok kis dS feliiletdarabra (1.14. abra). A dS feliiletelemnél
‘\ 2 \ =S \ az S feliiletre merdleges egységvektort jelolje n (1.14. abra, [n| = 1,
\ P\ } (“\.\ / n-et mindig az erdt dtado résztest felé iranyitjuk [8]). A dS feliilet-

\ //\/ elem feliiletelemvektora dS (ez merdleges dS-re, hossza a dS feliilet-

Nyl elem teriilete, dS = n dS). A dS feliiletelemen atadott feliileti eré df =

(dfs, dfy, df), (1.14. abra), amit a dS = (dS, dS), dS:) vektorbol az F
1.14. abra. Elemi feliileti er6  fesziiltségtenzorral szorozva nyeriink:

df, ds. .\ (o, 1, t.|(dS,
df=F dS , koordinatisan: df =|df, | , dS=|dS, |, |df,|=|7, o, 7,.|/dS,| . (122
de dSZ dfz TZX sz O-Z dSZ

A fesziiltségtenzor matrixaban o-k a normadlis fesziiltsé-
gek (a feliiletre merdlegesek, hiizas pozitiv, nyomas negativ) és a
7-k a nyiro (vagy csusztato) fesziiltségek (melyek a feliilettel par- % ds,
huzamosak). Ezeket lattuk mar az 1.18. és 1.19. példakban, és is- f x
merdsek lehetnek a szilard testek mechanikajabol [94,95]. Az F ﬁl_'r” )_. P
fesziiltségtenzor matrixanak elso oszlopdban az x tengelyre mero- i A
leges dS. feliilletelemen ébredd fesziiltségek talalhatok (1.15.
abra): oy az x iranyu normalis fesziiltség, 7, az y iranyl nyirdfe- 1.15. dbra. A dS; feliiletelemen
sziltség, és 7.y a z iranyu nyirofesziiltség. Az § feliilet 6sszes dS hato fesziiltségek

feliiletelemén hato df erét 6sszegezve, az egész S feliileten hato
feliileti er6t nyerjiik:

f e = [Af = [FdS (1.23a)
S N

ahol F az (1.22) egyenlet szerinti fesziiltségtenzor.

A feliileti erdk ilyen kezelése (fesziiltségekkel) Cauchy nevéhez fliizodik (1823, [3]), amit az-
6ta a muszaki élet sokszorosan igazolt.

36Az f és f; er6par forgatni is igyekszik az 1-es résztestet. Azonban ezt a nyomatékot az 4 feliileten ébredd hiizofesziiltsé-
gek nyomatéka ellenstlyozza (lasd a 3.4. példaban).
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1.20. példa. A fesziiltségek kezelése vektorokkal

Az 1.16. abran egy téglatesten nyugvo, vé-
kony, merev, A teriiletli lapra f er6 hat. Az erét a
lapra merdleges és a lappal parhuzamos komponen-
sekre bontjuk, mert a két komponens szerepe kii- f f
16nb6z0: a lap f, er6vel nyomja a téglatestet, és az " 4 ln
f; er6 a lapot elcstsztatni igyekszik (amit a lap €s a lap \/
téglatest kozotti surlodas akadalyoz meg). A lap al- > t
tal a téglatestre hato fesziiltségek az A teriilet men- téglatest
tén valtozhatnak (a feliiletek érdességétdl és hulla-
mossagatol fiiggéen). Ebben a példaban azonban,
egyszerliség kedvéért, az A teriileten eloszlo fe- 1.16. abra. A fesziiltségek értelmezése
sziiltségek dtlagos értékét szamitjuk (mintha a lap
egyenletesen terhelné a téglat).

n : a sikra merdleges (normalis irdny1, az erdt atado test felé iranyuld) egységvektor, |n| =1,

t : a siklapot érint6 (tangencialis), a csusztatas iranyaba mutato egységvektor, [t| = 1.

f,/A a normalis iranyu erd teriiletegységre juto atlagos értéke: a normadlis fesziiltség vektora.

fi/A a feliilettel parhuzamos er6 teriiletegységre juto atlagos értéke: a csusztato fesziiltseg vektora.
o : a normalis fesziiltség nagysaga: |g| = |f./A|, hizofesziiltség pozitiv, nyomofesziiltség negativ.

T : a csusztato fesziiltség nagysaga: |7| = [f/A|, pozitiv ha t irAnyaba mutat, negativ ha ellentétes.

Ezekkel a fogalmakkal a téglatestre hato teljes er6:
f=(on+1t) 4 . (1.23b)

Az abran vazolt helyzetben, f, és n ellentétes iranyu, ezért o negativ (helyesen, mert nyomofesziiltség),
a T azonban pozitiv, mert t-t ugy vettiik fel, hogy a cstsztatas iranyaba mutat. A felsorolt fogalmakkal
ellendrizhetd, hogy (1.23b) képlet helyesen szolgaltatja az f erét.

A fesziiltségeket sokszor az (1.23b) egyenlethez hasonloan vektorokként kezeljiik. Példaul az
1.15. abran vazolt dS; feliiletelemen hato df. elemi erd is igy irhato fel: dfi= (o.ex + x€)t10€2) dSx ,
ahol ey, e, és e, az x, y és z tengely iranyaba mutatéd egységvektorok.

1.21. példa. A 1égkori nyomas

Minden F6ldi rendszer a Fold felszinén
helyezkedik el, igy a levegdre nyitott feliiletein
a Fold felszinén érvényes 1égkdri nyomas hat.

a b
e

Az 1.17.a abran egy hengerben mozg6 48
dugattyt lathat6 (olyan, mint a bels6égésii mo- NG o P
toroknal). A f6ls6 feliiletén a légkdri nyomas dugatiy 4 — —p,.
hat, alatta vakuumszivattyival megvaldsitott D —obara A .
kozel abszolut vakuum talalhaté (a rajzon henger v b
"bara" = bar abszolut). A dugatty homlokfelii-

lete A. Az abszolut vakuum miatt az als6 oldal-
rol a dugattytra hato erd zérus. A folsé oldalrol
hat6 er6 nagysaga: F' = pisgisri A. Ez megmér-
hetd, és igy a nyomads kiszdmithatd. Kis henge-
riink tehat egy nyomasmérd eszkoz.

1.17. A 1égkori nyomas szemléltetése

Ha a hengert elforditjuk, mindig ugyanazt a piseis» nyomast mérjitk. Tehat a 1égkori nyomas értéke flig-
getlen attol, hogy milyen irdanyban mérjik! Az 1.17.b dbran egy gomb lathato. A feliiletén a dS feliiletelem
vektor kifelé van iranyitva. A 1égkori nyomasbol a gomb feliiletegységére hato erék (az abran nyilak jelzik)
merblegesek a henger felilletére és a nagysaguk egyforma. Ebb6l kovetkezik, hogy a feliilet barmely pontjan

a légkori nyomas fesziiltségtenzora: F =- pugrsri 1 , ahol . (1.24)
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1 0 0 -p leégkori 0 0
I=|0 1 0| azazonossdg tenzora® és a feszilltségtenzor: F=| — 0 . (1.25)
gkori
0 O 1 0 0 -pP leégkori

Az I tenzort a gdmb barmelyik dS feliiletelem vektorara alkalmazva magat a vektort kapjuk: 1 dS = dS.
Ezért: F dS = - pregiori L dS = - pregrar dS. Az utodbbi egyenldségbdl is lathatd, hogy a dS feliiletelemeken a gdmb
belsejére hato elemi erdk: df = - prgrsr dS, ami megfelel az 1.17.b dbranak is.

Mi olvashato ki a 1égkori nyomas fesziiltségtenzoranak matrixabol? A fesziiltségtenzort Ggy értelmez-
tiik (az (1.22) egyenldséggel), hogy huzd, nyomo és nyirdfesziiltségeket is tartalmaz. Az (1.25) matrix f6 atlo-
jaban levo negativ szamok jelzik, hogy: negativ huzofesziiltségek = nyomofesziiltségek = nyomdsok hatnak. Az
(1.22) egyenldség matrixaval Osszehasonlitva: ox = - pugiari , tehat az x tengely irdnyaban is a légkoéri nyomas
hat. A (1.25) matrixaban 7,, = 0 jelzi, hogy az x tengelyre merdleges feliileten (1.15 dbra) az y iranyu csusztatd
fesziiltség zérus (és a matrixbol lathato, hogy valamennyi cstsztato fesziiltség zérus). Allo folyadékokban ez
torvényszerd.

Az atlagos 1égkdri nyomas tengerszinten: po = 760 torr (Hg.mm) = 1,01325 bara (bar abszolut), 1 bar =
10° Pa. A Fold felszin kozelében folfelé haladva a 1égkdri nyomds 10 méterenként 1 torr (Hg mm) értékkel
csokken, ezért 100 m tengerszint feletti magassagnal (pl. Budapesten a Dunaparton) az dtlagos 1égkori nyomas:
Diegkori = 750 torr = 1 bara. Nem tal igényes szamitadsoknal a 1égkdri nyomasra ezt az értéket szoktuk hasznalni.
Igényes szamitasoknal (példaul kisminta turbindk és szivattyuk atvételi mérésénél) a 1égkori nyomas iddjarastol
fiiggd pillanatnyi értékét meg kell mérni! (A 1égkori nyomads ugyanis szerepel a vizgépek egyik fontos lizemi
paraméterének, a kavitacios szamnak a képletében, és ezért a pontosabb ismerete 1ényeges.)

1.22. példa. Sulyos rudban a fesziiltségallapot

Az 1.18. abra szerinti sulyos rud a talajon nyugszik, teljes vakuum veszi koriil (keszonszer(i buraval
leboritottak, és a bura alol kiszivtak a levegdt), tehat 1égkori nyomas nem hat a radra. A rudat elméletben két
részre osztottuk. Az 1. rész tdmaszkodik a 2. részre az S feliileten. A rad tetején erdatadas nincs, az S feliilet z
magassaganal azonban van. Az 1. rész stlya: G = - S(a - z)pg. Azért negativ, mert az 1.18. abran a z tengelyt
folfelé iranyitottuk, és az atadott suly lefelé mutat. Ez nehezedik a 2. testre az S feliileten keresztiil.

A 2. testre hato fesziiltség o = G/S = - (a-z)pg, a minusz eldjel a nyo-
mofesziiltséget jelzi. Az (1.22) szerinti matrix egyenlet:

1 ° 0) (00 0 0
as] 0 =0 O 0 0]
df. 0 0 —(a—2)pg)\dS
S N
2 amibdl a matrixok sor-oszlop szorzasaval (a (17.14) egyenlettel):
, df.=—(a-z)pgdS .
xb—y b df- negativ (helyesen) mert a z tengely folfelé mutat (1.18. 4bra), és az 1-es

test altal a 2-es testnek atadott erd lefelé hat. Mivel az S feliilet minden pont-

janal ugyanez a fesziiltség, a z szinten atadott teljes eré nagysaga:
1.18. abra. Sulyos rad

vakuumban fo=-(a-z)pgS .

Tehat a normalis (z iranyu) fesziiltség (és erd) fligg az (a - z) mélységtol.

37Lasd (19.10) egyenletet, I-t nevezik idemtenzornak, vagy egységtenzornak is.
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1.23. példa. Hidrosztatika, Archimedes torvénye

Az 1.19. abran nyugvo viz lathat6 egy
tartalyban. A viz folott a levegé nyomasa 1égkori,
Do. Barmely nyugvé folyadékban™, a folyadéktér levegd s
barmely pontjanal a fesziiltségtenzor ilyen alaku: L1111 l[g

-p 0 0 viz
F=-pI={ 0 -p 0|, (1.26) ds
0 0 -p - df

ahol I az azonossag tenzora (lasd (19.10) egyen-
letet), és p a helyi nyomas. Nyugvo vizben a p
nyomas lefelé nél (mint a sulyos radban, 1.22.
példa) ezt abrazolja a baloldali diagram is

nyomas

1.19. dbra. Nyomaseloszlas vizben, Archimedes tdrvénye
p=pot(a-z)pg , (1.27)

ahol p a viz stirisége, g a nehézségi gyorsulas, a a viztlikor szintje, €s z a pont szintje ahol a nyomast szamitjuk
(1.19. abra). (A Fold felszin kozelében, nyugvo vizben a nyomas lefelé nd, 10 méterenként kozelitdleg 1 barral.)

Képzeljik a viznek egy részét zart feliilettel koriilvéve (1.19. abra jobboldalt). Az S feliillet minden
pontjan a nyomo eré merdleges a feliiletre: df = - pdS, az (1.27) egyenlet szerinti nyomassal. A viztomegre két
erd hat: A viztdmeg sulya (lefelé¢), ami (1.18) egyenlet alapjan: G = mg, és a nyomasbol szarmazo feliileti erd
(felfelé), ami:

ffelmeu = J.F ds = J._ pds (1.28)

N N
A kivalasztott viztomeg nyugalomban van. Ezért Newton I. torvénye szerint a ra hat6 erék ereddje zérus:
fren + G=0 , azaz:  fuei=-G , (1.29)

Ha az § feliilettel hatarolt viz helyébe szilard testet helyeziink, erre ugyanez a nyomaseloszlas hat, és
ezért az fruies €16 is ugyanaz (amit ekkor felhajtoeronek neveznek). Az (1.29) egyenlet szerint a felhajtoerd
nagysaga ugyanakkora, mint a kiszoritott viz stlya: |feuies| = |G|. Ezzel mar meg is kaptuk Archimédesz torvé-
nyét: A folyadékba meriilt testre akkora felhajtoerd hat, amekkora az altala kiszoritott viz silya.

A feliileti erék esetén szerencsés helyzetben vagyunk — ellentétben a térfogati erékkel — mert
nem fliggnek a valasztott vonatkoztatasi rendszert6l! A feliileti er6k a Foldi rendszerben ugyanazok,
mint a Naprendszerben, de még a F6ldi rendszerhez képest gyorsuld vagy forgo rendszerben is (példaul
a vizgép jarokerékkel egylitt forgd vonatkoztatasi rendszerben a nyomds ugyanakkora, mint a vizgép
allo részéhez rogzitett Foldi rendszerben).

3Viszkozus folyadékokban is, ha nyugalomban vannak.
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1.24. példa. Geometriai tételek hidrosztatikai bizonyitasa

Néhany geometriai tétel a hidrosztatika egyenleteivel egyszeriien bizonyithato. Ez egyrészt érdekes,
masrészt a mechanikai szamitasoknal hasznos.

Elso tétel: Legyen S egy tetszdleges, korlatos és zart feliilet a 3-dimenzios euk-
lideszi térben (1.20. abra). A feliiletre mer6leges dS feliiletelemvektorokkal ké-
pezett integralra:

jds =0 . (1.30)

Bizonyitas: Képzeljiik el az S feliiletet allandd p, nyomasu nyugvo levegében,
olyan mechanikai rendszerben melyben g = 0. Az S altal bezart 1égtomegre
egyetlen erd, a nyomasbol szarmazo feliileti er6 hat. Newton I. térvénye értel-
mében ez zérus:

j—podszo . (1.31)

N

1.20. 4bra. Els6
geometriai tétel

Az integralbol - p, allandot kiemelve, kapjuk a tétel allitdsat (amit geometriai-
lag nem is ilyen egyszer{i bizonyitani).

Maisodik tétel: Legyen P egy tetszdleges poliéder a 3-dimenzios euklideszi térben, melynek lapjai: Sy, So, ...,
Sh sokszogek. Jeldlje a lapok teriiletével egyenlé hosszusagu, kifelé mutatd normalvektorokat: Si, Sz, ..y Sh .
Ezekre:

D8, =0 . (1.32)
=
Bizonyitas: Ez (1.30) kozvetlen kovetkezménye: 0= I dS= Zjds = ZSk . (1.33)
P k=1 5 k=1

Harmadik tétel: Legyen S az els6 tételnek megfeleld feliilet, z egy koordinata

ds egy tetszbleges koordinatatengely mentén, e, a koordinatatengely iranyaba mu-
L py A& P tato egységvektor, és V az S altal bezart térfogat kdbtartalma. Ezekre:
) ds
B ) [zas=Ve, . (1.34)
N > wp
x ) P S
T S Bizonyitas: Forditsuk az S feliiletet és a koordinatatengelyt ugy, hogy a tengely
¥ P fiiggblegesen folfelé mutasson (1.21. dbra), ezt az altalanossag megszoritasa nél-

) . kil megtehetjiik. Képzeljiik az elforditott S feliiletet egy viztomegbe (1.19. abra).
1.21. abra. Harmadik geo- A7 (1.28) és (1.29) egyenlet szerint:

metriai tétel
jp S =G . (1.35)
S

Ebbe a nyomast az (1.27) egyenletbdl helyettesitve, a G = mg egyenldségben m-et a viz stiriiségével kifejezve,
végiil a g vektort a fliggbleges egységvektorral felirva,

J(p,+(a=2)pg)ds = [pgdV = [p(-ge,)dV . (136)

N
és rendezve: _[(po+apg)dS—J.ngdS:—pgeZJ.dV . (1.37)
S S vV
A feliileti integralokbol a konstansokat kiemelve, a térfogati integralt (17.48) alapjan helyettesitve:
(p0+apg)de—pgjzdS:—pgezV , (1.38)
S S

kihasznalva (1.30)-at, - pg-vel egyszeriisitve nyerjiik (1.34) egyenletet, a tétel allitasat.
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2. fejezet. Az altalanos axiomak

Newton, Euler és Cauchy torvényei a valdsdgos testek mozgasat nagyon jol kovetik. Ebben a
fejezetben ezeket a torvényeket az elméleti testekre axiomaként elfogadjuk, €s a tovabbiakban ezekbdl
¢épitjiik 61 a newtoni kontinuummechanikat.

Alapmennyiségek

Egy mechanikai rendszer tanulmanyozasa soran a tér egy részét vizsgaljuk egy idétartam alatt.
Az iddtartamot jelolje:
lea S Sty .1

A vizsgalandod térrész hatarfeliiletét ott huzzuk meg, ahol célszeriinek tartjuk (az 1.2. abran
példaul a mérotér feliileténél), ebben van a vizsgalt anyag, amit kontinuumnak tekintiink. A hatara
idében valtozhat, ezért K(¢)-vel jeloljiik (K kontinuum). A (2.1) iddintervallum minden ¢ értékéhez
tartozik egy K(#), ami egy pont-tartomany a 3-dimenzios euklideszi térben (2.1. dbra). A kontinuum
hataran anyag érkezhet és tavozhat (mint az 1.1. példa belépd ¢és kilépd feliiletén). Az egyik célunk a
szakadasi feliiletek targyalasa, ezért a kontinuumban felvesziink egy Sp(?) szakadasi feliiletet is (S az
angol Surface = feliilet, és p az angol Discontinuity = szakadas utan), ahol az alabbi fiiggvényeknek
szakadasa lehet. A kontinuumot a szakadasi feliilet két részre osztja K(¢) = Ki1(¢) + K2(¢) (2.1. abra).

A helyvektort r, az idot t jeloli. Ezeken kiviil a kovetkez6 alapmennyiségeket vezetjiik be:
psuriség, v sebesség, g fajlagos tomegerd,  F fesziiltségtenzor.

A jelolés mutatja, hogy melyik skalar, vektor, vagy tenzor. Az elnevezés jelzi, hogy az alkal-
mazasoknal mely fizikai paraméterekkel fogjuk ezeket azonositani. Az alapmennyiségek a hely és az
idé figgvényei:

p=p(rt) , v=v(r,1) , g=g(r,f) , F=F(r,) . (2.2)

Ezek a fiiggvények a (2.1) szerinti minden ¢ értékre a K(¢) kontinuumban értelmezve vannak,
kivéve az Sp(f) szakadasi feliilet pontjait, ahol a hatarértékeik a feliilet mindkét oldalan I1éteznek (és
igy a feliilet pontjainal az ugrasuk is szdmithato). A targyalasban el6fordulé minden fiiggvényrdl, tar-
tomanyrol, feliiletrdl, vonalrol feltessziik, hogy matematikailag jol kezelhet6 *°.

A 2.1. abran csak egy szakadasi feliiletet tlintettiink
fel. Az elmélet felépitése érthetobb, ha erre az egyszerli abrara
gondolunk.*! A K(¢) kontinuum tehat minden id&pillanatban
felbonthat6 a Ki(f) és Kx(f) tartomanyra, amelyek az Sp(?) fe-
lillettel csatlakoznak egymashoz.

A kontinuumban anyagi pontok mozognak v(r,?) se-
bességgel (ahogy ezt az 1.3. abranal szemléltettiik). A K(¥)-
ben kijeloliink egy tetszéleges V(¢) anyagi térfogatot (ahogy
ezt az 1.3. dbranal értelmeztiik). Az anyagi térfogat a mozgasa
) _ _soran mindig ugyanazokat az anyagi pontokat tartalmazza. (A
2.1. dbra. K(1) FQntlf%_uum tartoma- g, qkadasi feliilet V(7)-t is két részre vaghatja, 2.1. abra) A V(f)
nya, Sp(f) szakadasi feltilet a’kontlnu— feliiletét S(¢)-vel jeldljiik, ami anyagi feliilet (a pontjai anyagi
umban, ¥(7) egy anyagl térfogat a  pontok, egyiitt mozognak az anyaggal) és rajta a feliileti egy-
kontinuumban, S(7) a feliilete ségvektort kifelé iranyitjuk.*?

Ezekkel a fogalmakkal és alapfiiggvényekkel megfogalmazhatd a newtoni kontinuum altalanos
(minden anyagra érvényes) definicidja.

39 Véges id6tartamot vettiink fel. A kisérletek is végesek. De hataratmenettel kovetkeztethetiink végtelenbeli viszonyokra.
40 Részletesen targyaljuk ezt a 18. fejezetben.

41 Azonban az 5. fejezetben bemutatunk t6bb szakadasi feliilettel rendelkezd példat is.

42 Barmely zart feliileten a feliiletelem vektort mindig kifelé irdnyitjuk, mert Gauss tétele, (21.5) igy érvényes.
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A newtoni kontinuum definicidja: Azt mondjuk, hogy a (2.2) alapfiiggvények newtoni konti-

nuum mozgasat irjak le, ha K(t)-ben tetszéleges V(t) anyagi térfogatra, barmely rogzitett t, iddpilla-
natban teljesiil a kovetkezd harom axioma:

(Ia) 4 j pdV =0, (2:3)
dt 3, 1=t
(I1a) ijpvdv = [ pgav+ [Fas . (2.4)
dt ) L=4 i 5(1)
(II1a) ij rvadV‘ = j rxpgdV + j rxF dS . (2.5)
dt . =1 iy sin)

Az egyenl6ségek bal oldalan az integralokat a V(¢) idoben valtozo6 anyagi térfogaton szamitjuk,
tegy valtozo, t, egy valds szam. A vonal utani ¢ = ¢, azt jelzi, hogy a differencialhanyadost a #, értéknél
kell szamitani.*> A jobb oldalon V(1)) egy konkrét térfogat (amit V() a ¢ = ¢, id6pontban elfoglal), S(¢1)
a feltilete.

2.1. példa. Az altalanos axiomak baloldalanak értelmezése

Tekintsiink egy ¥ (r,f) skalar vagy vektor értékii fliggvényt. Az axiomakban y (r,f) = p, vagy
pv, vagy r x pv. A y fliggvény idében valtozo térfogaton vett integralasa egy egyvaltozos fiiggvényt
eredményez, amit ¢(¢)-vel jeloliink:

Jprndr=p@) . (2.6)
V(1)
Ezt differencialjuk ¢ szerint és a differencialhanyadost a 7 = ¢, helyen vessziik, tehat az axiomakban
kijelolt muvelet:

_d

= 2.7
t=t, dt @7)

d
— [ we.tyav

140}

t=t,

Az axiémak elotti mondat Iényege az, hogy akdrhogyan valasztunk is ki a kontinuumban egy
anyagi térfogatot, arra barmely idépillanatban az axiomak feljestilnek.

Az axidomak alkalmazésainal sokszor elegendd egy kivalasztott anyagi térfogatra felirni egyik
vagy masik axiomat, és a feladat céljat tekintve maris megoldast nyeriink. Azonban nyilvanvalo, hogy
az axiomak a mozgast a kontinuum legkisebb részletében is meghatarozzak. Gondoljunk példaul arra,
hogy a K(#) kontinuumot szamitogéppel sok kis térfogatra osztjuk. Mivel akdrmilyen anyagi térfogatra
érvényesek az axiomak, ezekre a kis résztestekre is teljesiilniiik kell. Az axidomak tehat valoban meg-
szabjak a kontinuum legkisebb részének a viselkedését is.

Az (Ia) axiomaban az integral: J‘ pdV =m(t) (2.8)

40}
a V() anyagi térfogatba foglalt t6meg. Az axidma szerint bdrmikor differencialva zérust kapunk, azaz
m(f) allando. Ezt az (1.3) egyenletnél mar lattuk, az (Ia) axiéma a tomegmegmaradas torvénye. Ez

mélton képviseli Newtonnak az I. meghatarozasahoz flizott gondolatait (1asd az 1. fejezetben). A tomeg
mindig pozitiv szam: m(¢) > 0, és ezért a slirliség: p(r,f) > 0, mindig.

A (ITa) axioma Euler mozgastorvénye. Ez Newton II. axidémajabdl szarmazik, és az (1.5)
egyenletnél mar targyaltuk. Nevezik Cauchy I. torvényének is, mert kontinuumokra altalanos alakban

A szakirodalom més jeldléseket is hasznal. Ez a jellési konvenci6é pontosan megmondja, hogy az integralokat milyen
tartomanyon kell integralni, és a differencialhanyadosokat hol kell szamitani.
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(a fesziiltségekkel) 6 irta fol eldszor. A (Ila) axidomaban a testre hatd er6k kozott csak térfogati és
feliileti erdket vettiink figyelembe (valdsdgos testekre alapesetben** csak ezek hatnak).

A (IIIa) axiéma Euler nyomatéki egyenlete, az (1.10) egyenlet, aminek el6dje Newton III.
axiomaja. Nevezik Cauchy IL. torvényének is.*’

Az axiémaék jele: I, II, 111 az eredetre, Newton ugyanilyen jelli axidmaira utal.6

A (I1a) és (II1a) axiomakban szerepld g vektort a (2.2) egyenletnél fajlagos tomegeronek (egy-
ségnyi tomegre hato erének) neveztiik.*’” Foldi rendszerben azonban g allando, és kozkeletli elnevezése
nehézségi gyorsulas (lasd az (1.18) egyenletnél). A tovabbiakban is igy nevezziik, fiiggdlegesen lefelé
mutat, nagysaga ismert, €s ezért a g-t tartalmazo integralok egyszeriien szamithatok.

Az axiomakat Newton, Euler és Cauchy 6ta a newtoni kontinuummechanika alkalmazasai
szdmtalanszor igazoltak. Itt ezeket tovabbi bizonyitas nélkiil elfogadjuk (ezért nevezhetok axiomak-
nak), és beldliik vezetjiik le az elméletet (ami végiil a szakadasi feliiletek kezelésére is alkalmas lesz).

2.2. példa. Ropiilé gumilabda

Az eldobott (megiitott) gumilabda a levegében ropiil. Egyszerliség kedvéért a levegd ellenallasatol el-
tekintiink, a labda alland6 (légkori) nyomasu levegdben mozog. Amig ropiil, a labda merev testnek tekinthetd.
Foldet érve deformalodik, de elpattanva ismét merev testként kezelhetS. A vizsgélatot Foldi rendszerben vé-
gezziik (g allando), és a labda tomegére csak a nehézségi erd hat. A V(¢) térfogat maga a ropiild labda, erre
alkalmazzuk az axiomakat.

Az (Ia) axioma®® nyilvén teljesiil, mert a mozgas soran a labda m témege nem valtozik.
A (IIa) axidémaban a labda impulzusa: I E J. pvdV , 2.9)
V(t)

és a (I1a) axioma: 9 i
dt

=[ pgav+ [Fas=g | pav+ [(-p,1)dS =gm+(-p,) [as =gm »(2-10)
V()

=1 R vin) siiy) $()

ahol p a gumi siirlisége (p allando), F = - p,I a fesziiltségtenzor a p, nyomasu levegében, a labdara hatd nehézségi
eré gm. A feliileti integral (1.30) miatt zérus. Az egyenlet szerint az impulzus derivaltja egyenld a nehézségi
erdvel. A merev testek mozgasa két részbdl tevodik dssze: eltolds és forgds. Az eltolasnal a labda pontjai forgas
nélkiil tolédnak, azaz a labda kozéppontjanak palyajaval egybevagd palyan haladnak. A forgasnal valtozatlan
kozéppont koriil a pontok kdrpalyan mozognak. Legyen r, a kozéppont helyvektora, r a labda tetszdleges anyagi
pontjanak helyvektora, r*=r — r, a kozépponttol a ponthoz vezetd vektor. r, = ro(f) a kdzéppont palyajanak
egyenlete, és a labda tetszdleges anyagi pontjanak palyéja: r(¢) = ro(t) + r*(¢), az eltolast ro(¥) képviseli, a forgast
r*(f). Képezve az egyenlet id6 szerinti derivaltjat, a sebességekre: v(¢) = vo(f) + v¥(f) egyenlGséget kapjuk.
Rogzitett kozéppont koriil forgd merev test sebességterének egyenlete: v¥(¢) = @ x r*, ahol @ = @(?) a pillanatnyi
szogsebesség vektora.*’ Az eldobas pillanata utan a labda kdzéppontjanak kezdeti sebessége v; és a labda pilla-
natnyi szogsebessége m:. E16szor nézziik az eltolast, ekkor minden pont ugyanazzal a sebességgel halad, a (2.9)
egyenletben vo(f)-t kiemelve az integral jele el€: iiandaa(f) = vo(f)m. Ezt helyettesitve (2.10)-be, és m-el egyszeri-
sitve: dvo/dt = g. Ezt integralva vo(f) = vi + g ¢ . A kdzéppont tehat olyan sikban mozog, ami v;-el és g-vel is
parhuzamos, és v,(?)-t integralva ¢ szerint, azt a jolismert tényt kapjuk, hogy a palya parabolaiv. Ezzel az eltolast
jellemeztiik. Hatra van még a forgas:

A (IIIa) axiomaban a labda impulzusnyomatéka: m,, .= Irxpvd V., (2.11)
70

44A villamos, magneses, molekularis és egyéb (nem mechanikai eredetil) er6hatdsokat kizartuk a targyalasbol. Azonban az
elmélet kiterjesztésének lehetdségét az alapesettdl eltérd esetekre a 2.7. példaban bemutatjuk.

4Noll [2] az (I1a) axidomat Gigy mondja ki, hogy Newtonhoz hasonldéan minden testhez (anyagi térfogathoz) hozzarendel
egy tomeget. A (Ila) és (IIla) axioma nala a dinamikai folyamat D1 és D2 axiomaja.

46 A newtoni kontinuum bemutatott dltaldnos definicidja matematikai definiciokat utanoz (csoport, differencidlhato sokasag
értelmezése stb.) logikailag hibatlanul. Ennél azonban tobbrdl van szo: ezek az axiomak egyeznek a fizikai tapasztalatokkal!
47 Az éltalanos esetben, példaul villamos vagy méagneses erétérben a fajlagos tomegerdt potencialbol szarmaztatjak.

48 Az (a) axiémdk a (2.3), (2.4), (2.5) egyenletek.

4Bzt konnyen belathatjuk: |® x r*| = || [r*| sin y = ® r’ ahol r' = |r*| sin y a forgastengelyt6l mért sugar. » x r* iranya
meréleges ®-ra és r¥-ra is, és w-val szembe nézve a forgas matematikailag pozitiv iranyba torténik (6raval ellentétesen).
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dm,
és a (I11a) axioma: — = j rxpgdV + jer ds . (2.12)
dt r=t, ) sity
Itt a jobb oldal els6 integralja azért zérus, mert a labda gombalaku térfogatan a sulyer6k nyomatéka a labda
szimmetridja miatt zérus. A masodik integral pedig, az alland6é nyomasu levegdben szintén a szimmetria miatt
zérus. Ez azt jelenti, hogy My nyom = allandd. Tehat az eldobas pillanatdban megvalosuld impulzusnyomaték a
ropiilés sordn végig megmarad. Az impulzusnyomaték iranya, és a nagysaga is allando. Kicsit munkdas szami-
tassal: Mimp nyom = O, ahol O a tehetetlenségi nyomatékok tenzora, és ebbdl kovetkezik, hogy a merev testnek
tekintett labda forgasanak szogsebesség-vektora a ropiilés idején allando: @ = oy .

Specialis mozgasok™’

Stacionarius (id6tallo) egy mozgas, ha p, v, 8, F idében dllandok, azaz:

p=p), v=v(r), g=gr), F=F(). (2.13)
Instacionarius egy mozgas, ha p, v, g F (koziiliik legalabb az egyik) idében vdiltozik:
p=pr), v=v(rt), g=grt), F=F(y). (2.14)

Kvazistacionarius egy mozgas, ha p, v, g, F id6ben ugyan nem allandok, de az dtlagérté-
keik koriil ingadoznak.>!

2.3. példa. Staciondarius daramlas konfuzorban
A 2.2. abran konfuzorban (sziikiilé cséidomban) folyadék

stacionarius aramlasat latjuk. Egyszeriiség kedvéért egyenletes BB'

vi, p1 belépd és vy, pa kilépo sebesség- és stirliségeloszlast tételez- Y tds c c

tink fel. Az (Ia) axidomat a B és C szelvények kozotti térfogatra - Nds %
alkalmazzuk (ez a V(#) tartomany). Ez anyagi térfogat, a feliile-
tének pontjai A¢ id6 mulva a B’ illetve C’ szelvénynél vannak. —_— -
Az m(t) = j pdV tomeg értékének valtozasara At id6 alatt: A
V(t)

m(t, + At) = m(t,) + p, A, v, At — py Ay, At

1ds
SP]

\HEHH

)
oS
AN
=

A At

R e " 12 vt
ugyanis B’ és C kozo6tt a tomeg valtozatlan, mert az aramlas sta- !

ciondrius. Ezért az m(t1) tomeghez hozza kell adni a C és C’ ko-
z0tti tomeget (térfogat és siirliség szorzata) és le kell vonni a B és
B’ kozottit. Ezért:

2.2. abra. Stacionarius aramlas konfliizorban,
egyenletes sebességeloszlassal

dmlt) _ d I dv| _ fim Ml AD=mE) _ py A,v, — py Ay -

A dri t=t, At B B

V()

Egyszerli eredményt kaptunk. A gondolatmenet megis-
mételhetd mas sebességeloszlassal is. A 2.3. abran valtozo v, és 2] =
valtozo v, sebességeloszlast tételeztiink fel. Az (Ia) axioma V() ] &
integralasi tartomanya most is a B és C szelvények kozotti térfo- dA,
gat. A feliiletének pontjai Af id6 mulva a B’ illetve C’ gorbéknél 7 dA,
vannak. Célunk ismét az m(#) tdmeg megvaltozasanak szamitasa
At id6 alatt. A B’ és C gorbék kozotti tomeg most is valtozatlan,
és a tomeg tobblet és hiany integralassal: T w

m(ty + At) = m(1;) + J.(szzdt)dAz - J(P1V1At)dA1 és
44

Ap

WO

wAt

RS
=
N
<

2.3. abra. Stacionarius aramlas konfazorban,
nem egyenletes sebességeloszlassal

d
dtV!,)pthzq:i(pZ%)dAri(m“)dAﬂ . (2.15)

S0Ezek az elnevezések az dramlastanban terjedtek el, de szilard vagy plasztikus testekre is alkalmazhatok.
Slyen a turbulens dramlds is (lasd a 8. 9. 13. és 15. fejezetben).
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Az utdbbi egyenlet altalanosabb alakban is irhat6. Bevezetjiik a v, jelolést a sebesség normalis
iranyt komponensére (2.4. dbra). Cséfalon: v, = 0. Ha v, és a dS feliiletelem vektor egyiranyu, akkor
va pozitiv, ha ellentétes, akkor v, negativ. A 2.3. abran végig kdvetve v, és dS iranyat, megallapithatjuk
(2.15) egyenlet altalanos alakjat:

d
dt V{ pdv

ahol dS a feliiletelem teriilete. Stacionarius esetben tehat (Ia) axidma bal oldala igy szamithato.

= [pv,ds (2.16)

S(ty)

Stacionarius mozgas esetén:

Az el6bbi levezetésben p akarmilyen fiiggvény lehet. Ezért a (I1a) és (IIla) axioma bal oldala
hasonlé modon atalakithatd. A levezetésben p helyett pv, €s r x pv vektorokat szerepeltetve a kdvet-
kez6 egyenleteket kapjuk:

d
Stacionarius mozgas esetén: j j vd V = IP vy, dS | (2.17)
1 S(y)
Stacionarius mozgas esetén: 7 j rxpvd V‘ = Ir Xpvy,dsS (2.18)
V(t) 1 S(y)

A 2.3. példa gondolatmenete kis modositassal instacionarius aramlasokra is alkalmazhatd. A
valtozas csupan annyi, hogy a (2.15) egyenletben a B és C szelvenyek kozotti tomeg idoegység alatti
valtozasat is hozza kell adni az egyenletben szerepld tagokhoz Igy az (a) axiomak bal oldalai:

d
Instac. mozgas esetén: - I PdV‘ = IPV dS+_ I pdV . (2.19)
dt V() TS dt V() r=14
d d

Instac. mozgas esetén: —~ j pvdv = jp vy, dS+— _[ pvdV L (2.20)

40| L=t S(ty) dt Vit) t=1

d

Instac. mozgas esetén: — j rxp VdV = IFXPVV ds+— I rxpv dV . (221

Ly 1Sy d Vity) 1

Az (a) axiomak bal oldalainak ilyen atalakitasa azzal az elénnyel jar, hogy idében valtozo tar-
tomanyon torténd integralas helyett idében valtozatlan tartomanyokon integralhatunk. Ezt a kovetkezo
fejezetben fogjuk kihasznalni.

Néhany kiegészités a feliiletek mozgasahoz:

2.4. példa. Anyagi feliilet mozgasa

A 2.4. 4bran egy vonal jelképezi az S(#1) anyagi feliiletet. A pontjai anyagi
pontok, tehat a kontinuum v(r,?) sebességével mozognak. A feliilet egy tetszdleges
pontja ri, az abran jelzett palyan v; sebességgel indul. Jelolje V(7) azt a ponthalmazt,
amelynek pontjain az S(¢#1) pontjaibol kiinduld palyak a # < ¢ < f+7 id6tartam alatt
athaladnak. Ezt gy mondjuk, hogy az S(#) feliilettel 7 id6 alatt athatolt térfogat.
(A 2.2. és 2.3. abran a At id6 alatt athatolt térfogatokat vonalkazas jel6li.) Ha csak
a térfogat valtozasara vagyunk kivancsiak, akkor (2.16) egyenletben p = p1 = p» he-
lyettesitéssel az athatolt térfogat differencialhanyadosa:

dV (1)
d(T) =0

2.4. abra. Anyagi felii-
let mozgasa

= [v,ds= [vds , (2.22)

S(1) S()

ahol n a feliileti normal egységvektor (2.4. abra), v, = vin = [vi| cos(a) az S(#,) feliilet normalis iranyu sebessége
(pozitiv ha 0 < o < 90°, negativ ha 90° < a <180°). Mivel In| = 1, |dSI = dS, a v dS skalarszorzatra:
v dS = |v| IdS]| cos(a) = v, dS . Az egyenletekben tehat v, dS helyett v dS skalarszorzat is irhato!
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2.5. példa. Anyagi térfogat kobtartalmanak idéegység alatti valtozasa

A 2.5. abran a V(t) anyagi térfogat S(¢,) feliilete egy vonallal van 4b-
razolva. Az S(¢)) anyagi feliilet v, normalis iranyu sebességgel (2.4. abra) mozog.
A V(1) térfogat kobtartalmanak valtozasa Ar id6 alatt a 2.5. abra alapjan:

Ve, +40)=Vit)= [v,4tds . (2.23)
S(n)

ugyanis az S(¢1)-re meréleges egyeneseken a V(¢ + A¢f) térfogatig huizott szaka-
szok hossza kozelitdleg v, At (2.5. abra), és igy a térfogat valtozasat a (v, 4t dS)
hasabok 0sszegzése adja. Az integralbol Az-t kiemelve, és osztva:
2.5. abra. Az anyagi tér- dv
fogat Az id6 alatti valto- dr = Ivn ds = IV ds . (2.24)
z4sa. Az S(t/) altal At 1d6 S(n) 8(n)
alatt athatolt térfogat vo- Az anyagi térfogat kobtartalmanak idéegység alatti valtozasa tehat igy szamit-

nalkazva lathato. haté. (Ugyanezt kapjuk (2.22) képlettel is, mert az S(#:) altal 4z 1d6 alatt athatolt
térfogat éppen (2.23) egyenlet bal oldala.)

t=t,

A kovetkezo példaban szakaddsi feliilet kezelését is bemutatjuk.

2.6. példa. Merev lapra es6 rugalmas hasab

Rugalmas hasadb merev lapra esik (2.6.
abra). A = 0 iddpillanatban ¢ sebességgel ér a lapra.

Benyomddni nem tud, a homlokfeliilete hirtelen a ¢ TC =3
zérus sebességet veszi fel. Tételezziik fel, hogy a 0 g
t = 0 pillanatban egy 16késhulldm indul a rugalmas lc ) 1c T [€=0 VIC N
testben folfelé, w hullam-sebességgel. Ennek a fel- 1 T

tevésnek csupan annyi az alapja, hogy példakon csi- c=0 c=0 it

szolodott mechanikai érzékiink ezt sugallja. Meg- lc Tc T

probaljuk a jelenséget ezzel a feltétellel leirni. Ha OO N N
sikeriil az axiomakat teljesiteni, akkor a jelenség

a valésagban is ugy fog lezajlani, ahogy szamit- 2.6. abra. Merev lapra es6 rugalmas hasab mozgasa
juk.>?

A 16késhullam egyenletes w sebességgel 7'1d6 alatt végighalad a hasabon (alabb kiszamitjuk 7-t).

A t=T/2 idépontban a hasab felénél tart (2.6. abra). A 16késhullam pillanatnyi sikja alatt a hasab pont-
jainak a sebessége ¢ = 0, folotte a hasab minden pontja még ¢ sebességgel halad a lap felé. Mivel a hasab
impulzusa csokkent, a hasabra erének kellett hatni. Nyilvan a merev lap nyomja. A 16késhullam alatti részen a
hasab dsszenyomodott (és Hooke tdrvénye szerint kiszélesedett, ezt 1atjuk az abran). A 16késhullam sikja folott
a hasab fesziiltségmentes (szélessége az eredeti).

A t = T idépontban a 16késhullam elérte a hasab tetejét. Az egész hasab 0sszenyomodott, a sebesség
mindeniitt zérus. A hasab tetejének alsé oldalan nyomofesziiltséget talalunk, a levegd feldl azonban ez nincs
ellenstilyozva. Ezért a hasab folso rétege a levegd felé ugrik. Ett6l kezdve a hasab folfelé kiragozik, azaz most
lefelé indul el egy 16késhullam.

A t=3T/2 iddpontban a lefelé tartd 16késhullam eléri a hasab kdzepét. A folsd rész ¢ sebességgel halad
folfelé, fesziiltségmentes allapotban. A 16késhullam sikja alatti rész még 6ssze van nyomddva, a sebessége z¢-
rus.

A t=2T idépontban a hasab folfelé halad ¢ sebességgel, fesziiltségmentesen elhagyja a merev lapot.

A (ITa) axiémat alkalmazzuk. Legyen ¢, barmelyik idépont a 0 < ¢; < T id6étartamban, és V(¢) az egész
hasab.

A (I1a) axioma: 4 j pdv| = j pgdV + _[F ds. (2.25)

70! L) s(n)

22Kivételt képeznek azok a ritka esetek, amelyeknél a mechanika alapegyenleteinek az altalunk ismert kezdeti és perem-
feltételek mellett tobb megoldésa is van (példaul a laminaris/turbulens atcsapas esetén, lasd a 13. fejezetben). A kiemelt
mondat valojaban minden mechanikai szamitas elvarasa.
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Vektoregyenletekhez fiiz6d6 feladatok megoldasanal két fobb modszert szoktak kovetni:

a) Koordinatamentes. A vektorokat a rajzon a vart iranyuknak megfelelden bejeldljiik, és az egyenletben
szerepld miiveleteket a vektoralgebra szabalyai szerint végezziik. A modszer gyors, de tévesztheto.

b) Koordinatas. A térben felvesziink egy koordinatarendszert, és a miiveleteket a koordinatakkal vé-
gezziik. Az eljaras lassabb, de biztonsagosabb.

A koordinatas targyalast kovetjiik. Mivel az Gsszes szerepet jatszo vektor fiiggdleges allasu, bevezetjiik
a fligg6legesen folfelé iranyuld Z tengelyt (2.6. abra), e, egységvektorral. (Az X tengely a vizszintes sikban
akarmilyen iranyu lehet, az Y tengely ra mer6leges, ezekkel nem lesz dolgunk.) A Z irdnya koordinatakat Gigy
is megkapjuk, hogy (2.25) egyenletet skalarisan szorozzuk balrdl e,-vel, és a differencialas, valamint az integ-
ralasok jele ala beszorzunk:

d
— ev)dlV
dtf”( MV

40

= | ple,g)dV + |e, FdS . (2.26)
J J

M v S(ty)

Mivel a szerepl6 vektorok fiiggblegesek, e,v = v a hasab pontjainak a sebessége (folfelé pozitiv, lefelé negativ),
tovabba: — e,g = g a nehézségi gyorsulas nagysaga, a feliileti integral pedig a merev test altal a hasdbra gyakorolt
erd (folfelé pozitiv). Jelolje I a hasab impulzusat a ¢, iddpillanatban:

, (2.27)

ez a nagysaga a (2.25) bal oldalan a differencialas jele utani vektornak. Az [ értéke kezdetben (¢ = 0, amikor a
hasab a lapra érkezik), valamint az idétartam végén (z = 7, teljesen 6sszenyomodott allapotban) a kovetkez6:

L = JPVdV

V(t)

Oz(—c)jpde—mc , 1, = jpvdV =0 , (2.28)

V() V(t)

ugyanis kezdetben v = - ¢ a hasab minden pontjanal (2.6. abra), és a teljesen 6sszenyomoédott allapotban v = 0.

(Ellendrzés: A kezdeti impulzusvektor a sebességgel aranyos, lefelé mutat, e, vektor folfelé, /i..c negativ, helye-
sen.)

A hasab iddbeli jelleggdrbéit a 2.7. dbra mutatja. Az [ impulzus az id6 fiigg-
I impulmis vényében a [0,7] intervallumban linearisan valtozik (mert 2.6. abran a val-
ol ? I tozas egyenletes). A linearitds miatt bdrmely t;-nél (a 0 < ¢ < T intervallum-

i ban) az [ differencialhanyadosa egyenl6 az iddtartam alatti kiilonbségi ha-
, nyadossal:
=ic— |

. P T an - _me (2.29)
F,erd i dt|t=t, T .
i A (2.26) egyenlet szerint azonban:
dl
0 T idd — =G+F;+F , (2.30)
dt|t=t,

ahol G a hasab sulya, és a merev lap altal a hasabra gyakorolt erét Fg + F'
Osszegre bontottuk. F¢ az az erd, amivel a merev lap a hasab stlyat tartja:

G+Fs=0, (2.31)

F¢ fiiggetlen a hasab impulzusvaltozasaitol, akkor is ennyi, ha a hasabot sebesség nélkiil ratessziik a lapra. F az
a tobblet erd, ami a hasab impulzusanak a lefékezésére forditodik. F az id6 fuiggvényében allandé (2.7. abra),
mert a hasab aljan az 6sszenyomoédas az egész id6 alatt ugyanolyan. (2.31)-et (2.30)-ba téve, és 6sszehasonlitva
(2.29)-el:

2.7. abra. A hasab jelleggorbéi

F=mc/T. (2.32)

Gyakorlott vektoranalitikus ezt az egyenletet egybdl felirja, mondvan: Az idéegység alatti impulzusval-
tozas egyenld a hato erdvel. (Ez mas feladatoknal is alkalmazhatd.) Az egyenlethez vezet6 ut kdvetése mégsem
volt felesleges, mert bemutatta a (Ila) axioma, a nehézségi erd, a linearitas, és a (2.29) egyenlet szerepét.
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El6szor kiszamitjuk a Aulldmsebességet.

Az elébbi, (2.32) egyenlet: F=mc/T .
A 16késhullam 7 id6 alatt végigfut a hasabon: L=wT.
A hasab teteje T'1d6 alatt AL utat fut be: AL =T .
A nyomofesziiltségre Hooke torvénye: onyoms = E & , azaz: F/A=EAL/L .
Utobbiba az elébbieket helyettesitve: ne_g T ,majd m = pAL, és L = w helyettesitéssel:
TA wT T
o E w= |E (2.33)
P P

Ez az egyenl6ség sok tankdnyvben megtalalhato, mint a hullimsebesség egyik képlete. Itt azonban véges fe-
sziiltségugrasra vezettiik le, a mechanika legelemibb képleteivel! A tobbi paraméter:
T=Lw , B . A A (2.34)
L w
Szamszert értékek acélra:

p="7800 kg/m®, E=2.10" N/m?>, w=5063m/s,és c¢=20m/s esetén o= 790.10° N/m>.

Ertékelés: Az (Ia) axidma eleve teljesiil, mert a hasab tomege végig allandé. A (IIla) axioma is minden idépil-
lanatban teljesiil, mert semmiféle forgas nincs a rendszerben. Mivel az axiomak teljesiilnek, e/vdrhato, hogy a
szamitas jo kozelitése a valosagnak.

A példanak van egy szépséghibaja. Amikor a lefelé halado

pilya anyagi pont talalkozik a 16késhullam frontjaval (2.8a abra), akkor a

pont hirtelen kifelé ugrik, és a tovabbiakban a palya egy pont. A palya

réteg ilyen hirtelen valtozasa valdsdgos testekben nem johet 1étre. (Acélban

a N tonkre tenné a kristalyszerkezetet.) A palya ugrasa a mozgas 1D-s ke-

zelésének erdltetése miatt jott be, ami a merev lapra érkezés pillanata-

ban kialakulé 3D-s mozgés tilzott leegyszeriisitése.”® Realisztikusabb

feltételezni egy vékony "szakadasi réteget” (2.8b abra), amelyben ez a

valtozas 3D-s mozgassal 1étrejon. A szakadasi réteg bevezetésével az

elébbi gondolatmenet alig valtozik: A 16késhullam sikja helyett ekkor

a szakadasi réteg halad az anyagban (a mozgas f6 paraméterei ugyan-
azok), és ekkor minden anyagi pont palydja folytonos vonal.

2.8. bra. Szakadasi réteg
bevezetése

Ez a példa bemutatta egy iitésszerti igénybevétel kontinuummechanikai kezelését. Ez figye-
lemfelhivas arra, hogy az iitések és I6kések mas bonyolultabb esetekben is kezelhetok szakadasi felii-
letekkel vagy szakadasi rétegekkel (lasd az 5. fejezetben).

3 Az R sugaron levé pont ugrasanak x nagysagat az acél 8. fejezetben adott anyagallandéival szamitva: x/R = 1,35.10712,
Az x tehat olyan kicsi, hogy a gyakorlatban nem érdemes vele foglalkozni!
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Az (Ia), (Ila), (Ila) axiomakban csak térfogati tdmegeloszlas, valamint térfogati és feliileti
er6 eloszlas szerepel. A kontinuummechanika elméletében azonban esetenként masfajta idealizalaso-
kat is hasznalunk, ezeket foglaljuk itt 6ssze.

2.7. példa. Altalanos tomeg és eré eloszlasok

Sok feladatnal feltételezhetjiik, hogy F(#) koncentralt tdomegeket, vagy vonalmenti, esetleg feliileti t6-
megeloszlast is tartalmaz. Ugyanigy az erdkre és a nyomatékokra is k = 0, 1, 2 és 3 dimenzids eloszlasok is
felvehetok. Ezekkel az idealizalasokkal a harom altalanos axioma, V(¢) anyagi térfogatra felirva:

3
d
b d . 2.35
(Ib) dtz Idmk‘f:fl 0 23
k=0 p (1)
d g :
(ITh) => [vdm|., =3 [tdv, . (2.36)
dtis v (t) k=0 p (1)
AN Y N
(ITTb) ;Z J.rXVdmk‘t:h: rxfdek+Z IMdek : (2.37)
tk:0 V(1) k=0 () k=0 p(s)

Az (Ia), (Ila), (II1a) axiomakban mar eddig is szerepeltek:
dm3 = pdV f3 = pg dV3 =dV f2 =Fn dV2 =dS

Egyes alkalmazasoknal eléfordulhatnak még:

dm, : koncentralt témeg izolalt pontban (statika), >*

dm, : vonal ivhosszal aranyos elemi tomeg (kotél),

dm, : feliilettel aranyos elemi tomeg (szappanbuborék),
f,, : koncentralt erd izolalt pontban (statika), dVj =1, >

f, : vonalmenti erdstiriiség (kapillaritas), dV) =dl,
M : koncentralt nyomaték izolalt pontban (statika), *°
M, : vonal ivhosszal aranyos elemi nyomaték (rudak),
M, : feliilettel aranyos elemi nyomaték (héjfeliiletek),
M 5 : térfogattal ardnyos elemi nyomaték (magnesek).

Ha egy mechanikai elméletben az utobbi négy nyomaték koziil legalabb egy szerepel, akkor poldros
targyalasrol beszélnek. A tovabbiakban ilyen nyomatékokat nem targyalunk, tehat nem-polaros elméletet fej-
tiink ki.

Az (a) axiomakban szerepl6 eloszlasokat az emeli ki a tobbi koziil, hogy természetes modon kapcso-
l6dnak gyakorlati feladatokhoz (lasd az aramlastani és vizgépes példakat), valamint a newtoni kontinuum alap-
mennyiségeihez (tdmeg, siirliség és erdhatasok fogalmahoz)>’. Esetenként azonban a szamitasok egyszertisitése
vagy a ritkabban el6forduld eréhatasok (pl. magnesek) figyelembevétele érdekében a tobbi idealizalast is hasz-
naljuk, és pontokba koncentralt elemeket, valamint vonalmenti, feliileti és térfogati eloszlasokat a (b) axiomak-
kal illesztiink az elméletbe.

De bevezet6 jellegli targyalasunkban tovabbra is csak az (a) axiémak kdvetkezményeivel foglalkozunk.

S*Ekkor Idmo a V(t)-ben levo koncentralt tomegek Gsszességét jelenti.
Vit)

55Az elébbihez hasonléan f ) -nak a dV szerinti integralja a V'(¢)-re hato koncentralt erék vektordsszegét jelenti.

SHasonléan M () -nak dV[yszerinti integralja a V()-re hat6 koncentralt nyomatékok vektordsszegét jelenti.
57 Noll [2] és Trousdell [3] is az (a) axiémakra épiti a targyaldsat.
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Kinematika

Az (a) axiomak a mozgas dinamikai (er6tani) alaptorvényei. A teljesség kedvéért érdemes ki-
csit a kinematikaval is foglalkozni, ami a mozgas geometriai leirasa. Mivel a testek mozgasat az anyagi
pontok palyai hatarozzak meg, a kinematika tulajdonképpen a pdlydk jellemzése.

2.8. példa. Anyagi pont palyaja
Az anyagi pont a K(f) kontinuumba (2.1. abra) beléphet, és belle tdvozhat (mint a szélcsatorndban is).
A kontinuumon beliil az anyagi pont palyajat egy r(¢) fliggvény irja le, r a helyvektor K(#)-ben, és ¢ az id6. Az
anyagi pont sebessége a kontinuum v(r,f) alapfiiggvénye. A ¢, idépillanatban az anyagi pont az r =r(#;) pontban
tartozkodik. Egy késobbi ¢ > ¢ id6pontban a sebesség integralasaval (az id6t jelentd 7 segédvaltozoval) a pont
helyvektora:
t
r(t)=r + J‘ v(r(z),7)dr - (2.38)
tl
Ez az anyagi pont palyajanak az egyenlete. Ismert v(r,?) sebességeloszlas esetén a palya ezzel a képlettel,
id6ben léptetS eljardssal konnyen szamithat6.”® Alapveté matematikai tétel alapjan a pdlya folytonos vonal.*

Szakadasi feliiletnél a v(r,f) fiiggvény magyarazatra szorul. A kontinuumot az Sp(¢) szakadasi
feliilet kettévagja Ki(7) és Ka(¢) részre (2.9. dbra). A szakadasi feliilet egy pontjanal a feliilet két oldalan
a sebesség hatarértékét jelolje v és v*. Ugy tekintjiik, hogy ezek a hatarértékek a v(r,t) fiiggvény
értékkeszletéhez tartoznak! Tehat az Sp(t2) feliilet r> pontjanal két anyagi pont is tartozkodhat, az egyik
az egyik oldalon, a masik a mésikon, és a sebességiik: v (ry,%,), v'(ry,t,). Egy ©» iddpontban az
r2 = r(#2) pontnal tartdzkodo6 anyagi pont sebessége:

e Har aKi() vagy Ka(t2) belsejében van, akkor:

d n
i =v(r,t,) | (2.39) 50

1=t
’ Sp(0)
e Har:az Sp(t2)-n van, és az anyagi pont éppen dthalad a szakadasi v

feliileten (példaul 1okéshullamon®?), akkor a sebessége ugrik az K,(0)
1

Sp(t2) két oldalan érvényes v~ (ry,1,),v'(ry,1,) sebességek
kozott.

e Ha r; az Sp(t2)-n van, és huzamos ideig tartozkodik az Sp(t)
egyik vagy masik oldalan (példaul szilard test és folyadék hata- 2.9. abra. A Ki(7) és
ran), akkor ott a sebessége folyamatosan vagy K(f) tartomany

VO (ry, 1) vagy v (rp, 1) -

A sebességvektor ilyen értelmezése biztositja, hogy amig az anyagi pont a K(¢) kontinuumban
tartdzkodik, minden idépillanatban van sebességvektora, akar a Ki(f) vagy K(f) belsejében, akar a
szakadasi feliileten talalhato.®!

8A ridépontban az r(7) helyen 1év6 pontot kicsiny Az id6 alatt Ar = v(r(7),7) A7 elmozduléassal 1éptetve nyerjiik az
r(7+ A7) =r(7) + Ar pontot. Ezt az id6lépést ismételve nyerjiik a palya pontjait. A pontossag Runge-Kutta modsze-
rekkel fokozhato.

*Ismert matematikai tétel, hogy korlatos fiiggvény integralja, az integral f6lsé hataranak fiiggvényében folytonos. A (2.38)
egyenlet alapjan tehat a kérdés az, hogy a sebesség fiiggvény korlatos-e? A (2.2) fliggvényekre kikotottiik, hogy "jézanul"
viselkednek, tehat korlatosak, és a hatarértékeik is azok. Ezért a (2.38) palya mindig folytonos vonal.

%A 2.6 példaban az anyagi pont a 16késhullamon athaladva icipicit ugrik. Ezt vagy elhanyagoljuk, vagy szakadasi rétegként
kezeljiik, és ekkor az anyagi pont palyaja (a 16késhullam szakadasi rétegén athaladva) folytonos vonal.

1A (2.38) egyenlet és kovetkezményei egyarant vonatkoznak szilard testekre, folyadékokra és 1égnem testekre.
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Ahol a sebességvektor hossza nem zérus, ott a palya irdnya hatarozott, és a (2.38) egyenlet
egyértelmiien megszabja a palyat.

Kiilon figyelmet érdemelnek az aramlasi tartomany zérus pontjai (ahol v = 0), mert ott a palya
iranya hatarozatlan. Egy gyakran el6forduld sikaramlas zérus pontjat a 2.9. példa mutatja be.

Sikaramlasnak nevezik az olyan aramlasokat, melyeknél minden sebességvektor egy adott sik-
kal parhuzamos, és a sebességek a sikra merdleges iranyban valtozatlanok. Ha a sik a z tengelyre me-
réleges, akkor a sikdramlas egyenletei: vy = vi(x,)), vy = v(x,y), v = 0, ami 2D-s feladatot jelent.

2.9. példa. Sikaramlas torlopontnal

A 2.10. abra egy ismert 0sszenyombhatatlan, surlodasmentes
sikdramlas véazlata, ami a komplex szdmsikon jol kezelhet6®”. A két
szembefordult aramlas k6zo6tt a T torlopontban v=0. Haaz dbrataz 'Y
tengely mentén elvagjuk, akkor egy siklap felé tartd surlédasmentes
T X aramlas esetét modellezi. Az dbra negyedét tekintve a sarok melletti
surlodasmentes dramlas vazlatat latjuk. A sebességmezd egyenletei :

Vy="X, V=Y.

A (2.39) egyenlOség alapjan a palyak differencidlegyenlet rendszere:
dx d_y _

2.10. &bra. Sikaramlas torlopontnal = = ,
dt dt

y .

Két szétvalaszthato differencidlegyenletet nyertiink. Az elsére: @ = —dt, ezt integralva:
X

Inx =—#+C . Ez teljesiil a # idépontban az (xo,)0) pontban levd anyagi pontra is, tehat: Inxy =~y +C. Az
_(t_to )

utobbi egyenletet az eldbbibdl kivonva: In(x/xg) =—(f —t;), ami exponencialis alakban: x = x( e

Ehhez hasonl6an a masik differencialegyenletbdl: y =y, 7h) Ez akét egyenlet irja le az anyagi pontok pa-

lyait. Ezek szerint:
xo =0 és yo =0 esetén a T torlopontnal levé anyagi pont az origénal marad, a palydja egyetlen pont.

xo # 0 de yo = 0 esetén az X tengelyen levé anyagi pontok az id6 mulasaval egyre kdzelebb keriilnek T-
hez, de soha el nem érik!

yo # 0 esetén az anyagi pont exponencialis litemben tavolodik az X tengelytdl, végiil elhagyja a K(¢)
tartomanyt.

A két mozgasegyenletet 6sszeszorozva: xy = x Vg, a palydk hiperboldk.

A 2.10. abréat datgondolds nélkiil szemlélve valaki azt mondhatja: két anyagi pont eltiinik, és két anyagi
pont keletkezik. A palyak egyenlete azonban azt bizonyitja, hogy az X tengelyen levé anyagi pontok sohasem
érik el a torlopontot, és a torlépontbdl anyagi pont nem tud kiszabadulni. Tehat anyagi pontok keletkezése és
eltiinése a 2.10. dbra szerinti aramldsban sem lehetséges.**

Az X tengelyen mozgo anyagi pontok bemutatott viselkedése elméleti lehet6ség. A valdsagos aramla-
sokban mindig van egy kis instaciondrius jelleg, és ha az X tengelyen haladoé anyagi pont kicsit elhagyja a
tengelyt, akkor el is tavozik. (Ugyanez a helyzet a szarnyprofilok orran kialakuld torlépontoknal is.)

2A konjugalt komplex sebesség: V = —z , de itt csak a valds egyenleteket mutatjuk be.

8 A sikaramlasok egyenletei levezethetdk az (a) axiomakbol (lasd a 12. fejezetben).

%Van az dramlastannak egy olyan 4ga — a szingularitdsok elmélete — amely idealizalt forrdsokat és idealizalt nyelSket is
feltétételez a kontinuum belsejében (amelyek anyagi pontokat tudnak kibocsatani €s elnyelni). A szingularitasok elméleté-
ben a forrasok és nyel6k csak kivételes helyeken (izolalt pontoknal, vonalaknal, feliileteken) fordulnak el6. Ebben a tanul-
manyban ezeket egyszerliség kevéért kizartuk. Valosagos aramlasokban ilyenek nincsenek, anyagi pontok csak a konti-
nuum hataran érkezhetnek és azon tdvozhatnak.
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2.10. példa. Térfogat-részecske mozgasa

Az anyagi pont koriil elhelyezkedd kicsiny dV anyagi térfogatot térfogat-részecskének vagy egysze-
rlen részecskének nevezik. A részecske tomege: pdV (ahogy az integralokban is hasznaljuk). A térfogat-ré-
szecske mozgasat a kivalasztott anyagi pont kdrnyezetében levd anyagi pontok mozgasa szabja meg. A Ki(7)
vagy K»(f) tartomany minden belsé pontjanal (2.9. abra) a v(r,?) fiiggvény differencialhatd. Ezért ezeknél a
pontoknal a térfogat-részecskék mozgasa jol jellemezhetd. Amig az anyagi pont (a részecskével egyiitt) a pa-
lyajan halad, koriilotte a részecske elfordul, deformalodik, kiterjed, vagy komprimalodik.

Tekintsiink egy kicsiny gdmbalaku térfogat-részecskét a ¢, idGpillanatban az r; helyen levé anyagi pont
kortil, és nézziik ennek egy kicsiny At id6 alatti valtozasait.

A gomb kozéppontjanak eltolodasa: Ar = v(ry, 1) 4t .

ovy Ovy Ovy ov (ov :
™ oy o o \ar
A sebesség derivalttenzora®: av |ov, v, dv, | . Ezt szimmetrizalva®: Szf . (2.40)
or ox Oy Oz
ov, Ov, Ov,
ox Oy Oz

A gomb kicsiny ellipszoidda deformalodik, melynek fétengelyei az (I + A S) sajatiranyai, és a féten-
gelyek iranyaban 1étrejovo nyujtasok mértékei ennek a sajatértékei (lasd a matrixszamitas szakkonyveiben).

4

. . . (ov — Vettipszoia =V gomp
A divergencia: divv= l(— = |im 225270

or) 550 Vi At

, az idoegység alatti relativ térfogatvaltozas.

A rotécio: rotv=2m , a kicsiny gomb pillanatnyi szogsebességének kétszerese.

2.11. példa. Palyamenti differencialhanyados
Az anyagi pont az r(t) palyajan mozog. Legyen W(r,¢) egy tetszéleges fizikai paraméter, ami a hely
és az id6 fliggvénye. (Példaul siirtiség, hémérseklet, vagy sebességvektor.) Az anyagi pont a £, idépontban az

r, =r(¢,) pontnal tartézkodik. Feltessziik, hogy az 1, pont a Ki(¢) vagy K»(¢) tartomany (2.10. abra) belsé pontja.
(Ez azért Iényeges, mert itt i parcialis derivaltjai r és ¢ szerint is Iéteznek.)

Az anyagi ponttal egyiitt mozogva a W pdlyamenti valtozasat a w(r(t),t) fiiggvény irja le. Valéban,
az id6 mulasaval, #,-r8l a (¢, + At) iddpontra térve, a w(r(z, + At),t, + At) az anyagi pont 0j helyén az 0]
idépontban érvényes i értéket szolgaltatja. A ¥ valtozasanak szokdsos elnevezései:

Konvektiv valtozas®’ (a térben): w(r(t, + 4t),t)— w(r(s),t,) .
Helyi vagy lokaélis véltozas (az id6ben): w(r(t,),t, + At)— w(r(s,),t,) .
Palyamenti vagy totalis valtozas (térben és idében): w(r(t, + At),t, + At)— w(r(s,),t,) .

Ezeket At -vel osztva, hataratmenettel differencialhanyadosokat nyeriink.
w(r(t),t) palyamenti differencidlhdnyadosa a lancszabély szerint:

W _d o))

_Opdr Oy
dt dt

= , 241
or dt ot 24D

%Lasd a (17.27) — (17.31) egyenleteket és a 17.6. példat.

%Az S tenzor a sebesség szimmetrizalt derivalttenzora. A csillag * a matrix transzponaltjat (foatlora tortént tikkorképét)
jelenti (lasd (19.13), (19.15) egyenletet). Az S matrixot tehat gy kapjuk, hogy a matrixban a f6atlé marad, és a tobbi
helyre a féatlora szimmetrikusan elhelyezkedd értékek szamtani kozepét tessziik. Az S tenzor szimmetrikus.

%"Ha i hdmérséklet, akkor konvekeios hészallitas folyik (innen az elnevezés).
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ahol dy//dt a palyamenti vagy totdlis derivalt. A jobb oldali szorzat a konvektiv derivalt, az utolsé tag pedig a
helyi vagy lokdlis derivalt. A kifejezést tovabb alakithatjuk, mert dr/dt = v az aramlasi sebesség. Ha ¥ skalar
mennyiség, akkor Oy /Or = grad v a gradiens vektor, és ha W vektor, akkor Oy/0r aderivalttenzor. Ezekkel
a palyamenti differencidalhdanyados:

Skalar Y-re: d_y/ = 6—Wﬂ + B_y/ =grady v+ 6_1// ) (2.42)
dt or dt ot ot
Vektor Y-re: d_\|/ = 6_\|/d_r + 6_\|/ = 6_\|/ v+ 6_\|/ . (2.43)

dt  ordt o or  at
A (2.42) képletet gyakran a stiriiség fliggvényre alkalmazzuk, ekkor: i = p(r,?), és a képlet:

dp op
—=vgrado+— . (2.44)
PR

A (2.43) képletet pedig gyakran az aramlasi sebességre alkalmazzuk, ekkor: y = v(r,¢), és az egyenlet a kdvet-
kezd alakot olti:
d_V:6_VV+8_V . (2.45)
dt or ot

3. fejezet. Az axiomak rogzitett térfogatokra

Az altalanos (Ia), (I1a), (ITla) axiomak bal oldalat mar dtalakitottuk a (2.19) — (2.21) egyenle-
tek szerint.®® Ezekben v,dS helyett vdS-t irva (a 2.4. példa alapjan), és az axiomakba behelyettesitve
ezeket kapjuk:

(Ic) % deV‘t:tl + JpvdSzO : 3.1)
V() S(t,)
(IIc) % J.,ov a’V‘t:,l + jpv(vdS)z j pgdV + IFdS : (3.2)
V() S(1) vt,) S(t,)
(ITlc) % j xpv dV|t:tl + Irxpv(v ds) = j rxpgdl + Ier as . (3.3)

Vt) S(n) V() S(1)
Mindkét oldalon az integralasokat idében valtozatlan tartomanyokon végezziik. Ezért az (Ic),
(Ilc), (ITIc) egyenletek a kontinuummechanika axiémai rogzitett térfogatokra felirva.®® Az S(¢1)

zart feliiletet az aramléstanban ellenorzé feliiletnek nevezik. Ez a vonatkoztatasi rendszerhez van rog-
zitve, és az id6 mulasaval helyben marad. (A példékban szaggatott vonallal jeldljiik, és rajta a feliilet-
elem vektort kifelé iranyitjuk.)

Stacionarius mozgas esetén (o, v, g, F idoben allando) az (Ic), (IIc) és (IIlc) axidomak bal-
oldali els6 tagja zérus.”® A 8. fejezetben latni fogjuk, hogy ez kvazistacionarius mozgasokra’! is igaz.

Azokban a fontos esetekben, amikor a baloldali elsé tag zérus, a masik baloldali tagot a jobb-
oldalra rendezziik, és igy kapjuk a (c¢) axidomak stacionarius és kvazistacionarius esetekre érvényes
kovetkezo sorozatat:

%8Fontossaga miatt az 4talakitas "matematikai iz{i" bizonyitasét a 18. fejezetben is vazoljuk.
O A rogzitett térfogat fogalmat lasd az 1.2. példaban.
7"Mert konstans fiiggvényt integralunk id8ben véltozatlan tartomanyon, és a konstans derivaltja zérus.
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(Id) Stacionarius és kvazistacionarius: 0=- I pvdsS . (3.4)
S(n)

(IId) Stacionarius és kvazistacionarius: 0=-— J pv(vdS) + J pgdV + J FdS . (3.5
S() 4 S()

(I11d) Stacionarius és kvazistacionarius: 0=— IrXpV(V ds) + I rx pgdV + JFXF dS . (3.6)
S(t) V() S(n)

Az (Id) egyenldség az aramlastan legtobbszor alkalmazott egyenlete. Csdvezetékek staciona-
rius vagy kvazistacionarius (turbulens) lizeme esetén ezzel szamitjuk a tomegaramot (3.1. példa).

3.1. példa. Tomegaram csdvezetékben

Egy cs6vezetékben (3.1. abra) viz vagy levegd
aramlik. Az lizemallapot stacionarius. Az (Id) axiomat al-
kalmazzuk a szaggatott vonallal jeldlt ellendrzo feliiletre.
A vdS = v,dS helyettesitéssel is éliink (2.4. példa). A cs6-
falon nincs ataramlas (v, = 0), ezért (Id) integralasat csak
az A1 és Ay szelvényekre” kell végrehajtani. Az 4, szel-
vénynél a normadlis irdnyu v, sebesség és a dS vektor el-
lentétes irany1, v, = - v (s igy vessziik figyelembe alabb
a (3.7) egyenletben), az 4> szelvénynél viszont egyird-
nyuak v, = vpa. A (3.7) integraljaiban az idéegység alatt
érkezd és tavozo térfogat van szorozva a striiséggel. A
jobboldali elsé integral az Ai-en idéegység alatt érkezd

3.1. dbra. Tdmegaram szamitasa csévezetékben tomeg, ezt m, jeldli, és tomegaramnak nevezziik (kg/s).

Mellette van a tavozo tdmegéram 71, .

0=- jpvn dS=— - J.p1vn1dA1 - Jpzvr12dA2 = IP1V;11dA1 - Jpzvr12dA2 =1y =ity G.7)
S(t) 4y 4y 4 4
Az egyenlet elejét és végét Osszevetve, lathatd, hogy a témegdaram az A» szelvénynél ugyanakkora, mint az 4,
szelvénynél (és a cs6vezeték barmely kozbiilsé szelvényénél is, ha kozben nincs vizelvételezés, hozzavezetés,
vagy csurgas).
Ha a csében viz aramlik: p; = p» = 1000 kg/m’, és példaul 4, = 0,2 m?, tovabba a csdvezetéket tap-

1416 szivattyl térfogatdrama (idéegység alatt érkezé folyadéktérfogat): O = 1 m’/s, akkor a cs6vezetékben

m = pQ = 1000 kg/s tomegaram folyik, és a normalis iranyu (szelvényre merdleges) datlagsebesség A1-nél:

m

=5m/s - (3.8)

1
vn1dtlag :;J.vrﬂdlil = P) A
1 4 14

Vizgépek folyadékszallitasat térfogatdarammal (m’/s) szoktak megadni, de hasznaljak a témegdramot
(kg/s) is [83]. Gazok és gozok széllitdsa esetén azonban p az dramlas mentén valtozhat, és ezért a csGvezeték
szelvényeiben csak a tomegaram allando!

72 A szelvények sikidomok.
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Impulzuserdok

A (IId) egyenl6ségben a jobboldalra atvitt feliileti integralt ugy értelmezziik, hogy elképzelt
eréket képvisel. Az S(#)) ellendrzd feliilet barmely S’ részén szamitott

fimpulzus = _J- pv(vdsS) . 3.9)

Sl
integralt impulzuserdének nevezziik, és ugy képzeljiik, hogy az az ellendrzd feliiletbe zart folyadékto-
megre hat az S' feliileten. Az impulzuserdk bevezetésével (I1d) egy erdegyensulyt jelent, ami a statika

megszokott modszereivel kezelhet6. Hasonloképpen, (I1Id) egyenlet az aktiv nyomatékok és az impul-
zuser6k nyomatékainak egyensulyat fejezi ki.

A tovabbiakat elokészitjiik. Folyadékok esetén a fesziiltségtenzort sokszor ilyen alakban irjak:

F=-pl+S 150 > (3.10)
p a nyomas, I az azonossag tenzora (1.21. példa), az Ssisass pedig magaba siiriti a folyadék belsd
surlodasabol szarmazo tagokat (példaul a Navier-Stokes egyenlet alapjan). Ezek sok esetben kicsik, és
ekkor (IId) axiomat a kovetkez6 alakjaban hasznaljuk:

(I1d) kis sarlédasu folyadékra: 0= — j pv(vdS)+ j pedV + j (- p1+S,,,...)dS . (3.11)

S(1) V() S(t)
A viz és a levegd viszkozitasa kicsi’?, ezekre a surlodas gyakran el is hanyagolhato:

(11d) strlédasmentes folyadékra: 0=- j pv(vdS)+ j pgdV + j —pdS . (3.12)

S(ry) V(1) S(yy)

Az egyenletekben a nyomasbodl szarmaz6 tag szamitasat megkonnyiti, hogy abszoliit nyomas
helyett a 1¢gkorhdz (sot tetszdleges nyomdsszinthez) képesti nyomasokkal is szamolhato (3.2. példa).

3.2. példa. A nyomasintegral szamitdsa tilnyomassal

A Fold felszinén egy csdvezetékben viz vagy levegd aramlik. A csovet kiviilrél levegd veszi koriil,
melynek nyomésa a 1égkéri barometrikus nyomds'™ pe.-. Ha a cséfal belsd oldalanak egy pontjanél az dramlo
kdzeg abszolut nyomdsa (a vakuumhoz képest) pass:, akkor az adott pontnal a cséfalat a (pass: — prar) nyomaskii-
lonbség terheli, amit tu/nyomdsnak neveznek és itt p; jeloli. (A cs6 belsejében érvényes nyomas ennyivel 1épi
tul a kiilsejében érvényes nyomast.) Ezekre a nyomasokra:

Pabsz = Pbar + Pril . (313)

Levegdben, kis kornyezetben a barometrikus nyomast legtobbszor allandonak tekintjikk: pror = konstans. A
konstans py.- feliileti integralja zérus, ugyanis Gauss torvényét, a (21.7); egyenletet alkalmazva:

[P dS= [grad p,,av =0 - (3.14)
S(ty) V(ty)
mert a konstans gradiense zérus. Ezért (3.12)-ben a nyomasbol szarmazo tag (3.13) és (3.14) alapjan:
J._pubszdS:J._ptu’ldS . (315)
N N

tehat (IId)-ben a nyomasbdl szarmazo tag a 1€gkodrhoz képesti tulnyomassal is (vagy akarmilyen konstans szint-
hez képesti nyomassal) szamithato.

73 A kinematikai viszkozitas vizre: v =10 m%/s (20° C hémérsékleten), levegére: v=15.10"° m?/s (1 bar és 20° C).

74 A nemzetkozi normal atmoszféra tengerszinten, atlagosan ps.- = 101325 Pa. A Fold felszinéhez kozel a hely magassa-
ganak novelésével a 1égkori nyomas atlagos csokkenése 100 méterenként kb. 1200 Pa, tehat 110 m magasan (Budapest,
Dunapart) az atlagos 1égkdri nyomas: puar = 10° Pa = 1 bar. Ezért kevésbé igényes szamitasoknal a barometrikus nyo-
masra az 1 bar értéket szoktuk hasznalni. Igényes szamitasok esetén (példaul vizgépek garancialis méréseinél) a 1égkori
nyomas pillanatnyi értékét barométerrel megmérik, és az igy nyert py.- értéket a berendezés kdrnyezetében levo levegd-
ben (néhany 10 méteres magassagon beliil) konstansnak tekintik.
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3.3. példa. ivesére hato eré

A konyokok és ivesovek (3.2. abra) feladata a csdvezetékben
kialakul6 aramlas mas iranyba vezetése. Egy cséidomot akkor neveziink
ivesonek, ha a kdzépvonal gorbiileti sugara (3.2. abra) a cséatméréhodz
viszonyitva: R/D > 2, és kényéknek, ha R/ID < 2.7

Korkeresztmetszetii csdvezeték 90 fokos ivesdvében viz stacio- konyok vesé

narius aramlasat vizsgaljuk (3.3. dbra). Célunk a csdre hato erd és a cso-
falban ébredo fesziiltség meghatarozasa. Két megoldast ismertetiink: 3.2 abra. Konyok és ivesd

A, Két ellendrzo feliilettel (a (IId) axidomat kiilon alkalmazzuk a folyadékra, és kiilon a cs6falra).
B, Egy ellen6rzo feliilettel (amelyben a cs6 feliilete szakadasi feliilet).

A, Két ellenorzo feliilet

A vizoldali belsé ellenérzo feliiletre az (Id) : r—;—? ————— =S fpalast
axiomat alkalmazzuk (3.3. dbra). A belépd és a ki- e A ,
-~ , , 76 p Vo o i £ AP"/‘”’
1€p6 sebességeloszlas egyenletes.”” A viz siiriisége A=
p = allando. A dS feliiletelem vektor kifelé mutat a NN T

térfogatbol. A belépd A4, feliileten (v dS) < 0, ezért
(Id) jobb oldalan a beléps tomeg-aram’”:

mlz_IdesszlAl ’ ¥

pozitiv. A tavozo tdmegaram viszont negativ:
My ==pv, 4,

A palaston nem Iép at tomeg, ott az integral zérus.
(Id) szerint viszont: m, +m, =0 (3.1. példa),
ami A> = A; miatt csak gy lehet, ha v, = v;. Tehat a
belépd és a kilépd sebesség nagysaga egyforma.

3.3. 4bra. [vesére hatd erd szamitasa
két ellen6rz6 felilettel

Most a belso ellendrzo feliiletre alkalmazzuk a (IId) egyenléséget. Feltessziik, hogy az aramlas surlo-
dasmentes. Ez egyrészt azt jelenti, hogy a fesziiltségtenzor: F = - p I alaka (1.21. példa), masrészt azt, hogy
nincs veszteség a konyokon (lasd a Bernoulli egyenletet a 13. részben), tehat p> = p1. Tegyiik fel, hogy a konyok
vizszintes sikban fekszik, és a nehézségi erd fiiggbleges komponensét alatamasztasok egyensulyozzak. Ezért
csak a vizszintes sikba es6 erdk érdekesek. Legyenek e: és ex egységvektorok (3.3. abra). Ezekkel a (3.12)
egyenlet tagjai:

az impulzuserdk: f

zmpl J.pV(VdS) pV A el b 1mp2 IpV(VdS) vaA e2 ) (3 16)

Al
a nyomoerdk: fpl = I(_pl) dS=p de, pr = I(_pl) dS=p,4e,  (3.17)
zh 4,
€s a palaston a cs6 altal a folyadékra gyakorolt erd: pahm = J-( pl) ds . (3.18)
Apalasz
Ezekkel (IId) egyenlet a vizszintes sikban: Yimpt + fimp2 + 1 + 850 +E 505 =0 . (3.19)

Az 3.3. adbra az er6vektorokat az iranyuknak megfeleléen mutatja. Figyeljiik meg az erdk iranyat. Az
impulzuserék mindig az ellenérzo feliilet belseje felé mutatnak. Folyadékok esetén, ha abszolut nyomasokkal
dolgozunk, akkor a nyomasbol szarmazé erdk is az ellendrzé feliilet belseje felé iranyulnak.” Most a (1Id)
axiomat a kiils6 ellendérzo feliiletre alkalmazzuk. A folyadéknyomas a paléston at a csdfalra f..s erével hat, ami
az akcié-reakcio6 torvénye alapjan:

f,=—F . = +f

cso palast imp imp

o+ +f,, (3.20)

75 A konydkok kisebb helyen elférnek, mint az ivesdvek, de az dramlasi veszteségiik 1ényegesen nagyobb.
"SEréhatas szamitdsoknal a pontossigi kdvetelmény nem szigort (1.17. példa), a feltételek lazabban kezelhetdk.
7TA betli f616tti pont id8egység alatt atlépd tomeget jelent.

8De ha 1égkorhdz képesti tilnyomasokkal dolgozunk (3.2. példa), akkor a szivott feliiletrészeken kifelé mutatnak!
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A (3.20) egyenlet jobb oldalan minden tag ismert, tehat a csére hato erdt kiszamitottuk. Az fe.s erét ey
€s e, iranyu (3.3. dbra) komponensekre bontva meghatarozhatok a cséfalban ébred6 fesziiltségek is.

Emlitésre mélto, hogy a palaston bonyolult nyomaseloszlas alakul ki. Ennek ismerete az er6 meghata-
rozasahoz nem sziikséges, mert az erdt (IId) axioma egybdl megadta!”

B, Egy ellenorzo feliilet

Most ugyanezt a feladatot ugy old-
juk meg, hogy a (IId) egyenldséget a 3.4. ab-
ran szaggatott vonallal jelolt ellendrzd felii- : =p
letre alkalmazzuk. Ebben az acél cs6 kiilsé ’
és belso feliilete szakaddasi feliilet. Az acél-
levegd és az acél-viz szakadasnal ugrik a sii-
riiség. ™

Az impulzuserék ugyanazok, mint
az elébb.

A nyomasokbol szarmazo erdket
légkorhoz képesti tulnyomdsokkal szamol-
juk (3.2. példa). Az ellendrz6 feliilet leveg6-
ben levd részein a tilnyomas zérus. Tehat a
feliileti erdk integraljat csak a belépés és a
kilépés szelvényein (41, Az, Aess,1, Aess2) kell
szamitani. Igy a (IId) egyenlet:

A 56,2

3.4. abra. Ivcsdre hat6 eré szamitasa egy ellenérzé feliilettel

2 p
pvidie; + pviAre; + pyydier + Pr i Ar€s = 01 Aess 1€1 — T2 Aess 2€2 =0 (3.21)

Ebben az egyenletben csak a két huzofesziiltség az ismeretlen. Komponensekre bontva két egyenletet kapunk,
melyekbdl az ismeretlen huzofesziiltségek meghatarozhatok.

Adatok: Cséatméré: d = 500 mm, a hegesztett cs6 falvastagsaga: 6 = 6 mm (3.4. abra), helyi tilnyomas
a csében p1.u = pau = 1 bar, a csében dramlo vizmennyiség O = 1 m’/s. Ezekkel az adatokkal: 4, = 4, = d*n/4
= 0,196 m?, Aess1 = Aess 2= (d + 6/2)md = 0,94.10° m?, vi = v2 = Q/4; = 5,1 m/s, p = 1000 kg/m’. Az e, iranyu
erdk:
pviA; =5098N, pyid; =19600N, Fy = (pviA; + piruds) = 24,7 kN,

Fy

¢és ebbdl a huizofesziiltség: Opil = 7 = 26,28 MPa 81,

€S6,1

Az e iranyu F er6 ugyanekkora, igy a csére hatd er6 nagysaga (3.4. abra): |f.|= IZE =34.9 kN. Elég

nagy erdt kaptunk. Az impulzuserdk és a nyomasbol szarmazé erdk olyan iranyuak, amelyek az ivcesovet elta-
volitani igyekeznek a csdvezetékbol. A cséfalban ébredd hiizofesziiltség az, ami visszatartja! A kapott htizofe-
sziiltség elég nagy®, de a hegesztett csdveknél hasznalt szénacélok biztonsaggal kibirjak. (Ha a csévezetékben
az ives6hoz egyenes csovek csatlakoznak, akkor a cséfal tovabbitja az er6ket a csévezeték lehorgonyzasaihoz.
Egyes nagy gyakorlatu csévezeték tervezok a nagymeéretii csoveket mindig lehorgonyozzdk az ivesd vagy ko-
nyok kozvetlen kdzelében (példaul betontombokhdz) annak érdekében, hogy a csatlakozo csévek ne legyenek
terhelve.)

A példabol l1athato, hogy B esetén (egy ellendrzo feliilettel) egyszeriibben nyerjiikk a megoldast, mint A
esetén (két ellenérzo feliilettel).

A (c) axiomak érvényesek surlodasos, levaldsos, és turbulens dramlasokra is (1asd a 14. fejezetben), tehat 1ényegében a
valdsagos aramlasokra. Az itt leirt szamitas tehat ekkor is alkalmazhatd, de a folyadékstrlodas hatasat empirikus alapon
(lasd a 13. fejezetben) altalaban figyelembe szoktak venni, és igy a p» nyomas valamivel kisebb, mint a p; nyomas.

80 A szakadési feliilet 1éte nem akadalya (IId) alkalmazasanak. A newtoni kontinuummechanika definicidjanal kikotottiik,
hogy az axiomak retszdleges anyagi térfogatra érvényesek, olyanokra is, amelyekben szakadasi feliiletek is vannak.

811 kN =1000N, 1 N =1 Newton =1kg . 1 m/s?, 1 Pa= 1 Pascal = 1 N/m?, 1 bar = 10° Pa, 1 MPa = 10° Pa.

82A huizofesziiltséget a 1égkorhoz képest szamitottuk (a jeldlésben 4y a tilnyomasra utal). A htuzofesziiltség tényleges értéke
ugy kaphato, hogy az abszolut zérus nyomasra korrigalunk (3.2. példa alapjan): 61 aps: = 1,4 - Ppar - Azonban a htizofesziilt-
ségekhez képest pp,- altalaban elhanyagolhato (a példaban is), és a korrekciot nem végezziik el.
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Az impulzuserdkkel kapcsolatban még a kovetkezot emlitjiik. Az impulzuserd elképzelt erd.
Ezeket annak érdekében vezettiik be, hogy eréegyenstlyt kapjunk, mert igy sok feladat egyszeriien
megoldhato. Egy impulzuserével szemben mindig megjelenik egy valodi erd, ami egy feliileten hat. A
3.5. abran figyeljiik meg a cs6ben halado folyadéktomegre hato erdket. A cs6fal + + + jelekkel ellatott
részén a nyomads nagyobb, mint az atlagos, és ezért a cs6fal az ebbdl a nyomasbol szarmazo erdvel
befelé nyomja a folyadéktomeget az impulzuserokkel szemben. Ezzel a valdsdgos erdvel tartanak
egyensulyt a képzelt impulzuserok.

Sokszor célszerti érzékletes fogalmakat
tarsitani a fizikai mennyiségekhez. Példaul az im-
pulzuserdket a 3.5. abra szerint képzelhetjiik el.
Az ivcso elotti folyadéktomeg (az els6 kis ember)
maga el6tt tolja a konyokben 1évo folyadéktome-
get (hogy iranyvaltasra kényszeritse a konyok- /
ben). A konyok utani folyadéktomeg (a masodik finp2 |
kis ember) igyekszik visszatartani az 6t told fo- /]
lyadéktomeget. Mindkét impulzuserd a konyok-

st
ben levo folyadéktomeg felé iranyul. A (I1d) axi- / && %

oma alkalmazasanal a tévedések elkeriilhetok, ha |

megjegyezzik, hogy a benne szerepld 6sszes erd
az ellendrzd feliiletbe zart tomegre hat.®3 3.5. dbra. Az impulzuser6k szemléltetése

Az eldzbek alapjan nyilvanvald, hogy kiilonbozo anyagu térfogatok is lehetnek az ellendrzo
feliilet belsejében. Ezt a vizgépek er6hatas szamitasainal (14.3. példa) ki is hasznaljuk!

3.4. példa. Elemi szilardsagtan

A szilardsagtan a newtoni kontinuummechanika szilard testekkel foglalkozo része. F6 feladata a terhe-
1és (er6k) hatésa alé helyezett @ll6 szilard testben kialakuld fesziiltségeloszlds szamitasa, és annak a megallapi-
tasa, hogy a test kibirja-e a terhelést (pl. épiilet), eltdrik-e (pl. gépalkatrész)? Ennek megfelelden, a (¢) axiomak-
ban v = 0 helyettesitésével az alapegyenletek:

All6 testre (IIc): 0= I pgdV + I FdS , és(Ilc): 0= I rxpgdV + Ierds . (3.22)
Vit s(n) Vi) 5(n)
A fesziiltségeloszlds szamitasara altalaban "végeselemes" szamitogép programokat hasznalnak. A vizs-
galt térfogatot sok kis térfogatelemre osztva, az alapegyenletekbdl levezetett linearis egyenletrendszer szolgal-
tatja a megoldast.*

A miiszaki feladatokat azonban a szamitogép korszak eldtt is megoldottak, és sok tapasztalat gyilt 6sz-
sze. Az egyik ilyen megoldas — amit itt "elemi szilardsagtan modszerének" neveziink — a kovetkez6: A o és t
fesziiltséget, mint a hely fiiggvényét ugyan nem ismerjiik, de jo miiszaki érzékkel a fiiggvények alakjat fel tudjuk
venni, és hagyva benniik néhany ismeretlen paramétert, a (3.22) egyenleteket felirva az egész testre (és esetleg
részeire is) az igy nyert néhany egyenlettel kiszamitjuk az ismeretlen paramétereket, és végiil ezekb6dl megha-
tarozzuk a szamunkra érdekes jellemzoket, példaul a legnagyobb fesziiltség becsiilt értékét.

Példaként a 3.6. abran vazolt, bebetonozott acélradban szamitjuk a fesziiltségeloszlast.

A téglalap keresztmetszet(i rud oldalai: 2a és 2b. A rudat a szabad végén ismert nagysagu F ero terheli.
Miiszaki érzékiink azt sugallja, hogy a legnagyobb fesziiltség az 4 pontnal fog ébredni. Ezért a (3.22) egyenle-
teket a szaggatott vonallal jeldlt ellendrzd feliiletre irjuk fel. Az F er6hdz képest a rad stlya elhanyagolhato,
ezért (3.22)-ben a g-t tartalmazé tagok elhagyhatok. Tehat a teljesitendd egyenletek:

Siilytalan, all6 testre a (c) axiémak: 0= j FdsS . 0= I rxFdS . (3.23)

S(ty) S(ty)

83 Egyes szakkonyvek az itt bevezetett impulzuserd (-1)-szeresét nevezik impulzuserének (és (I1d) atrendezés eldtti alakjat
hasznaljak). Ez csak formai eltérés, de ebbdl a szempontbol a szakkdnyveket ellendrizni kell!
84A végeselemes programok jol alkalmazhatok idedlisan rugalmas testek alakvéltozasanak szamitdsara.

43



Fay Arpad: Bevezetés a newtoni kontinuummechanikaba

; SN s
E— A\kBL ;

2a Crax

-

3.6. abra. Rudban ébredo fesziiltségeloszlas

A rud oldallapjain az allandé nyomast levegébdl szarmazé erdk kiegyenlitik egymast, ezért (3.23);
egyenletben csak a rad szabad végén hatd erd, és a falnal ébredd reakcioerd szerepel: R = F (3.6. abra). Ezek
erdpart alkotnak, ami forgatni igyekszik a rudat, de ezt ellenstlyozza a rogzitett szelvénynél ébredé M = F [
nyomaték. Az eré hatasara a rugalmas rud kicsit lefelé hajlik, a fols6 szal hiizott, az alsé6 nyomott, a kdzépsé
kozel semleges. Ezzel 6sszhangban alapveté feltételezésiink az, hogy a o fesziiltség linearis fliggvénye a hely-
nek: o = o y/b (3.6. dbra). A szelvény vonalkazott részén a o fesziiltségbdl ébredd o (2a dy) erd y karon fejti
ki a nyomatékat a kdzépvonalra, és a szelvényen €bredo teljes nyomaték:

b b b 3 3 3 2

¥ c...2a ¢ o.2a|y> |+b o 2al|b b o, 4ab

Fl:M: 2 d = 72 d = d = = _ | —-— —_max
:[a( ady)y :[amaxb aydy . :[y ly ", {3}_}) " 3 3

amibdl kapjuk a végeredményt: o = (0sszhangban a szilardsagtan ismert képleteivel). Ha ez kisebb,

b 2
mint az anyagra megengedett maximalis fesziiltség, akkor a rud nem fog eltdrni. (Az eredmény kozelito, cél-
szer(l biztonsagi tartalékot figyelembe venni a maximalis fesziiltség értékében, 1.17. példa.)

Az eljarasban egy 1épés magyarazatra szorul. Tengelyre szamitottuk a nyomatékot, pedig (3.23)2-ben
pontra szamitott nyomaték szerepel. Azonban az (1.10) egyenletnél megismertiik, hogy a nyomaték tetszéleges
pontra felirhato. A koordinatarendszer kdzéppontja — amire a nyomatékot felirjuk — legyen a 3.6. abra szerinti
B pont. A szelvény tetszdleges pontjanak helyvektora r = (x, y, 0), FdS = (0,0,0dS), és az x tengely iranyaba
mutatd egységvektor e, = (1,0,0). A (17.9) és (17.7) egyenletekkel ellendrizhetd, hogy: (rxFdS)e, = oydS, ahogy
szamitottuk.

Elemi szilardsagtani szamitasokat gyakran alkalmazunk vizgépek alkatrészeinek tervezésénél (jaroke-
rék lapatok, vezetOkerék lapatok, csigahaz, szivocso, tengely, csapagyak, és egyéb alkatrészek).

A (3.23) egyenletekhez még megjegyzést fiziink. Ezeket a statikaban, dallo gépek, épiiletek és
szerkezetek szamitasaiban hasznaljuk. A feladat altalaban tigy jelentkezik, hogy ismerjiik a szerkezetre
hat6 aktiv er6k egy részét és a szerkezet rogzitésének modjait (a kényszereket). Felirjuk a (3.23) egyen-
leteket, két eset lehetséges:

(A) Statikailag hatarozott feladat esetén a (3.23) egyenletekbdl a reakciderok meghatdrozha-
tok. A reakcioder csak abban kiilonbozik a tobbi aktiv er6tdl, hogy kezdetben még nem ismerjiik. A
(3.23) egyenletek az aktiv erdk és a reakciderdk egyenstlyat €s a nyomatékaik egyensulyat fejezik ki.
Ekkor tehat ismetjiik a vizsgalt térrész hatdardan hatd 6sszes erot (a fesziiltségek integraljait). Ha a tér-
rész belsejében is meg kivanjuk hatarozni a fesziiltségeket, akkor az anyagi egyenletek (8. fejezet)
alapjan meg kell allapitani, hogy az adott anyagnal az F fesziiltségtenzor hogyan fiigg a terheletlen
allapothoz képesti elmozdulas alakvaltozasi tenzoratol (példaul Hooke térvénye szerint), €s meg kell
oldani a kijelolt peremértékfeladatot.

(B) Statikailag hatdrozatlan feladatok esetén a (3.23) egyenletek nem elegenddk a reakciderok
szamitasahoz, mert azok a szerkezet deformaciojatol (a terheletlen allapothoz képesti elmozdulasaitol)
is fiiggenek. Ekkor az emlitett peremértékfeladatot tigy kell megoldani, hogy a kényszerek be legyenek
tartva, €s ez szolgaltatja a reakcioderdket és a fesziiltségeloszlasokat is.
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4. fejezet. Altalanos differencialegyenletek

Ebben a fejezetben az altalanos (minden anyagra érvényes) differencidlegyenleteket vezetjiik
le. Annak érdekében, hogy a vizsgalt tartomany minden pontjanal a fiiggvények differencialhanyado-
sai rendelkezésre alljanak, olyan tartomanyt vizsgalunk, amelyben nincs szakadasi feliilet.

Az altalanos differencidlegyenletek levezetése

A kontinuum a ¢ id6épillanatban a 3-dimenzios euklideszi tér olyan K(#) tartomanyat foglalja
el (2.1. abra), melyben a p, v, g, F fliggvények "kétszer folytonosan differencialhatok" 3°. A K(#1)-en
beliil tekintsiink egy tetszéleges V(t1) térfogatot. Alkalmazzuk erre az (Ic), (Ilc), (ITlc) axidomakat.
Mivel a V(#1)-ben nincs szakadasi feliilet, az egyenletek elsd integraljaira alkalmazzuk a (18.5) szerinti
bedifferencialast. Az S(¢1)-en szamitott integralokat pedig Gauss (21.5) egyenlete szerint térfogati in-
tegralokka alakitjuk. Igy az egyenletekben csak térfogati integrdlok szerepelnek. Minden tagot az
egyenletek bal oldalara rendezve, koz0s integralla alakitva, a kovetkezoket nyerjiik:

(Ie) I (% +div(p V)jdV =0 , 4.1)
V(n)

(ITe) I (% +div((pv)ov)— pg— diVFJdV =0 3 4.2)
V(n)

(Ile) J (% +div(rx(pv)ev)—rxpg— div(er)]dV =0 . 4.3)

V)
Ezek az integralok a K(1)-en belill tetsz6leges V(¢)) térfogatra z€rust adnak. Ez csak gy le-
hetséges, ha az integraland6 fiiggvények szintén zérus értékiiek a K(71) minden pontjaban.?” Ezzel
harom differencialegyenlethez jutottunk:

(If) % +div(pv)=0 , (a folytonossag egyik egyenlete) (4.4)
(I1f) @ +div((pv)ov)— pg—divF =0 | (4.5)
t
orx(pv) .. .
(11If) Y +div(rx(pv) e v) —rxpg —div(r<xF) =0 . (4.6)

Ezek egyszerlibb alakokra hozhatok (a levezetés részleteit lasd a (18.9) — (18.15) egyenletek-
nél),és az atalakitasok utan a kovetkezoket kapjuk:

85 A masodik differencialhanyadosok is folytonosak K(t1)-ben, és folytonosan kiterjesztheték K(#1) hatérara is.

8Tt o a diadikus szorzést jelenti, div F pedig a tenzordivergencia (lasd (19.8) és (20.5) egyenleteket).

$7Az eddigi bizonyitasok direkt logikai lépéseket alkalmaztak. Ennél a pontnal indirekt bizonyitdsi lépést hasznalunk. En-
nek alapja a lehetetlenre valo kévetkeztetés (latinul: deductio ad absurdum). Az indirekt feltevés a kovetkezd: Tegyiik fel,
hogy van K,-ben olyan pont, ahol valamelyik integraland6 fiiggvény nem zérus, mondjuk pozitiv. Akkor a fiiggvény foly-
tonossaga miatt a fiiggvény a pont koriil egy kis térfogaton is pozitiv. Ebben valasztva egy elég kis V(z)-et (az axiomak
akarmilyen kicsiny anyagi térfogatra érvényesek!), az azon szamitott integral is pozitiv. Pedig el6bb megallapitottuk, hogy
Ki-ben tetszéleges V(t)-re az integral zérus. Ellentmondasra jutottunk, tehat az indirekt feltevés nem lehet igaz, azaz nincs
olyan pont K;-ben ahol valamelyik integraland6 fliggvény pozitiv lenne. Hasonlé gondolatmenettel az integralando fiigg-
vény negativ sem lehet, tehat csak zérus lehet!
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dp

aIg) i + pdivv =0 , (afolytonossdg masik egyenlete), 4.7)
t
(IIg) P % = pg +divF , (Cauchy L. torvénye)*® (4.8)
t
(Il1g) w(F)=0 % (F szimmetrikus, Cauchy II. torvénye) . (4.9)

A (g) axiomak a newtoni kontinuummechanika altalanos differencidlegyenletei.

(IIIg) szerint az F tenzor vektorinvariansa zérus, ami azt jelenti, hogy F szimmetrikus. Az axi-
omarendszeriinkbdl szarmazo elmélet tehat csak olyan anyagokra alkalmazhato, amelyeknek az anyagi
egyenletei ezt biztositjak.”°

4.1. példa. Magnesekben a fesziiltségtenzor nem szimmetrikus

Ebben a konyvben a newtoni kontinuummechanika targyalasabol a magneseket kizartuk. Azonban
(ITIg) axidbma jobb megértése érdekében érdemes egy kis kitérdt tenni a magnesekre. Legyen M3 a magnesben
€bredo, térfogattal aranyos elemi nyomaték (lasd (ITIb) axiomat a 2.7. példaban). Ha ez jelen van a mechanikai
rendszerben, akkor M3 a (I1la) axidmaban is megjelenik, és onnan lépésenként levezetve végiil Cauchy II. tor-
vényére ezt eredményezi: w(F) = M3. Ha tehat M3 # 0, akkor F nem szimmetrikus! Ennek szamos kdvetkezmé-
nye van, példaul az, hogy magnesekben a Hooke-féle rugalmassagi torvény sem lehet érvényes a megszokott
szimmetrikus tenzorral.

4.2. példa. Magneses folyadékok

Magneses folyadékok a természetben nem fordulnak eld. Mesterségesen azonban eléallithatok. Magne-
sezett anyag kis részecskéit (vaspor) folyadékba (olajba, vizbe) szorva, a folyadék emulzids hartyat von a ré-
szecskék koré. Az ilyen anyag folyadékként viselkedik, és a részecskék nagyobb tomegeit tartalmazoé térfogata-
ira a kontinuum hipotézis alkalmazhat6. A magneses folyadék a newtoni kontinuummechanikaba poldros eset-
kent illeszthet6 be (lasd 2.7. példaban), és ezekre a sirlodasmentes F = - p I anyagi egyenlet sem érvényes.

Az egyszeriibb anyagok fesziiltségtenzorai azonban valamennyien szimmetrikusak:

A linearisan rugalmas szilard testek Hooke féle torvénye: (8.10) egyenlet.
A surlédasmentes folyadékok Euler féle egyenlete: (8.15).

A linearisan viszkozus folyadékok Stokes féle surlddasi torvénye: (8.16).
A turbulens aramlasok Reynolds féle fesziiltségtenzora: (8.25).

Ezért, ha ilyen anyagokkal dolgozunk®!, akkor (I1Ig) axiéma eleve teljesiil, azaz nem mond wjat. llyen
anyagok esetén tehat a szilardsagtani €s az aramlastani feladatok megoldasanal csak az (Ig) és (11g)
axiomakra tdmaszkodhatunk.

Ezek utan a kontinnummechanika specidlis (egyes egyszeriibb anyagokra érvényes) differen-
cidlegyenleteihez ugy jutunk, hogy az (Ig) axiomaba a stlirliség anyagi egyenletét (8. fejezet), és a (1Ig)
axiomaba a fesziiltségtenzor anyagi egyenletét (8. fejezet) helyettesitjiik, és igy szakadasi feliilet nél-
kiili tartomanyokban az elmélet nevezetes specialis differencidlegyenleteit nyerjiik (9. fejezet).

88[3]-ban lasd az 545-547. oldalon.
% w(F) az F vektorinvaridnsa. F akkor és csak akkor szimmetrikus, ha w(F) = 0.

PTrousdell [3] ezt Gigy fogalmazza, hogy csak olyan anyagi egyenlet hasznalhatd, ami “kompatibilis” az axidmakkal.
91 Azaz nem-poldros anyagokkal (2.7. példa).
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5. fejezet. Szakadasi feliiletek

A szakadasi feltételek levezetése

Ebben a fejezetben a szakadasi feliileteken megvaldosulé mechanikai koriilményeket vizsgaljuk.
Az Sp(t) szakadasi feliiletet mar a 2.1. abra kapcsan bevezettiik. A newtoni kontinuum altalanos defi-
nicidja megkoveteli, hogy az (a) axiomak (a (2.3) — (2.5) egyenletek) tetszéleges anyagi térfogatokra
teljesiiljenek, olyanokra is, amelyekben szakadasi feliiletek is vannak. Alabb konstrualni fogunk egy
kis anyagi térfogatot, ami az Sp(¢) feliilet egy részét a belsejében tartalmazza. Erre felirjuk az (a) axi-
omakbol levezetett (¢) axiomakat (a (3.1) — (3.3) egyenleteket), majd hataratmenettel a kis térfogatot
a szakadasi feliiletre zsugoritjuk. fgy megkapjuk azokat az egyenleteket, amelyeket az alapfiiggvények
(stirliség, sebesség ¢€s fesziiltségtenzor) szakadasi feliiletnél érvényes hatarértékeinek ki kell elégiteni
ahhoz, hogy a szakadasi feliilet newtoni kontinuum része lehessen. Ezeket az egyenleteket nevezziik
szakadasi feltételeknek.

Az 5.1. dbran a 11 iddpontban érvényes Sp(t1)
szakadasi feliilet alakjat egyetlen vonal abrazolja
(egyszeriiség kedvéért), ami egy feliiletet képvisel.
Tekintsiik az Sp(t1) feliilet egy r, pontjat (5.1. dbra).

Az Sp(t) feliileten tekintsiik a pontnak egy kicsiny K,

kornyezetét (ami egy kis feliiletdarab a feliileten). Az
5.1. abran lathato modon a K, pontjait a feliileti nor-

malison mindkét irdnyban d tavolsdgra elmozditva
egy kicsiny V(#1) = V1 + V> térfogatot kapunk. A V(#1)
terfogat a K, kornyezetet a belsejében tartalmazza. A
V() térfogatot anyagi térfogatnak tekintjiik.”> Ezért
az S1+ S feliiletének pontjai a kontinuum v sebesség-
ével mozognak, és a feliilet normalis iranyt sebessége:
ve =vn. A V(#) belsejében a szakadasi feliilet u,p se-
5.1. dbra. A szakadasi feliilet egy darabjat bességgel halad. (A szakadasi feliileten a feliiletre me-

belsejében tartalmazo anyagi térfogat réleges egységvektort a negativ oldal feldl a pozitiv
oldal fel¢ iranyitjuk, 5.1. abra).

Alapfeltevésiink értelmében V(#1)-re az axiomak teljesiilnek. {rjuk fel elészor (Ilc) axiomat.
Az egyenlet két oldalat felcseréljiik, és a jobb oldali térfogati integralra (18.8) egyenletet alkalmaz-
zuk, a w= pv fliggvényre:
0
j pgdV + j FdS = Adpv)

V(ty) $1+5; VitVa=Sp(t1)

dv + I(p'v' —pv u,,dS + I(pv)vndS . (5.1)
t=t, e Si+S2

Hajtsuk végre a d—0 hataratmenetet. A térfogati integralok zérushoz tartanak.”> Az S, és S,
feliilet a kiindul6 K,-hoz tart, azonban a feliileti normalis irdnyitasa S,-en ellentétes, mig S,-6n azonos

K,-ével. Ezt elgjelvaltassal figyelembe véve, a hataratmenettel a kovetkezot kapjuk:

I (F+ — F_)ndS = J.(p_v_ - P V) u,pdS + J‘erVJr vrdS — Ip_v_ v,dS . (5.2)
Ky K5 K K
Ezen egyenlOseg az Sp(t1) szakadasi feliileten az r, pontnak bizonyos hatarok kozott zetszéleges
K, kornyezetere igaz. Ez csak gy lehetséges, ha az integralando fiiggvények is egyenléek:

(I1h) (F+ —F_)nz(p_v_—p+v+)unD +ptvivi—pTvTy, . (5.3)

92 Az anyagi térfogat definicidjat 1asd az 1.3. branal.
B3V, — 0, V2 — 0, és ezért barmely rajtuk értelmezett korlatos fiiggvény integralja zérushoz tart.
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Ezzel megkaptuk az egyik szakadasi feltételt. A kapcsos zarojel konvenciot, [y]=y* —y~ hasz-
nalva az egyenlet igy is irhato:

(ITh) [Fn+pvu,, —pvv,]=0 . (5.4)

Hasonl6é modon F(¢))-re az (I¢) axiomat felirva (a pv helyett p-val):

(Ih) 0=(p " =ptyp +p vy —p v, Vvagy [pGu,p -v,)]=0, (5.5)
¢s a (IIle)-bdl pr x v -vel ugyanigy:
(I1Th) rx(F+ —F_)n:rx(p_v_ —p V)Y u,,+rxpvivi—rxp v v, . (5.6)

A (IITh)-ban ugyanazok a tagok szerepelnek, mint (ITh)-ban csak vektorialisan szorozva r-el,
igy (IITh) kovetkezik (ITh)-bol, azaz nem mond tjat. Ezért el is hagyjuk!
Az (Ih) és (ITh) egyenletek a newtoni kontinuummechanika szakadasi feltételei. **

Az (Th) egyenlet jelentését az 5.2. abra segitségével
szemléltetjiik. Az (5.5) egyenletet rendezve:

) p -V =p G -vi) =, (5.7) \h®
ahol m a feliiletegységen atlépd tomegaram (magyarazatat %

lasd alabb). (5.7)-bdl kdvetkezik, hogy ha u.p>v, akkor \\.\\\ P
unp>v, 1is teljesiil. Az 5.2. dbran mar ennek megfeleléen W \\ 1\ \3\‘

AN

vettiik fel a sebességkomponenseket. Ebben az esetben a
szakadasi feliilet nagyobb sebességgel halad a p~ stirliségli
kozeg feldl a p* stiriségli kozeg felé, mint az aramlasi se-
bességek. Ez azt jelenti, hogy a p* stirliségii anyag atjutva 5.2, abra. Normalis iranyu sebesség-
a szakadasi feliileten p~ stirliségli lesz. komponensek

A szakadasi feliilet feliiletegységén idoegység alatt atlép6 p* stirliségli anyag tomegét m jeloli.
Ez nyilvan egyenld a masik oldalon megjelend o siirliségii anyag tomegével. Ezt fejezi ki az (5.7)
egyenlet. (Ilyen viszonyok uralkodnak példaul egy g6zolgé folyadék felilletén, vagy egy gazban ha-
ladé nyomas 16késhullam frontjan.)

Az (5.7) szerinti 1 -al (ITh) is egyszer(ibben irhat6®>
(ITh) [Fn]+m[v]=0 , vagy Fn-Fn=rm(v -v") . (5.8)
A vektorokat a szakadasi feliiletre merdleges és parhuzamos komponenseikre bontva (1.20. példa):
Fn=o¢m+7ti, Fn=on+trtt, v=vnt+tvts, v=vintvts, (59)

ahol n a szakadasi feliiletre meréleges normal egységvektor, ti, t2, t3, t4, a szakadasi feliiletet érintd
egységvektorok. A szakadasi feliilet teriiletegységén o a normalis fesziiltség és 7 a csusztatod fesziilt-
ség. Az (5.8), egyenletet skalarisan szorozva n-el, az (5.9) egyenletek alapjan: nF'n = ¢, nFn = o~
ésnt;=0(i=1, ... ,4), a o fesziiltségre (azaz folyadékokndl p = - o nyomasra) ezt kapjuk:

le]l=-mlv,] , [pl=mlv,] . (5.10)

ami (ITh) axiéma legfontosabb kovetkezménye.

%4Ezek az egyenletek csak nem-polaros kontinuumokra (1asd a 2.7. példaban) érvényesek, azaz melyekben az F fesziilt-
ségtenzor szimmetrikus (lasd (4.9) egyenletet). Béda, Kozak és Verhas [9] az (Ih) és (ITh) egyenleteket dinamikai
kompatibilitasi feltételeknek nevezi (lasd (9-26) és (9-30) egyenletiiket). Trousdell és Toupin [3] az (Th)-t Stokes-Christoffel
feltételnek, és (ITh)-t Cauchy elsd torvénye szakaddasi feltételének nevezi (1asd (189.14), (185.6) és (205.3) egyenletiiket.
95[3]-ban (205.3) és (185.6) egyenlet.
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Elséfaju, vagy erds szakadasi feliiletr6l beszéliink, ha p, v, g, F koziil legalabb az egyik ugrik.*®

Masodfaji, vagy gyenge szakadasi feliiletrdl van szd, ha valamelyiknek csak a derivaltja ugrik.®’

Tételek els6faju szakadasi feliiletekre

(1). Egyszerii szakadasi feliiletr61°® akkor beszéliink, ha nem 1ép at tomeg a szakadasi felii-
leten, azaz: m = 0. (Példaul egy aramlast hatarol6 szilard falon.) Ekkor (5.7) alapjan a normalis iranyt

sebességek egyenldek, és (5.8) alapjan F'n = F'n, ezért a normalis iranyu és a csusztato fesziiltségek
is egyenlok:

m=0  u,=v, =v =V o =0 =1  p'=p . (5.11a)

De v; és/vagy p ugrik (kiilonben nincs els6faju szakadas).

Elso tétel a szakadasi feliilletekre: Egyszerii szakadasi feliileten (m = 0) mind v,, mind a feliileten
haté o fesziiltség (nyomas)®’, mind a 7 fesziiltség folytonosan megy dt az egyik oldalrol a masikra.

(2). Orvényfeliiletrél akkor beszéliink, ha [v, |= 0 (a név hidrodinamikai anal6giabol szarma-
zik). Mivel v =v. =v,, (5.7)-b8l: (p* = p " )u,p —v,) =0, tehat vagy p* = p~, vagy up= vy .
Az utdbbi esetben (5.7) miatt m = 0, tehat az elsd tétel van érvényben. Ha viszontm # 0, akkor
]=0 és (5.10) miatt 6* = 5~

azaz a o fesziiltség folytonosan megy at az egyik oldalrél a masikra, és az (5.8) egyenletbe (5.9) kife-
jezéseit helyettesitve a normalis iranyu vektorok egymast kioltjak és ez marad:

Tti—Tth=—m@W v ts) . (5.11b)

p" =p~ tehét gyakorlatilag ugyanarrél az anyagrol van szo. Ekkor [v

n

Orvényfeliileteken tehat a csusztato fesziiltség és/vagy a tangencialis sebesség is ugorhat, de alkalmas
ti vektorokkal ennek az egyenletnek teljestilni kell!

Kiilon figyelmet érdemel a surlodasmentes folyadék, amiben csusztatd fesziiltségek nem jo-
hetnek 1étre: 7= 7 = 0. Ekkor (5.11b) és m # 0 miatt: v/" t3 — v t4 =0, azaz: v/ t3 = v, t4. Mivel t3 és
t4 egységvektorok, ez csak ugy teljesiilhet, ha vagy t3 = t4 és v;" = vi~ (ekkor nincs els6fajii szakadas)
vagy t3 = — t4és v/" = — v, . Surlédasmentes folyadékban csak ilyen tangencialis sebességekkel valo-
sulhatna meg szakadasi feliilet. Ez egy elméleti lehetoség, és ugy tinik, hogy valdsagos testekben ko-
zelitdleg sem jon 1étre. Ezért azt mondhatjuk, hogy a kis viszkozitdasu vizben és levegdben ilyen tipust
szakadasi feliilet gyakorlatilag nem lehetséges. Szilard testekben azonban eldfordul (5.5. példa).

Misodik tétel a szakadasi feliiletekre: Orvényfeliileten (v, = v, ) vagy nem lép 4t anyag (7 = 0),
ekkor az els6 tétel van érvényben, vagy atlép (m # 0), de ez csak ugyanolyan siirliségili anyagban le-
hetséges, és ekkor a o huzoéfesziiltség (nyomas) folytonosan megy at, mig a 7 cstsztatd fesziiltség és a
v sebesség ugorhat.

(3). Lokéshullamrol akkor besz¢liink, ha [Vn ] #0. Ekkor v, = v, , ezért (5.7)-ben legalabb az
egyik zarojel nem zérus, és mivel p mindig pozitiv: m = 0. Igy (5.10) alapjan 6" # 67, de 7 és v, is
ugorhat.

Harmadik tétel a szakadasi feliiletekre: A [Gkéshullamon (v, # v, ) mindig 1ép 4t anyag, és rajta

mindig ébred o fesziiltség (nyomas) ugras.

%Ezeknek az alapfiiggvényeknek a szakadasi feliilet két oldalan véges hatarértéke van. Az "ugras" azt jelenti, hogy a fe-
liillet pontjainal a két hatarérték nem egyezik.

9TEzeket itt nem targyaljuk (megtalalhatok [3]-ban).

%Az egyszerii elnevezés nem szerepel a szakmai irodalomban, azonban a hasznélata itt konnyiti az osztalyozést.
9Szilard testekre a fesziiltség, folyadékokra a nyomas vonatkozik.
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Egyes szerzok hullimnak nevezik azokat a szakadasi feliileteket, amelyeken anyag 1ép at
(m #0). A Iokéshullamok (ahogy a neviik is jelzi) mindig hulldmok, de orvényfeliilet is lehet hullam a
masodik tétel szerint.

A hullamokkal kapcsolatban beszélnek még a térben dllo vagy halado hullamokrél, de ezek a
jelzék nem a hulldmok természetével fiiggenek 0ssze, hanem a vonatkoztatasi rendszerhez fiz6d6 vi-

szonyukkal. Ha egy vonatkoztatasi rendszerben egy hullam all, és a jelenséget az el6zohoz képest
allando sebességgel mozgd vonatkoztatasi rendszerb6l nézziik, akkor az allo hullam haladova valik.

Az elobbiekben a szakadasi feliileteket pontoknal megvaldsulo sebességkiilonbségekkel és fe-
sziiltségekkel jellemeztiik. Ezek fiiggetlenek a vonatkoztatasi rendszert6l. Igy a szakadasi feliiletek
természete (€s elnevezése) is fliggetlen a vonatkoztatasi rendszertol.

Az elsofaju szakadasi felilletek osztalyozasa

I1. tablazat. Szakadasi feliiletek

m=0 m# 0
anyag nem lép at anyag atlép
egyszeri szakadas hullim
UnD = Vn A két oldalon p ugyanaz
. Vn, 0, (D), T folytqnos v, 0, (p) folytonos

Vn =Vn =Vn viés/vagy p ugrik, veugorhat,
orvényfeliilet szilard test — szilard test hataran szilard testben 7 is ugorhat

szilard test — folyadék hataran de kis viszkozitasu folyadékban

folyadék — folyadék hataran'% vagy gdzban valdszintitlen!?!

p ugorhat, de az anyag ugyanaz
V; * V; Vn, O, (p) ugrik
lokéshullém NINCS o V¢ éS T I’S ugorhat ) .
szilard, folyadék, vagy gaznemu
kozegben
Példak szakadasi felilletekre
5.1. példa. Aramlas falnl (folyadék—szilard egyszerii szakadés)
a, b,

] 717

] | 7 7

¢ ) ’ ’

1 4 f

. T

5.3. abra. (a) Surlédasmentes és (b) viszkozus folyadék aramlasa allo szilard fal mentén

100A gBzoket és gazokat is (dsszenyomhatd) folyadéknak tekintve.
101Vizben és levegdben is.
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Az 5.3a. abra surlodasmentes folyadék fal menti aramlasanak jellegzetes esete. A fal belsejébdl a folya-
dék felé haladva a szakadasi feliiletnél a sebesség zérusrol egy adott értékre ugrik. A szakadasi feliileten nem
1ép 4t anyag: 71 = 0, tehdt "egyszerii szakaddsrél" van sz6. A szakadasi feliiletek elsé tétele'™ szerint a o fe-
sziiltseg (illetve a nyomas), valamint a csusztato fesziiltség a folyadék oldalrol valtozatlanul atadodik a falnak.
Az abra szerint a V,, térfogat f6ls6 része az idé mulasaval eltolodik (szaggatott vonal).

Az 5.3b. abran viszkozus dramlds fal menti viszonyait latjuk. A szakadas mdsodfaju. A szakadasi felii-
leten nem 1ép at tomeg. A szakadasi feliiletek elso tétele szerint a nyomas és a csusztato fesziiltség is a folyadék
oldalrol atadodik a falnak. A ¥, térfogat fols6 része az id6 mulasaval megtorik, ez jellemz6 a masodfaju szaka-
dasokra.

Az 5.4 abran viszkozus folyadék (viz vagy levegd) aramla-
sat vazoltuk. A folyadék nyugvo folyadéktérbdl indul, és lekeritett
sz€1i atmenettel, kor keresztmetszetii csébe aramlik. A csé kdzepén
elég egyenletes sebességeloszlas tapasztalhatd. A fal mentén egy

nyugvo hatarréteg alakul ki, melyben az aramlasi sebesség jelentésen csok-
folyadék ; ken. A folyadék tapad a falhoz'®, jelen esetben a fal 4ll, ezért ott a
folyadék sebessége zérus kell legyen (lasd 5.4. abra korrel kiemelt
{ részletét). A folyadék viszkozitasanak hatasa a hatarrétegben jelen-

t0s, a hatarrétegen kiviil azonban elhanyagolhat6 (Prandtl tétele).

Az aramlas szamitasara felallitandd6 mechanikai modell-
ben ezért eljarhatunk példaul ugy, hogy a folyadéktér hatarrétegen
r kiviili részében surlodasmentes folyadékot tételeziink fel (Euler

| hatarréteg egyenlet), ezzel elvégezziik a szamitast, és ezt kiegészitjiik a hatar-
rétegben kialakuld viszkozus aramlas (Navier-Stokes egyenlet)
szamitasaval. A falnal ekkor az 5.3b abrahoz hasonlé masodfaju
szakadas alakul ki.

Ha a vékony hatarrétegben kialakuld aramlas érdektelen,
akkor eljarhatunk ugy, hogy a hatarrétegen kiviili aramlas sebes-
ségeloszlasat meghosszabbitjuk a falig (A pont, 5.4. abra részlet) és
csak a surlodasmentes aramlast szamitjuk. Ekkor a falnal 5.3a abra
tipusu elsofaji szakadast talalunk.

5.4. abra. Hatarréteg szilard fal mentén

Eljarhatunk természetesen ugy is, hogy az egész aramlasi térben viszkozus aramlast tételeziink fel.
Azonban ahhoz, hogy a realitdshoz kozelallé eredményt nyerjiink, a falnal nagyon siirli pontracsot kell alkal-
mazni. Ezért a szamitasi id6 nagyon hosszi lesz. Azt is figyelembe kell venni, hogy a Navier-Stokes egyenlet
csak viszonylag kis sebességeknél nyujt kielégitd pontossagot. A nagyobb sebességeknél kialakuld turbulens
aramlas szamitasa (lasd a 8., 9. és 13. fejezetben), a turbulencia modellek kiilonb6zdsége miatt bizonytalansagot
rejt magaban.

A hatarrétegnek az aramléstanban kiterjedt elmélete van. A 2.6. példanal egy szakadasi feliiletet szaka-
dasi réetegnek tekintettiink. (Mind a 2.6 példanal, mind az 5.1 példanal a szakaddasi réteg feltetelezésével nyer-
tiink a valosaghoz kozelebb allo fizikai koriilményeket!)

5.2. példa. Acél megfolyasa (rugalmas—képlékeny egyszerii szakadas)

Ha egy acél alkatrészben az igénybevétel helyileg tillépi a folyashatart'®, ott az anyag képlékeny lesz,

és a képlékeny anyagi egyenletek kiilonboznek a rugalmas anyagi egyenletekt6l. Ezért az alkatrészen beliil a
rugalmas és a képlékeny rész hatarat szakadasi feliiletnek tekinthetjiik. (Az alkatrészben a helyi igénybevétel
még nem érte el a szakitdszilardsagot, ezért az alkatrész torése nem kdvetkezett be.) Az alkatrész egész térfo-
gatdban az anyagi részecskék allnak. Ezért a szakadasi feliileten nem lép dt anyag. Tehat a szakadasi feliiletek
elsd tétele’ szerint a fesziiltségek folytonosan mennek at a két rész kozott, azaz elséfaji szakadds a fesziiltsé-
gekben nincs. A sebességben sincs, mert mindeniitt zérus. A nehézségi gyorsulas értékében szintén nincs ugras.

102 4sd az (5.11a) egyenletnél.

103A folyadékok nagy tobbsége tapad a falhoz. A ritka kivételek egyike a szalas anyagot szallito viz.

10447 acélok szakitotesztjének felvételénél (1asd a 8.1. abranal), a folydshatdr az a huzéfesziiltség (N/m?), melynél az
anyag plasztikus lesz. Ez Kkisebb, mint az anyag szakitoszilardsdga (melynél a torés bekovetkezik).
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A stiriiség értékében elvileg lehetséges ugras, (a képlékeny €s a rugalmas rész siirisége elvileg kiilonbozhet) de
a valdsagban ez bizonyara nagyon kicsi, mert a képlékenységtan [34] nem foglalkozik vele.

Az el6bbi megallapitas altalanosithato: A kiterjedt testek statikdjaban (nyugalmi allapotban), barmilyen
szakadasi feliiletrdl van sz6 (példaul egymasra fektetett két kiilonbdz6 anyag hataran) a fesziiltségek folytonosan
mennek at.

Acélszerkezetek tervezésénél az anyag minél jobb kihasznalasara torekednek. Ezért esetenként megen-
gednek képlékeny igénybevételt is. A gyakorlati fontossaga miatt ezt a példat tovabb folytatjuk Kaliszky [34]
nyoman.

a, b’ ) ds

v Keplkeny 0= vt o
o /) Eu——
! R M S
/ Y
4 ) ~ b
- c

, =
tugalmas o=E¢ b—_
B ey M
y —-\
1 3 a
Emaradod

5.5. abra. Hajlitott rad rugalmas-képlékeny alakvaltozasa és fesziiltségei

Az 5.5.a abra az idedlisan rugalmas—képlékeny test hizoédiagramja (valosagos szakitd diagramok egy-
szeriisitett képe) & a relativ megnytilas'®. Ugy képzeljiik, hogy egy probatest huzoprobajan vették fel (8.1.
abra). A probatestet nyUjtva el6szor a rugalmas alakvaltozas R hatarat érjiik el. Tovabb nyujtva a testet, a kép-
Iékeny tartomanyban a huzofesziiltség végig a or folydshatdr. Mondjuk az M pontnal megallunk. Ha innen
leterheljiik a probatestet, a fesziiltség a szaggatott gdrbe mentén valtozik, és végiil a zérus fesziiltséget elérve
marad6 alakvaltozast tapasztalunk. (Ha az R ponttol terheljiik le a probatestet akkor nem észleliink marado
alakvaltozast.) Ha az M pontnal tovabb nytjtjuk a probatestet, akkor az S pontot elérve a probatest szétszakad.
(A szerkezeti acélok gorbéin a szétszakadas eldtt a huzofesziiltség altalaban még megemelkedik, de ettdl itt
eltekintiink, ez a szamitasunk biztonsaga felé hat.)

A 5.5.b, abra egy téglalap keresztmetszetli rid oldalnézete. A két végét M nyomaték terheli. A c,. abra
a benne ébredd huzofesziiltségeket, a d, abra pedig a rid szelvényét mutatja. A ¢, abran a rad kozépvonalatol
indulva a huzoéfesziiltség a rugalmas alakvaltozas linearis képletének megfeleléen egy egyenes mentén egyre
nd. Amikor eléri a oy folyashatart, mar nem tud tovabb emelkedni, az yrkoordinata folétt o = oy. A rud kdzepe
rugalmas, a széle képlékeny allapotban van. Allapitsuk meg, hogy a rad mekkora nyomatékkal terhelhets?

A nyomaték képletébdl indulva, elemi atalakitasokkal a kdvetkezot kapjuk:

A y b/2 o.al 31 5 b/2
A Yr 3 2

vy Y vy -vf vy
3 2 2
o f ay f b 2 ab a -
= 2 92%+0,a|l —v5 |l=0 ) ———7p= . (512)
v, 3 A e N"a T3
A rugalmassag hatarat akkor érjiik el, ha a teljes keresztmetszetben még rugalmas allapot van: y,= b/2. Ezért:
M 2 ab?
rugalmas 3 f 4 .
A toré nyomatékot akkor kapjuk, amikor a teljes keresztmeszet mar képlékeny allapotban van: y,= 0. Ekkor:
__a b?
Misws = O ¢ T .

A rud ennél nagyobb nyomatékot mar nem tud felvenni. Ha nagyobb nyomatékkal probaljuk terhelni, akkor
elméletileg korlatlan megnyulast, gyakorlatilag torést szenved.

10574sd (8.4) egyenletnél.
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A képletek szerint a rugalmas allapot nyomatéki hatara kétharmada a tor6 allapoténak. Ezt ismerve a
tervezd mérlegelheti, hogy érdemes-e megengedni a ridban a képlékeny allapotot? Ezzel maximum 1/3-dal,
azaz a rugalmas allapottal elért nyomatéknal maximum 50 %-al nagyobb nyomaték érhetd el!

A 20. szazad kdzepén az acélszerkezeteket még gy tervezték, hogy a szerkezetben ébredd legnagyobb
fesziiltség a rugalmas hatart sehol se 1épje til. Aztan megjelentek a szamitogéppel végrehajthatd végeselemes
programok, amik oriasi lehet6ségeknek nyitottak utat. A miiszaki fejlédés azt diktalta, hogy az anyag minél
jobban ki legyen hasznalva, és ezért megengedtek megfolyt anyagrészeket is (5.3. abra M pont). A plasztikus
anyagi egyenletek azonban még nem eléggé ismertek. Ezért a példa szerinti dilemma manapsag is €16.

5.3. példa. Pelton sugar (viz-levegd egyszerii szakadas)

bordak szabalyozo ti

5.6. abra. Fols6 abra: Pelton turbina sugarcsé nagy sebességii vizsugarral, alatta
egy Pelton kisminta sugarcsdvébol tavozo vizsugar fényképe
(Zombor Csaba felvétele, GANZ Gépgyar)

A Pelton turbina sugarcsovébol (5.6. abra, fols6 rész) nagy sebességii vizsugar 1ép ki (ez hajtja a turbina
jarokerekét). A levegObe kilépd sugar feliiletén anyag nem 1ép at, ezért egyszerl szakadasi feliiletr6l van szo,
az elsd tétel alapjan a 1€gkdri nyomas hat a viz oldalon is.

Az ilyen "Helmholz-féle" szabad sugarak sebességeloszlas szamitasa egyszerii. A Pelton sugarcsére
végzett ilyen szamitassal megallapithato a szabalyozo ti adott allasanal ataramloé vizmennyiség. A Pelton suga-
rak aramlési vesztesége kicsiny, ezért a surlodasmentes aramlas feltételezése indokolt. A megoldast iteracioval
kapjuk. Felvesziink egy kiindul6 sugar alakot. Megoldjuk a surloddsmentes aramlas forgasszimmetrikus egyen-
leteit (1asd 15.1. példaban) ugy, mintha a felvett alak fal volna. Megnézziik, hogy a sugar szélén a 1égkori nyo-
mas uralkodik-e? Ha nem, akkor addig médositjuk a sugar alakjat, amig a sugar szélének minden pontjanal a
légkori nyomast megkapjuk. Esszerti modositas esetén az iteracio gyors. (Ha a gravitacié hatasat is figyelembe
vessziik, akkor a sugar lehajlik, de a nagy sebesség miatt ezt a hatast el szoktak hanyagolni).

A szamitott s a mért sugarat 6sszehasonlitva (5.6. dbra), megfigyelhetiink egy eltérést. A szajtol a sugar
mentén haladva a szdamitott sugar &tmérdje aszimptotikusan csdkken egy minimalis értékre. A valdsdgos sugar
fényképén azonban az atmérd elészor csokken, majd egy minimélis érték elérése utan novekszik. Ugy tinik,
mintha a szamitas nem lenne helyes. Valojaban azonban masrol van sz6. Az eltérés oka a valosagos sugar tur-
bulencigja. A sugar szélén aramlo kis viztomegek a turbulencia miatt kicsiny, a kzépvonalra merdleges sebes-
ségre is szert tesznek, és az allandd nyomasu levegében a sebességiiket megtartjak, sét cseppek formajaban a
sugarbol ki is valhatnak. A fényképen a kifelé torekvé viztomegek és a cseppek utjat latjuk, amint tdvolodnak a
kozépvonaltol.

A fizikai elméletekben paradoxonnak nevezik az elmélet és a valésag szembeszokd eltérését'®. A Pel-
ton sugar itt bemutatott paradoxona a sugarban meglévé turbulencia 1étére hivja fel a figyelmet.

196A 7 aramléastan leghiresebb paradoxona a D’ Alambert-féle: A koriilaramlott testek ellenéllasa a surloddsmentes aramlés
elmélete szerint zérus. A mérések szerint viszont az ellenallas jelentds nagysagu. Ez a paradoxon jelzi, hogy a folyadéknak
bar kicsiny surlodasat (és a testen a hatarréteg levalast) nem lehet biintetleniil elhanyagolni. Szellemes eljaras az aramlastan
olyan felépitése [11], amikor minduntalan paradoxonokra bukkanunk, és ezek hivjak fel a figyelmet a korabban elhanyagolt
fizikai hatasokra.
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5.4. példa. Rugalmas csére es6 rugalmas hasab (16késhullam szilard testben)

A 2.6. példaban egy rugalmas hasab merev lapra esett.
Ennek folytatasaként itt azt az esetet vizsgaljuk, amikor egy ru-

galmas hasab (5.7. abran AB) egy merev lapon nyugvo rugalmas A1 C\°l //

csére (BCD) esik. A testek anyaga acél, A1/4> = 4, BD tavolsag

kétszerese AB-nek, a hasab ¢, sebességgel érkezik az allo csore. Q B
Az itkdzésnél nyilvan haromdimenzids fesziiltségeloszlas alakul

ki, ami szakadasi réteggel lenne kezelhetd. Itt azonban 1-dimen- A

zi6s kozelitést alkalmazunk, a hasabban, és a csOben is 1D-s fe- 2 B C

sziiltség 16késhullamokat tételezziik fel. Ennek megfelelden
alapfeltevésiink az, hogy a B pontnal minden iddpillanatban tel-
jesill az er6egyensuly: D

F,.=0c, 4 =0,4, . (5.13) 0

nyomo

A 16késhullamra az (Ih) axioma (az (5.7) egyenlet) szerint: ) ) ;
N + _ _ . 5.7. dbra. Rugalmas csdre esd
(Th) p up —vy)=p (uyp —v,)=mm . (5.14) rugalmas hasab

Azonban acélban a siirliség valtozdsa nagyon kicsi p" = p” = p , és a 2.6. példabdl tudjuk, hogy acélban
az u,p = w hullamsebesség sokkal nagyobb, mint a ¢, sebesség. Ezért éliink az

mEpw , (5.15)

kozelitéssel. Masik alapegyenletiink a (ITh) axiéma (az (5.8) egyenlet) szerint:

(ITh) F'n—-Fn=m(v_ -v") . (5.16)
Ennek alapjén, a l6késhullamon keresztiil a nyomofesziiltség valtozasa:
A6 oms =M Adc=pwdc . (5.17)

Az (5.15) és (5.17) egyenletek a rugalmas kozegekben terjedd 16késhullamok alapegyenletei.

A kezdeti id6pillanatban a hasab alsé és a cso felso feliilete kozos ¢’ sebességre tesz szert, és a hasabban
folfelé és a csében lefelé indit 16késhullamot. Mindkettdre (5.17) képlet teljesiil, tehat:

o,-0=pw(cy-c) , oy —0=pw('-0) . (5.18)

Ezekbdl az egyenletekbdl a szigmakat (5.13)-ba helyettesitve, az acélra érvényes w = 5063 m/s értékkel (2.6.
példa) a kdzos ¢’ sebesség meghatarozhato. Ennek ismeretében o1 (5.18)-al, és a B-nél ébredo kezdeti F, er6ha-
tas (5.13)-al szamithato.

Eyomo’

000l

9100859 10p

5.8. abra. Bergeron [10] diagramja csdre es6 hasab esetére

A kezdeti pillanatot kovetden a 16késhullamok oda-vissza szaladgalnak a hasadbban és a csében is. Visz-
szaverddnek a merev laprol, az érintkezési feliiletrdl, és a folsé szabad végrol is. Az 5.8. dbran a mozgas Ber-
geron diagramjat [10] mutatjuk be. Id6egységnek valasztottuk azt az idétartamot, amig a 16késhullam B-bol A-
hoz ér. A Ciepeis - Fryoms diagrammon az allapotokat id6nery jelzésii pontok mutatjak. Példaul a 0 idépontban az A
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pontnal a sebesség c,, az erd zérus. Az ennek megfeleld helyen taldljuk a 04 pontot. Az Og pont az eldbb szamitott
(c', F,) pontba kertil. Ez a pont két olyan egyenes metszéspontjanal van, melyekre (5.13) és (5.18) alapjan:

F=-4pw(c—cy) , F=Apwe . (5.19)

Ehhez hasonldan, a tobbi pontot is olyan egyenesek metszéspontjanal nyerjiik, amelyeknek irdanytan-
gense + Apw (mindig a megfeleld eldjelet és teriiletet hasznalva). Példaul a C pont (i+1)c allapota mindig az ig
pontbol — A>pw irdnytangenssel és az ip pontbol + A,pw iranytangenssel huzott egyenesek metszéspontjanal
van. A B pont (i+1)g allapota pedig az ia pontbol — 41 ow iranytangenssel és az ic pontbol + A, pw iranytangenssel
huzott egyenesek metszéspontjanal van. Igy egyenesek huzasaval egyszerli szerkesztési modszert nyeriink a
rendszerben uralkodé viszonyok meghatarozasara. Az algoritmus egyszeriien programozhato6 (4gy az eredmény
pontosabb, és a tévedés esélye kisebb).

A diagrambol lathat6, hogy a mozgés soran fellép6 legnagyobb erd az F, kétszerese. Ez a D pontnal
jelentkezik a masodik és a harmadik idépont k6zott. Majdnem ekkora erd érvényesiil B-nél is a negyedik és
otodik idépont kozott. A szabad végnél, az A pontnal az erd mindig zérus. A merev lapnal, a D pontnal a sebes-
ség mindig zérus. Az A pont mar az 5. pillanatban f6lfelé mozog, de a B pontban a nyomoéer6 csak a 10. pilla-
natban sziinik meg. Ekkor a hasab folfelé ugrik, de kisebb mozgési energiat visz magéval, mint az érkezési
energiaja, mert még a csében is marad mozgas.

Sok gyakorlati esetben érvényesiil a példahoz hasonldé mechanizmus, példaul viziités szamitas esetén
(16.3. példa). Bergeronnak [10] még a szamitdgépes korszak el6tt kidolgozott szerkesztési modszere azonban
ma is figyelmet érdemel, mert jOl attekinthetd, véges ugrasokra is érvényes, és kdnnyen programozhato.

5.5. példa. Rud esése alatamasztasokra (6rvényfeliilet hullim acélban)

Az 5.9. abran vazolt rugalmas rud c sebességgel

esik a végeinél elhelyezett alatamasztasokra. A végek

lc sebessége hirtelen zérussa valik. A 2.6. példahoz hason-

| | 16an feltételezziik, hogy ekkor egy w sebességii hullam
s ) indul el a végektdl a kozép felé. Ez T'1d0 alatt ér kozépre.

! 2L | Az abra kozepén a ¢ = T/2 idépontbeli sebesség és 7 fe-
- sziiltség diagramja lathato. Az alsé abra a rad kdzépvo-

L nalanak pillanatnyi alakjat mutatja. Ez a kdzéprészen

[ W 7] [ még vizszintes egyenes, €s a szakadas helyétol a végekig

kozelitéleg parabola. A végeknél hato F erd biztositja a
rfesziiltséget, de egyuttal hajlitja is a most mar sebesség
nélkiili szakaszt. Ezt M nyomaték ellensulyozza, ami a
keresztmetszetben €bredd o fesziiltségekbdl szarmazik
(amik nem befolyasoljak a 7 fesziiltségeket).

5.9. abra. Rud esése alatamasztiasokra

A rud pontjai vizszintes iranyban nem mozdulnak el: v; =v, =0, orvényfeliiletrél van sz6. A sza-
kadasi feliileten a tangenciélis sebesség és a 7 fesziiltség ugrik. (5.15) alapjan: 71 = pw, és (5.11b) alapjan:
T=pwc. At=Tid6pontig a hullam L = w T utat tesz meg, ahol L a rid hosszéanak a fele. Ezalatt a rad
3

FL
kozepe f = cT lehajlast ér el. A szilardsagtanbol ismert a jarulékok lehajlasi képlete: [ = 3IE Ezzel és
. » 31 E . o . . \
F = At alapjan: w” = — - Osszehasonlitva a (2.33) egyenlettel lathatd, hogy mas a hullamsebesség!
AL p

Ez a példa — a 1ényeges egyszerlisitések ellenére — illusztracio az drvényfeliiletekre. A gyakorlatban is
eléfordul ilyen igénybevétel. Példaul, amikor a stlyterhelésii csappantyu (16.2. abra) bevag, a sulyt tartd karon
ilyesféle nyirofesziiltség-hullam fut végig.
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5.6. példa. Uszo fadarab (t6bb egyszerii szakadas)

Téglatest alaka fadarab 0iszik a vizen (5.10.
abra). Az a kérdés, hogy mennyire meriil be? A fada-

rab széleinél tbb szakadasi felillet talalhato. A példa  fevegs LLLP=R Pioegs8(a-0)
célja annak a bemutatasa, hogy az axiomak kovetkez- LIIR

ményei (a szakadasi feltételek) tobb szakadasi feliilet S fa I

esetén is alkalmazhatok. Az egyszerii szakadasok té- viz < T

tele szerint: a fa-levegd, fa-viz és viz-leveg6 szakada-

sokndl a nyomds (nyomofesziiltség) folytonosan TTTp=p+pn,. gb

megy at az egyik oldalrol a masikra. A fadarab all, a
(Ilc) axiomat a (3.22); egyenlet formajaban alkal-
mazzuk a fadarab V(#)) térfogatara. Az oldalfalakon
haté erdk kiegyenlitik egymast, csak a fliggéleges
er6k érdekesek.

5.10. abra. Uszo6 fadarab

Jeldlje p, a vizfelszinen hat6 abszolut nyomast. A vizben a nyomas lefelé n6l, a fadarab aljanal a nyo-
MAs: Paiss = Po + pvi- & b. A fadarab térfogata: 4a ahol 4 az alap teriilete, és a a fadarab magassaga. A fa sulya:
G =pn A a g. Levegdben a nyomas folfelé csokken, a fadarab f61s6 szintjén: priss = po — Pievess € (a - b). A
(IIc) eréegyensuly abbdl all, hogy a nyomasbol az alsé lapon ébredd folfelé hatd erd egyensulyt tart a fa su-
lyaval és a fols6 lapon hato erével: 4 pass = G + A prsiss . EgyszerGsités utan:

Potpvi€b=prpAag+po—pives g (a-b), ap, kiesik, és b-re megoldva, a fadarab bemertilése:

bea P i ™ Plevegs 4 800 - 1,25 ~079975 a - (5.20)
Pre — P 1000 —125

A példa tanulsaga az, hogy a szakadasi feltételek (az (5.7) és (5.8) egyenletek) helyi (lokalis) paramé-
terekre vonatkoznak, és ezért a feladatban szerepld szakadasi feliiletek alakjatol és szamatol fliggetleniil barme-
lyik szakadasi feliiletre alkalmazhatok.

5.7. példa. Oszlop (szilard test levegdben, egyszerii szakadas)
Foldi rendszerekben a testeket levegd veszi koriil. Ez a

z példa a feliiletiikon kialakulo szakadasi feltételeket részletezi.
lf Az 5.11. abran henger alaku szilard test viszonyait vizs-
g | ? galjuk. Az oszlopot foliilr6l f er6 és M nyomaték, oldalrol pedig
\& a po légkdri nyomas terheli. A henger feliilete szakadasi feliilet,
ami csak akkor felel meg a newtoni kontinuummechanika ko-
vetelményeinek, ha rajta az (Ih) és (ITh) axiomak (az (5.7) és
A (5.8) egyenletek) teljesiilnek.
= e, A henger feliiletének negativ oldala a henger felé, a po-
2=~ o ger felii gatfv g p

( zitiv oldala a levegd felé esik (5.11. abra). Célunk a feliilet két
\%_/ oldalan kialakuld F* és F fesziiltségtenzorok szamitasa. A fe-
lillet tetsz6leges B pontjahoz egy koordinatarendszert illesztiink

e., e,, e: egységvektorokkal (5.11. abra). A koordinatarendszer-
ben ezek koordinatai:

1 0 0
Q_:) e =|0| , e =/1| , e =[0| . (521
0 0 1

5.11. abra. Hengeres 4ll6 oszlop
A szakadasi feliileten nem 1€p at anyag: s =0, egyszerii szakadasrol van sz6. A henger all, minden

sebesség zérus, ezért az (5.7) egyenlet eleve teljesiil. A henger feliiletének normal egységvektora a B pontban
éppen az e, vektor: n = e,. Az (5.8) egyenlet kovetelménye: F'n = Fn, ezt kell biztositani.
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A levegBben F' = - p, I (lasd 1.21. példaban) azaz koordinatasan:.

- D, 0 0 - D, 0 0 1 - D,
F'=f 0 -p, 0 |,é Fn=| 0 -p, 0 |O]|=] O |, (5.22)
0 0 -p, 0 0o -p O 0

Az egyenletbdl 1athatd, hogy az F' tenzor elsé oszlopa éppen az F'n vektor. Az F n=F'n egyenldség biztositisa
érdekében az F~ tenzor elsé oszlopanak is ezzel meg kell egyezni. Tehat a tenzor matrixa csak ilyen alaku lehet
(az (1.22) egyenlet jelolései szerint):

- p o Z-xy Z—xz

F-

Il
o

Q

(\]

Mivel azonban a henger anyaga nem magneses, azaz nem-polaros (lasd 2.7. példaban), a benne ébredd fesziilt-
ségtenzor szimmetrikus kell legyen. Ezért 7,= 0, és 7. = 0 szintén, és igy a fols6 sor is ismert:

-, 0 O
F =| 0 o, T . (5.23)

y yz

O Z-ZV 02
A matrix tobbi négy eleme a szakadasi feltételek biztositasa szempontjabol tetszdleges lehet, ezeket a
testre hato tobbi erk hatarozzak meg. Esetiinkben a négy fesziiltség értékét kissé egyszerlsitve szamitjuk. A o.
fesziiltség a hengerre foliilrél hato f erdt (5.11. abra) ellensulyozza. Feltételezve, hogy a henger stlya elhanya-
golhato f értékéhez képest, és a fesziiltségeloszlas az A4 feliileten (5.11. abra) egyenletes: o. = - |f|/4, negativ
(helyesen) mert nyomofesziiltség. A hengerben a fesziilségeloszlasokat korszimmetrikusnak tekintjik, ezért a
korvonalat érint6 e, vektor iranyaba mutatd normalis fesziiltség zérus: o, = 0. Az e. egységvektorra merdleges
feliiletelemen ébredd, kertileti iranyba mutatod 7,. fesziiltség pedig az M nyomatékot (5.11. abra) ellenstlyozza.

Feltételezve, hogy t,: az r sugarral (5.11. dbra) linearisan valtozik (3.4. példa): 7,2(r) = 7,2(R ) 7/R, a nyomaték:

R o 277 (R)R*
rt,. (r).Qrz dr) = jryz (R)E(Zr ) dr = T , (5.24)

M =

O

' 2M . . L
amibdl a keriileten a B pontnal érvényes 7 _(R) = — , ¢sismét a szimmetria miatt 7, =7 (R) . Ezekkel
) ﬂ_R Y V:

az adatokkal az F* és F~ fesziiltségtenzorok ismertek a szakadasi feliilet mindkét oldalan.

A levezetés altalanosithato. Mas alaku szilard testek levegével érintkezd feliiletén is csak olyan alaka
fesziiltségtenzorok ébredhetnek, amelyek megfelelnek az (5.23) egyenletnek.

6. fejezet. Osszefoglalas

Az axiomak rendszere
A newtoni kontinuummechanika 4ltalanos (minden anyagra érvényes) (a) jelii axiomait New-
ton, Euler és Cauchy alapjan anyagi térfogatokra irtuk fol:
(Ia) Tomeg-valtozas = zérus, (2.3) egyenlet.
(ITa) Impulzus-valtozas = erd, (2.4) egyenlet.

(IIIa) Impulzusnyomaték-valtozas = er6k nyomatéka, (2.5) egyenlet.
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A targyalas f6 vonalaban ezekbdl vezettiik le a rogzitett térfogatokra érvényes (c¢) jelii axioma-
kat, majd a (g) jelti differencidlegyenleteket, és végiil a (h) jelti szakadasi feltételeket.!?” Az (a) axio-
mak matematikai hasonlosaga egységes kezelést tett lehetéveé, ami a targyalast egyszertsitette. A le-
vezetések egyszerii logikai 16pésekbdl alltak, amelyek mindegyike megfordithaté. igy, ha (g) és (h)
axiomakat egyiitt elfogadjuk, akkor ezekbdl visszafelé bizonyithatok a (c) és (a) jelii egyenldségek.
Tehat a kontinuummechanika megalapozasanak tobb egyenértékii lehetéségehez jutottunk. Az alabbi
egyenléségek barmelyik egyiittesét axiomaknak elfogadva a tobbi is teljesiil:

(Ia), (I1a), (I1Ia) az axiomak anyagi térfogatra felirva (2. fejezet),
(Ic), (Ilc), (IIIc) az axiomak allo ellendrzo feliiletre felirva (3. fejezet),
(Ig), (11g), (I1Ig), (Ih), (Ih) differencialegyenletek (4. fejezet) és szakadasi feltételek (5. fejezet).

Egy elméleti mechanikai modell 6sszeallitasanal az axidomak természetesen vegyesen is alkal-
mazhatok. Példaul valaszthatjuk (Ia), (IIg) és (Illc)-t. Azonban ahhoz, hogy teljes axidmarendszert
nyerjiink, az (I), (IT) és (IIT) csoport mindegyikébol legalabb egyet vélasztani kell. Es ha szakadasi
feliilet is van a kontinuumban, akkor (Ig) csak (Ih)-val, és (IIg) csak (ITh)-val egyiitt alkot teljes in-
formaciot. '8

Szakadasi feliilet és réteg

Az axiomaknak eleget tevo szakadasi feliiletek fajtai: egyszerii szakadas, orvényfeliilet és 16-
keéshullam. A szakadasi feltételek csak helyi (lokalis) paramétereket tartalmaznak, ezért tobb szakadasi
feliilet esetén mindegyikre egyforman alkalmazhatok (5.6. példa). A kovetkezd példakat targyaltuk:

- Folyadék-szilard test hataron egyszerii szakadas (5.1. példa, 5.6. példa).

- Rugalmas-képlékeny hataron egyszerii szakadas (5.2. példa).

- Vizsugar-levegd hataron egyszeri szakadas (5.3. példa).

- Szilard test-levegé hataron egyszerii szakadas (5.7. példa).

- Rugalmas szilard testben huzofesziiltség 10késhullam (2.6. és 5.4. példa).

- Rugalmas szildrd testben nyirofesziiltség orvényfeliilet (5.5. példa).

- Gdzokban halado nyomas lokéshullam (11.9. példa).

- Rugalmas folyadék rugalmas csében (viziités), dsszetett szakadas (16.3. példa).

A 2.6. példa bemutatta a szakadasi feliilet helyettesitését szakadasi réteggel. Ez a lehetdség
természetesen mindig megfontolhaté. Ha a vizsgalt mechanikai rendszer 0sszeallitasanal az Gsszes
szakadasi feliiletet szakadasi réteggel helyettesitjiik, akkor szakadasi feliilet nélkiili modellt nyeriink.
Ennek elénye, hogy érvényes ra Noll elmélete [2], és sok gyakorlati esetben a valosag jobb kdzelitését
nyujtja, mint a szakadasos (2.6.,5.1. és 16.3. példa). Esetenként azonban a szakadasi réteg alkalmazasa
er6szakolt (példaul a stirliségugras elkenése folyadék-szilard hataron, 5.1. €s 5.7. példa). Vannak olyan
esetek is, amikor a szakadasi feliilet egyszerlibb szamitast tesz lehetévé, mint a réteg (5.4. €s 16.3.
példa). A szakadasi feliilet vagy a szakadasi réteg alkalmazasa tehat a feladat természetétdl fiiggden
megvalaszthato.

Alkalmazasi hatarok
A newtoni kontinuummechanika alkalmazasanak hatarai jol ismertek.

A kontinuum koncepcié nem hasznalhat6 tul kicsi testekre (mondjuk 1 mikron f6 méret alatt)
¢s ritka gazokra (nagyon kis nyomasoknal a sebesség és a nyomas értelmezése nehézségekbe litkozik,
mondjuk 10 Pa abszolut nyomas alatt). A newtoni mechanika nem alkalmazhato6 til nagy sebességli
testekre (relativisztikus hatdsok jelenhetnek meg, mondjuk a fénysebesség 1 %-a folott). Nuklearis
folyamatok esetén pedig a tomegallandosag csak korrekciokkal alkalmazhato.

107A (b) axidmak az (a) axioméaknak csak Kiterjesztései, a (d) axiomak a (c) axiomak sziikitései, az (e) és (f) axiomak
pedig a (g) axiomak levezetésének fobb allomasai. Az axiomak listaja a konyv végén a XI. Tablazat.
108 (Th)-t nevezik (Ig) szakaddsi feltételének is, és (ITh)-t (11g) szakaddsi feltételének.
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Kiegészitések
7. fejezet. Mozgo6 koordinatarendszer

Ha egy vonatkoztatdsi rendszerrdl attériink egy hozza képest mozgd masik vonatkoztatasi
rendszerre, — példaul egy Foldi rendszerben miikdo szivattya (4ll6) rendszerérdl a szivattyl jaroke-
rekével egyiitt forgd (mozgd) rendszerre — akkor a pontok koordinatait at kell szamitani az egyik ko-
ordinatarendszerrdl a masik koordinatarendszerre. Az altalanos esetet targyaljuk, a mozgé rendszer az
allohoz képest gyorsulva halad és gyorsulva foroghat is.

A 7.1. abran az dllo Descartes-féle koordina-
tarendszert (x,y,z) képviseli, a mozgo rendszert
(x.y,z"). A mozgd rendszer megfigyeldje egy ré-
szecske palyajat regisztralja az (x'y’,z") tengelyek-
hez képest. Annak érdekében, hogy a palya alakjat
lassuk, forgassuk az (x'y',z") koordinatarendszert
olyan helyzetbe, hogy a tengelyei parhuzamosak le-
gyenek az allo tengelyekkel. Igy nyerjik az
(x",y",z") rendszert. A mozgd megfigyelo altal ész-
lelt palya ebben jelenik meg. Az alabbi egyenletek-
nél konnyebbség, ha a forgatas tenzoranak az inver-
zét jeloljik M-el (7.1. abra). A mozgd rendszer ori-
gojéanak helyvektora az allo rendszerben ro. A meg- 7.1, abra. Az 4116, a mozgd és az elforgatott
figyelt anyagi pont helyvektora az alloé rendszerben koordinatarendszer
r, a mozg6 rendszerben r’', illetve az elforgatottban
r’.

Az abra alapjan:

r=ro+r’, (7.1)
r=Mr" , (7.2)
r=ro+Mr" . (7.3)

Az utdbbi egyenlet a koordinata-transzformdcio egyenlete. Mind a négy paraméter fiigg az
id6tol. (A newtoni kontinuum elméletében az id6 egyforman mulik a rendszerekben: " =¢'= 1) A
(7.3) egyenlet koordinatasan [31]:

n_.r "n_.r

Xo cos(x"x") cos(y"x") cos(z

n_.r n

X))\ [ x

=| y, |+| cos(x"y") cos(y"y') cos(z"y')|| »"| , (7.4)

"n_tr

zZ, cos(x"z') cos(y"z') cos(z"z'))\ z

N

ahol (y"x') egy sz0g, a 7.1. abran jelolt y” tengely és x’ tengely szoge (a "-0s rendszer origdjat a '-0s
109

rendszer origdjahoz tolva). Az M tenzor altalanos tulajdonsaga az, hogy hossztart6 €s szogtart6'””, és
az inverze a csatoltja'!? [59], esetenként mértéktartd vagy ortogondlis tenzornak nevezik.
7.1. példa. A mozg6 rendszer sebesség és gyorsulas képlete
Az 1d6 szerinti differencialast ponttal jeloljiik.
A (7.1) egyenletbél: F=r,+r , (7.5)
és a (7.2) egyenletbdl (szorzat derivaltja): F=Mr"+Mri" . (7.6)

Az M értékét egy specialis esetbdl szamitjuk. Az origo is, és a részecske is élljon: ¥, =" =0,de M

ugyanugy valtozzon, mint kordbban. M¥" =0 is teljesiil (mert " = 0). Az (x',y',z") rendszer most merev-

109 Tetszoleges u és v vektorra (Mv)? = v2, és (Mu)(Mv) = uv .
110 Az inverz M. Az M* csatolt métrixot az M matrix elemeinek a fétengelyre valo tiikrozésével kapjuk. M-! = M*,
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test-szerti forgast végez. Erre ismert a keriileti sebesség képlete: U = @Xr’, ahol @ a pillanatnyi szogsebes-

ség. Ezt Osszevetve (7.5) és (7.6)-al, ebben a specialis esetben: F =F =u=@Xxr’, és (7.6) alapjan

Mr” =r1' = o xr'. Az altalanos esetben M ugyanugy forog, mint a specialis esetben,

ezért: Mr"=woxr , (7.7)
ebbe (7.2)-6t helyettesitve: Mr'=oxMr" , (7.8)
ami tetszéleges I -re érvényes, tehat: M=0xM . (7.9)
(7.6) és (7.7) alapjan: I =oxr'+Mr" | (7.10)
ezt (7.5)-be helyettesitve: F=r,+oxr'+Mr" . (7.11)
Ez a sebességek transzformacios képlete.
Ezt differencialva: =1, +@xr +oxi + Mi" + Mi" | (7.12)
(7.8) és(7.10) alapjan: F=f+oxr'+ox(@xr'+Mr")+oxMr"+Mi" . (7.13)
Osszevonva: F=f+oxr+ox(@xr)+2oxMr"+M¥i" . (7.14)

Ez a gyorsuldsok transzformdcios képlete.
Uj jeloléseket bevezetve: a=¥¢, a,=r,, w=Mr", a'=M¢" . (7.15)
Ezekkel: a=a,+Oxr'+ox(@xr)+2oxw' +a’ . (7.16)

A jobb oldal els6 két tagja a rendszer gyorsuldsait tartalmazza. Ezeket koveti a centripetalis gyorsulds, majd a
Coriolis gyorsulas (-1)-szerese, és végiil az utolso tag a gyorsulds a mozgo (vesszés) rendszerben. '

A mozg6 koordinatarendszerek tétele: Ha a newtoni kontinunummechanika axiomai érvényesek egy
allo rendszerben, akkor a hozza képest gyorsulo és forgd mozgd mozgast végzo koordinatarendszerben
is érvényesek, a kiils6 térfogati erd modosult értelmezésével.

Bizonyitas. Az all6 rendszerben érvényes Cauchy egyenlete (a (4.8) egyenlet ~ (IIg) axioma) a gyor-
sulassal felirva:
pa=pg+divF . (7.17)

Ebbe (7.16)-ot helyettesitve és atrendezve:
pa' = pg—pa, — poxr' -2poxw' — pox(oxr’)+divF . (7.18)
Ebbdl 1athato, hogy ha gy értelmezziik a mozgo rendszerbeli g’ értékét, hogy:
pg = pg—pa, — poxr' —2p oxw' — pox(oxr') , (7.19)
akkor Cauchy egyenlete a mozgd rendszerben is érvényben marad:
pa' =pg +divF . (7.20)

A (7.19) egyenlet mutatja, hogy a térfogati erdsiirliséget hogyan kell modositani ahhoz, hogy
(IIg) axidbma a mozg6 rendszerben is teljesiiljon. (7.19) jobb oldalan a p g utan a tehetetlenségi erdk

stiriiségei szerepelnek: A p gutani elsé két tag a mozgd rendszer gyorsulasaibol szarmazik, a harmadik
a Coriolis erd stirlisége: f,

f

centrifugdis
A leggyakrabban el6fordul6 esetben az origd rogzitett (ap = 0), €s a rendszer egyenletesen forog
(@ =0), ekkor csak a Coriolis és a centrifugalis tag marad az egyenletekben.

=-2pmxw', a negyedik pedig a centrifugalis erd siirisége:

Coriolis

=—pox(oxr).

11 Bzek a képletek [3]-ban (143.3) és (143.6).
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A (7.20) egyenletbdl l1athato, hogy a fesziiltségtenzort nem kell modositani. A fesziiltségek és
a fellileteken hat6 erék a mozgoé rendszerben ugyanazok, mint az 4ll6 rendszerben. Az id6 és az anyag
stirlisége is ugyanaz. A mozgo rendszer alapmennyiségei: ¢, r', p, W', g, F.

A sebességek transzformaciojat is figyelembe véve konnyen lathato, hogy Cauchy egyenletén,
azaz a (IIg)-n kiviil az (Ig), (I11g), (Ih), (ITh) axiomak is teljesiilnek a mozgd rendszerben. Ha tehat
az allo rendszer inercia rendszer, akkor a mozg6 rendszerben a kontinuummechanika egyik axioma-
rendszere teljesiil, és ezért a kontinuummechanika egész elmélete alkalmazhaté a mozgo rendszerben.
Tehat a mozgo rendszer is inercia rendszer, a térfogati erdstiriiseg modosult értékével.

A mozgo6 rendszerben a tehetetlenségi erdk ugyanolyan tényleges erdk, mint a rendszeren ki-
viili testekbdl szarmazo tomegvonzas (pl. Foldi rendszerben a sulyerd)''2. A mozgé rendszerben pg’
szerepel az axiomakban, és ezt 6rokli az axiomakbol levezetett elmélet minden tétele is. Igy sem az
axiomakkal, sem az axiomakbol levezetett tételekkel nem valaszthato szét, hogy pg’ mely része szar-
mazik pg-bol, és melyik a tehetetlenségi erékbol. A mozgd rendszerben olyan kisérletet sem lehet
végezni, amelyet a kontinuummechanika térvényei jol leirnak, és amellyel a tehetetlenségi erdket szét
lehetne valasztani a rendszeren kiviili testek tényleges tomegvonzasatol. Néha ezt gy fogalmazzak,
hogy a tehetetlenségi er6k megkiilonboztethetetleniil olyanok, mint a tdmegvonzasbol szarmazo erék
[2].113

Ennek a megallapitasnak latszolag ellentmond a Foucault féle ingakisérlet, amit ugy tartanak
szdmon, mint a Féld forgasanak a bizonyitékat. Azonban vizsgaljuk meg a kisérlet gondolatmenetét.
Képzeljiik azt, hogy a kisérletet az északi sarkon hajtjuk végre, és észleljiik az inga sikjanak elfordu-
lasat a F6ldhoz rogzitett koordinatarendszerben. Megallapitjuk, hogy ennek két oka lehet: Vagy a Fold
forgasabol szarmazo tehetetlenségi erdk, vagy valamely mas er6, példaul villamos vagy magneses ere-
detli. Gondosan vizsgalodunk és megallapitjuk, hogy mds erdt nem észleliink. Ez a megallapitas ujabb
informaciot csatol a vizsgalathoz — ami nem kovetkezik az axiomakbol — ez teszi lehetové, hogy az
inga viselkedését tehetetlenségi erdvel (a Coriolis er6vel) magyarazzuk. A Foucault féle kisérlet csak
ezzel a kiegészitéssel bizonyitja a Fold forgasat.

7.2. példa. Szivattyi forgé jarékerekének erdjatéka

Az abra szerinti szivattya jarokerék
erdjatékat kivanjuk szdmitani. Az abran bal-
oldalt a lapatokat a metszet sikjaba befor-
gatva latjuk. A jobboldali abra a lapatokat a
jarokerék elSlapjanak levétele utan mutatja.
= /o A bearaml¢ viz és a tengely forgasanak ira-

~ 11 nyat a nyilak jelzik.

A jarokerékben kialakuld aramlast a
jarokerékkel egyiitt forgo koordinatarend-
szerben vizsgéljuk. Ennek el6nye, hogy eb-
ben az dramlds stacionarius, mig az allo
rendszerben nem az. Feltessziik, hogy a jaro-
kerék fordulatszama egyenletes. A rendszer
nem gyorsul, tehat a tehetetlenségi erék koziil
csak a centrifugalis és a Coriolis erét kell fi-
gyelembe venni.

7.2. abra. Radialis szivatty( jarokerék rajza

Az aramlas a jarokerékben periodikus, elég egy csatornat vizsgalni. A 7.3 abran szaggatott vonallal
jelolt ellenérzé feliiletre alkalmazzuk (3.12) ~ (I1d) axiomat. Az el6bb bizonyitott tétel alapjan ugyanis a forgo
rendszerben a kontinuummechanika 0sszes egyenlete érvényben van, csak az all6 rendszerbeli kiilsé er6khoz
hozz4 kell szamitani a tehetetlenségi eroket.

121 4sd az 1. fejezetben, (1.15) egyenletnél.
3Bzt azért érdemes hangstlyozni, mert esetenként vezetd tervezok is idegenkednek a tehetetlenségi er6k hasznalatatol.
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Az ® vektor merdleges a hatlap sikjara. A helyvektor rajz sikjara es6 vetiiletét * jeloli (7.3. abra):

r'=r*tp,

plle . (7.21)

Ezt a centrifugalis er siirliségének egyenletébe helyettesitjiik, majd @xp =10, (19.2), és or*=0

miatt a centrifugélis er6 sfirlisége: connifugilis = —P OX(@xT") = po’r* . (7.22)
2
Ezzel a centrifugalis erd: centrifugdlis — _[,0 o r*dV (7.23)
V
A Coriolis erdre pedig [21]: Feorions = —I 2xwpdlV = —j 2(oxr)pwdS , (7.24)
s

ugyanis Gauss (21.5) tételével feliileti integralla alakithato. Itt w a lapatokhoz képesti relativ sebesség, és a
feliileti integral integranduszara pedig (20.21) alkalmazasaval:

[(@xr)owlV =(@xr)divw +[(@xr)oVlw=oxw , (7.25)

ugyanis divw =0 (vizre p=4ll.) , és (@XxTr)oV =@ X1 tehat a feliileti integralban szerepld fiiggvényt

kapjuk.

Fp,szivott

-m

p,nyomott

FE

Coriolis

Nagyon érdekes, hogy a Coriolis erd kifejezheto a
(7.24) feliileti integrallal. Ez azt jelenti, hogy nem fiigg a
térfogaton beliili aramlastol, csupan a peremen felvett érté-
kekt6l. Mivel a lapatokon ataramlés nincs, az erdt mar a be-
1€pd és a kilépo feliileten érvényes sebességeloszlas meg-
hatarozza. Tehat (7.24) alapjan:

FC()rioliS = T90 260/0( I r*wdAd - Ir * WdAJ (726)

4, 4,

ahol Ty jeloli a 90°-os forgatast a pozitiv iranyba. Ez az
egyenlet a gyakorlatban nagyon jol hasznalhato. Példaul a
7.3. 4bra lapatcsatornajaban aramlo folyadéktomegre az
elébbiek szerint a (3.12) ~ (IId) axiomat alkalmazva, a 7.4
abra szerinti eréjatékot nyerjik.

Fp’szivott 500 Newton

E:entrifugélis

FCorioIis

7.4. abra. A lapatcsatornaban aramlé folyadéktdmegre haté erék a szivattyl egyik iizemallapotaban

A 7.4. abran a nyomast gy normaltuk, hogy a belépésnél p; = 0 (tehat példaul |Fyzl = (p2 — p1)42). Az

I, és I, a belépd és kilépd impulzuserdk, viszonylag kicsik. Az F, erék a nyomasokbodl szarmaznak: Fp nyomot
azon erd, amivel a lapat nyomott oldalan uralkodé nyomas nyomja a lapatcsatornaban levé folyadéktomeget
(7.4. abra), az Fysiven €16 pedig az, amivel a lapat szivott oldalan ébredé nyomas hat a folyadéktomegre. A
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centrifugalis és a Coriolis erét a (7.23) és (7.26) képletekkel szamoltuk. F; erd a lapatcsatorna falain ébredd
kicsiny viszkdzus és turbulens csusztatd fesziiltségek egylittes becsiilt értéke.

A 7.4. abra jobb oldalan az erdket a hatasvonalukra rajzolva latjuk, a baloldali abra a (IId) axidoma
zar6do vektorsokszogét mutatja. Az ilyen abraknak tobb gyakorlati tanulsaga van. Hasznalhato példaul a lapa-
tok szilardsagi méretezésénél, vagy a Reynolds szam hatasok értékelésénél [21]. Azt is sokszor kérdezik, hogy
a jarokerék-csatornaban a viz miért aramlik a nyomaskiilonbség ellenében. Erre a 7.4. dbra kifelé mutatd erdi
vilagos magyarazatot adnak.

A példa egyuttal azt is szemlélteti, hogy a newtoni kontinuummechanika alkalmazhatd forgo Foldi
rendszerekben is.

8. fejezet. Anyagi egyenletek.

Konkrét szamitasi feladatot csak akkor tudunk sikeresen végrehajtani, ha az axiomakat kiegé-
szitjikk az anyagi egyenletekkel, amelyek megadjak p és F fiiggését a mozgas mas paramétereitdl az
anyag tulajdonsagainak megfelelden.

Stiriiségek
A legegyszeriibb anyagi egyenlet: p = konstans. (8.1)
I11. tdbldzat. Néhdny anyag siiriisége (egyszeriibb szamitashoz)
Anyag viz | jég | olaj, fa | levegd | acél | aluminium | bronz, réz | gumi | beton
Stirliség, kg/m? | 1000 | 917 800 1,25 | 7800 2700 8800 1200 | 2200
IV. téblazat. Viz siiriisége, kg/m® (igényes szdmitashoz, kivonat [33]-bol)
Abszolut nyomas, bar
Hoémérséklet, C° 1 10 30 70
0 999,8 1000,3 1001,3 1003,3
4 1000,0 1000,4 1001,4 1003,4
10 999,7 1000,1 1001,1 1003,0
20 998,2 998,6 999,5 1001,3
40 992,2 992,6 993,5 995,2

Ideadlisan dsszenyomhato gazok surisége az dllapotegyenletbdl szamithato:

PT _poTy (8.2)
p Po
ahol p az anyag stirisége a T abszolut hémérsékleten és p abszolut nyomason. 0-s értékek ugyanezek

egy masik allapotban. Levegé: T, =273K, p, =1bar, p, =1,29kg/m* , p, T, | p, = 352kg/m’ K/bar.
Gazok stiriisége igényes szamitashoz a Van der Waals allapotegyenletbdl nyerhetd.
Gozok stiriisége a gbztablazatokbdl veheto.

Kontinuummechanikai szamitasokban gyakran feltételezik, hogy a test "homogén és izotrop"
anyagu'!'%. Ezzel az anyagi paraméterek térbeli viselkedését jellemzik.

114A test homogén, ha minden pontjanal egyformén viselkedik (az anyagi egyenletei ugyanazok). A test izotrép, ha barmi-
lyen iranyban ugyantgy viselkedik (nincsenek kitiintetett iranyai). Nem izotrop a fa, mert szaliranyban kdnnyebben hasad.
Nem homogén a betétedzésii acél, mert a felszini réteg keményebb, mint a belseje. (Azonban sokszor az ilyen testeket is
homogeén, izotrép kontinuumként kezeljiik, annak tudataban, hogy ez csak kozelités.)
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Linearisan rugalmas Hooke-féle testek

Szilard testek fesziiltségviszonyainak szamitasanal abbol indulunk ki, hogy a terheletlen test
fesziiltséegmentes. Ennek természetesen gyartastechnoldgiai eldfeltételei vannak. Gondoljunk példaul
egy acél gépalkatrészre. A gyartasa soran (6ntés vagy hegesztés) fesziiltségek maradnak benne, amiket
hokezeléssel (vagy vibralassal) sziintetnek meg. A gépbe szerelend6 alkatrész igy fesziiltségmentes.

A szilard testek anyagi egyenleteit Szentmartoni [59], Kozak és Szeidl [94,95] targyalja.

A terheletlen (er6hatas nélkiili) test r helyvektor pontja a terhelés utdn a deformalt, Gjra nyu-

galomba jutott test r' pontjaba keriil. Az e/lmozduldsa: u(r) =r'—r. Ennek derivalttenzorat az: A = du

dr
tenzort alakvaltozdsi tenzornak nevezik, és ezt szimmetrizalva, az A, = %(A + A") tenzort tiikros
alakvaltozasi tenzornak''>. Az A, tenzor a test lokdlis (helyi) torzulasait jellemezi. A szilard test Kis

alakvaltozasairol akkor beszéliink, ha az A, tenzor matrixanak elemei kicsik''%, az anyag ekkor lokd-
lisan csak kicsit torzul. Az altalanos esetben A; és F matrixa:

Sx yxy yxz O-x Txy sz
A, = Yo & Vi , F= T, 0, T, , (8.3)
yxz yyz Sz sz sz O-Z

ahol &, az x tengely iranyu relativ hosszvaltozas (lasd alabb), yx, az x és y tengelyek (deformacio elotti
90°-0s szdge) szogvaltozasanak fele, ox az x tengelyre merdleges sikon haté huzofesziiltség, 7,» az x
tengelyre mer6leges sikon ébredd, az y tengely irdnyaba mutato cstisztatofesziiltség. Az A, és F kozotti
egyenlet paraméterei szakitogéppel mérhetok.

8.1. abra. Szilard test szakitogép tesztjére elokészitett probadarab vazlata [94]

Az abran bemutatott prébadarabot a két végénél kialakitott vastag részénél fogjak be a szaki-
togépbe. A teszt soran meghatarozzak, hogy ismert nagysagu F huzbderd hatasara mekkora a probada-
rab [/ hosszlsagl részének 4/ megnyulasa. A legtobb szilard anyag esetén egy hatarérték (a rugalmas-
sagi hatar) alatt a mért értékekre a

F

Al .
Ohins = P &= 7 valtozokkal teljesil Hooke torvénye: o, =E¢ , (8.4)
a

azaz: a huzofesziiltség ardnyos az ¢ relativ hosszvaltozassal. Az aranyossagi szorzd E egy anyag-
allando, amit Young modulusznak neveznek. A hosszvaltozassal egyidejlileg a rid 6sszehizodik. Az a
és b hosszak (8.1. abra) dsszehiizéddsai Aa és Ab teljesitik (homogén, izotrop test esetén!#):

da_ b _ Al

== 8.5
a b Vl (8.5)

ahol v a Poisson tényezé. Minden anyagra: v < 0,5.

115 Az A* matrixot Gigy kapjuk, hogy az A matrixot a f8atlora tiikrézziik. Az A, tenzor szimmetrikus.
116 Az A, elemei dimenziétlanok (hossz/hossz), gyakorlati szamitasokban 0,01-nél kisebbek.

64



Fay Arpad: Bevezetés a newtoni kontinuummechanikaba

V. tablazat. Rugalmassagi anyagillandok'!” (egyszeriibb szdmitishoz)

acél | ontdttvas | aluminium | bronz, s.réz | iiveg | beton | granit | gyémant | gumi
E, GPa | 200 115 68 110 66 27 45 1100 0,01
v, arany | 0,27 0,25 0,34 0,37 0,24 | 0,17 | 0,13 0,07 0,46

A mérések szerint, a Hooke-féle rugalmas testek A; és F tenzorai teljesitik a kovetkez6 egyenletet:

Hooke-féle anyag-torvény [59]: A, =] ;V F-lsl, (8.6)
ahol I az azonossag tenzora, ¢s  s=i(F)=0, +0, +0, az F elso skalarja. 8.7)
Bevezetve e=i(A)=etegte az A; elso6 skalarjat, (8.8)

a (8.6) egyenlet két oldalanak elso skalarjat szamitva, és az egyenletet rendezve kapjuk:

1-2v Ee
= va s = 8.9
e=—0s gy 1—2y (8.9)
Ezekkel (8.6) egyenletet F-re megoldjuk:
Hooke-féle anyag-torvény masik alakja [59]: F=2uA, +/7el , (8.10)
ahol ou=t | & - VE 8.11)
1+v (1+v)(1-2v)

a Lamé-féle allandok. A (8.10) 0sszefliggés a fesziiltségtenzor keresett anyagi egyenlete.

Kiszemelve egy V térfogath kis kockat a terheletlen rugalmas testben, a terhelés utani térfoga-
tanak 4V megvaltozasa a V-hez képest (az oldalfalak eltolodasat szamitva):

av
—=e
14

Mivel a kis kocka tomege a terhelés soran nem valtozik, a terheletlen p, stiriségli Hooke-féle
test stirlisége a terhelés utan:

(8.12)

Hooke-féle test stiriisége: (8.13)

_ 1
P =Po 1te
Mivel azonban az ¢ relativ alakvaltozasok kicsik (gyakorlati szamitasban: e < 0,01) a Hooke-

féle testeknek ezt a stirliségvaltozasat nem szoktak figyelembe venni.

8.1. példa. Tenzorok a szakito probatest pontjainal

Allitsuk el a 8.1. abra szerinti probatestben ébredé A, és F tenzorok matrixait a (8.4) és (8.5) egyen-
letek alapjan, és ellendrizziik, hogy teljesitik-e (8.6) egyenldséget. A z tengely a huzas iranyaval parhuzamos.

-v¢e 0 O 0 0 O 100
1+v V
0 -ve 0= 0 0 O _E(O+0+0Mﬂj) 010 (8.14)
0 0 ¢ 0 0 o0, 0 0 1

A jobb oldali matrix egyenléség elemeit egyszerli szamitassal meghatirozva, a bal oldali matrixnak
mind a 9 elemét megkapjuk. Megjegyzés: A probatest [ hosszisagu részén a fesziiltségeloszlas egyenletes. A
(8.6) egyenldség a probatest kozépso részén minden pontndl érvényes. A probatest oldallapjainal a levego ol-
dalon minden fesziiltség zérus (a 1égkori nyomas olyan kicsi a mért fesziiltségekhez képest, hogy zérusnak
vessziik), tehat teljesiilnek az 5.7. példa kdvetelményei.

7Az 6lom, a gumi, és a miianyagok huzédiagramjai altalaban nem linedrisak. A gyémant kristdly nem izotrop. Az
ezekre adott értékek csak tajékoztatoak.
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Surlédasmentes folyadék
Surlodasmentes folyadékokra!!® : F=-pl, (8.15)

ahol p a nyomas (1.23. példa), és I az azonossag tenzora. Az aramlasi tér valamely pontjanal a p nyo-
mas értéke fiigg az dramlasi tér peremfeltételeitdl (példaul allo vizben a vizfelszinnél érvényes nyo-
mastol), és az aramlas alapegyenleteitdl (példaul a veszteséges Bernoulli egyenlettol).

Linearisan viszkézus folyadék
Viszkozus folyadékokra a Stokes-féle surlodasi torvény!!':
F=-pl+1i{D)I+2uD , (8.16)

ahol D a deformdciosebességek szimmetrizalt tenzora. Ezt a kovetkezOképpen kapjuk. A deformacio-
sebességek tenzora: a v = v(r,f) sebesség [komponensekben v = vi(r,1), v(r,f), vAr,f), r = (x,0,2)]r
szerinti parcidlis derivaltja:

ov, % ov,

ox Oy Oz

v, ov, 0 ’
OV _| Py My Ny 120 eg ent szimmetrizalva: D= | OV [ OV | (8.17)
or ox Oy Oz 2 0r (Or

ov, 8& ov,

ox oy oz

tovabba (8.16) egyenletben 1 és u a viszkozitas konstansai. Osszenyomhatatlan (allandé stirtiségii) fo-
lyadékokra: 4 = 0 (sokszor ezt hasznaljuk valdsagos folyadékokra is). A u elnevezése dinamikai visz-
kozitds. Helyette inkabb a p stirliséggel osztott v = u/p konstanst, a kinematikai viszkozitdst hasznaljuk.
(Az elnevezés abbol ered, hogy i dimenzidja, Ns/m?, tartalmazza az eré egységét, mig v dimenzioja,
m?/s, csak kinematikai egységeket tartalmaz.) Konnyli megjegyezni néhany tdjékoztatd értéket:

vizre v =10 m?/s,
levegdre v =15. 10 m?/s.

Mivel a viszkozitas egyik gyakorlati egysége a centisztok, és 1 cst =10 m?/s, az alabbi tabla-
zatokban a szamértékek valgjaban centisztokban vannak adva.

VL. tablazat. Viz kinematikai viszkozitasa 1 bar abszolit nyomason [53]

t,°C 0 10 20 40 60 100
v.10® m?/s 1,78 1,30 1,00 0,66 0,48 0,30
VII. tdblazat. Olajok kinematikai viszkozitdsa 1 bar abszolit nyomason [53]
v.10® m?/s 250 150 100 50 20 10 5
konnyti olaj, °C 5 12 19,5 32 55 65 120
nehéz olaj, °C 43 52 58 73 100 120
VIII. tablazat. Kiilonféle folyadékok kinematikai viszkozitasa (1 bar, 15 °C) [53]
higany éter alkohol benzol
v.10° m?/s 0,12 0,27 1,67 7,9
IX. tablazat. Levegé Kinematikai viszkozitasa, v.10° [53
t,°C -20 0 20 40 60 80 100
1,033 bar nyomdason 11,6 13,3 15,1 16,9 18,9 20,9 23,1
2 bar nyomason 5,85 6,74 7,72 8,80 9,95 11,2 12,7

18 A surlédasmentes dramlasokat 1asd a 12. fejezetben.

119 Nevezik Navier-Poisson tdrvénynek is.

120 Erdemes megjegyezni: az elsé sorban v, derivaltjai szerepelnek.

121 A matrix f64tloja marad, és rajta kiviil a f6atlora tiikkrosen elhelyezkedd elemek szdmtani kdzepeit tartalmazza.
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A turbulens aramlas Reynolds fesziiltségei
A turbulens aramlas nem anyagi egyenlet, mégis itt targyaljuk, mert hasonlo a kezelése.

Turbulens aramlas esetén a folyadék belsejében kisebb-nagyobb folyadéktomegek az aramlas
f6 iranyatol eltéré sebességre tesznek szert (lasd a Pelton sugar példajat, 5.3. példa). Igy a turbulens
aramlasi tér rogzitett helyeinél a p, v, F alapmennyiségek egy-egy kozépérték koriil ingadoznak'?2.

A tér rogzitett r pontjanal az id6 fliggvényében ingadozod v(r,f) sebesség idobeli atlagértékét a
kovetkezoképpen értelmezziik a 7 1d6t jelentd segédvaltozoval, az atlagértéket feliilvonassal jelezve:

t+T

v(r,t)=% [vir,e)ar (8.18)

Az integralési tartomany hossza 2T, igy V(r,¢) a 2T id6tartam alatti dtlagsebesség az r pontndl.

Ezt nevezzik turbulens sebességnek, vagy egyszerlien sebességnek. Fontos az atlagolas 27T id6tarta-
manak helyes megvalasztasa. Ha a turbulens aramlés stacionarius (tehat a fo6 paraméterei hossz idén
at kozel allandoak) akkor T értéke nagyon nagy lehet, és a definicid 7 — co-re is érthetd. Azonban, ha
a turbulens aramlés instacionarius (példaul egy szivattyu induldsa idején a nyomdcsében kialakuld
aramlas), akkor 7 értékét a turbulens ingadozasok periodusidejénél sokkal hosszabbra, az instaciona-
rius folyamat jellemz6 idejénél pedig sokkal révidebbre kellene valasztani. Ez sokszor csak kompro-
misszumok aran lehetséges. Ilyen esetben elvben eljarhatnank gy is, hogy a folyamatot t6bbszor meg-
ismételve a kis T-vel szamitott értékek statisztikai atlagat képezziik. Ekkor a turbulens sebesség egy
valoszinliségi valtozo: a v(r,t) idoben valtozo sebesség vdrhato értéke.

A turbulens aramlas egy aramlastechnikai rendszerben (példaul egy szivattyutelep csOvezeté-
kében, vagy egy technolodgia folyamat tartalyaiban) jon 1étre. El6szor az egyszeriibb esetet, a rendszer
stacionarius lizemét targyaljuk. Ekkor a rendszer {6 (atlagolt) &ramlastani paraméterei az id6 fliggveé-
nyében allanddak. Adott r helyen az ingadozd dramlasi sebesség: v(r,?) természetesen ekkor is fiigg
az 1d6tol, és a pillanatnyi aramlasra (¢ = t1), a (¢) axiomak teljesiilnek. A (Il¢) axidma (a (3.2) egyenlet)
az aramlasi tér tetszdleges rogzitett V() térfogatara:

(Ilc) axiéma: % j oV dV‘t:tl + j ov(vdS) = j pgdV + IFdS . (8.19)
V) ) V) S()

F6ldi rendszerben (g = konstans) viz aramlésat (p = konstans) vizsgaljuk, melyre a Navier-
Stokes egyenlet is érvényesiil (F a (8.16) egyenlettel szdmithato, p = konstans miatt A = 0). Mivel az
lizem staciondrius, az atlagolasi idétartamot (27) nagyon hosszura (T — oo értékre) valasztjuk.

A (8.19) egyenlet minden tagjat atlagoljuk. A baloldali elsé tag atlagértéke zérus. Ugyanis a
differencialando integral is egy atlagérték koriil ingadozik, és ismert a kovetkezo tétel: Ha egy U fizikai
mennyiség a ¢ id6 fiiggvényében korlatos (JU] < K adott szam, akarmilyen nagy ¢-re!), akkor a deri-
valtjanak iddbeli étlagértéke zerus. Az atlagérték definicidja szerint ugyanis:

I—dt—lm;(F(U) F(0)=0 . (8.20)

T—)oo

Az integralast el tudtuk végezni, s utobb, mivel F(U) korlatok k6zott ingadozik és T—oo, a tort hatar-
érteke zérus. A (8.19) egyenletbdl tehat az elsd tag kiesik. Az egyenlet tobbi tagjat rogzitett tartoma-
nyokon szamitjuk, ezért az atlagérték képzés és az integralas sorrendje minden tagban felcserélhetd. A
baloldalon maradt tagot a masik oldalra rendezve ezt kapjuk:

0=-[pv(vaS)+ [ pgav + [Fas . (8.21)

S(ty) Vity) S(t)

122 A g azért hidnyzik az alapmennyiségek koziil, mert Foldi rendszerben allando.
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A két konstans szorzata: Eg = pg, ¢és a fesziiltségtenzor idébeli atlaga Fa (8.16) egyenlOség

atlagolasaval szamithato. A sebességeket tartalmazo integral atlagképzésénél azonban gond van. A
v(vdS) szorzatot a v vektor (vy,v),v:) sebességkomponenseivel (19.8) és (19.37) alapjan felirva:

VY, VY, VY, ds,
v(vdS)=(vov)dS=|vyv vy vy [dS, |, (8.22)

V.V, V.Y, VY, ds.

ahol o a diadikus szorzas jele. A tenzorban a sebességkomponensek szorzatai jelentek meg, és egy
szorzat atlagértéke altalaban nem egyenlo az atlagértékek szorzataval. Nézziik példaul a vy és v, kom-
ponensek szorzatat. Az atlagot feliilvonassal, az ingadozast vesszével jelolve:

5 — (v IAYET) 'Y _ 35 35 = .,/ r = o
€s V., =(v, +vx)(vy +vy)—vxvy VY, Hvv vy,

= ’
,V, =V, 4V vy

= !
V.=V, .tV L,V =V Y,

X

¢s mivel az atlag definiciéja miatt: v, =0,v! =0, a v, v, szorzat atlagerteke:

VY, =V VY (8.23)

Ezt alkalmazzuk (8.22) tenzoranak elemeire (a Vv komponenseit tartalmaz6 tenzort visszaalakitva):

! !

VL =gV - pV,
pv(vdS)=pv(vdS)-T,,dS ,ahol T, =|-pviv, —pviv, —pvivi|, (824)
=V, =Y,

ahol Tu,» a turbulens fesziiltségek Reynolds-féle tenzora. Ezt a viszkozus fesziiltségek atlagértékeit

tartalmazé F tenzorral ((8.16) egyenlet) Osszevonva:

Fturb = F + Tturb > (825)
kapjuk a turbulens aramlas (egyiittes) fesziiltségtenzorat. Ezt helyettesitve (8.21) egyenletbe:
(IIc), turbulens, stac. és p = konst.: 0=- j pv(vdS)+ j pedV + I F,,dS . (8.26)
S(ty) Vi(t) S(ty)

Azt nyertiik tehat, hogy a (Ilc) axidoma a turbulens dtlagsebességre is érvényes, modosult fesziiltség-
tenzorral.

Hasonlé modon az (Ic) (a (3.1) egyenlet) és a (Illc) (a 3.3 egyenlet) atlagértékét is szamitjuk.
A baloldali els¢ tagjaik atlagértéke szintén zérus, €s igy az axiomakbol a kdvetkezd egyenletek ma-
radnak:

(Ic) axiomabol: 0=- _[pvdS . (8.27)

S(t1)

(Ill¢) axiomabol: 0=-— J(rxpv(vdS)—F I rxpgdV + IerdS : (8.28)

S(ty) V(ty) S(11)

A (8.27) egyenletben v az egyetlen id6ben valtozo paraméter, ezért az atlagolast végrehajtva (8.29)-et
nyerjiik. Amikor a (8.28) egyenletet atlagoljuk, akkor a (8.26) egyenlet tagjait nyerjiik vektorialisan
szorozva r-el, ezért (8.30)-ban is a (8.24) szerinti Reynolds fesziiltségek jelennek meg:

(I¢), turbulens, stac. és p = konst.: 0=- I pvdS . (8.29)

S(ty)

(IIlc), turbulens, stac. és p = konst.: 0=- J.rx pv(vdS) + I rxpgdV + _[er dS . (8.30)

turb
S(ty) V(1) S(t1)
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Végeredményben azt kaptuk, hogy az (Ic), (Ilc) és (Ilc) axiomak érvényesek a turbulens (at-
lagolt) sebességekre, a fesziiltségtenzornak a Reynolds fesziiltségeket is figyelembe vevo (8.25) sze-
rinti modosult értékével. Mivel az axiomak egyik rendszere teljesiil, a newtoni kontinuummechanika
Osszes egyenlete (példaul Cauchy mozgasegyenlete is) érvényes a turbulens aramlasra!

8.2. példa. A Reynolds fesziiltség becslése vizturbina jarokerék utan

8.2. abra. A Reynolds fesziiltség becslése a vizturbina sikba teritett szarnyracsa utan,
csak a lapatok nyomat véve figyelembe

A 8.2. dbra egy szarnylapatos vizturbina jarokerék lapatracsanak adott sugarhoz tartozé hengermetsze-
tét és a rajta athalado aramlast vazolja. A vizturbindk legjobb hatdsfoku lizemallapotaiban az aramlés kozel
hengermetszeteken torténik, igy a hengermetszetet sikba teritve, a sikracsban az dramlas valtozatlan sebessé-
gekkel érvényes. ¢ = u + w, ahol ¢ az abszolut sebesség a sikbeli allo rendszerben, u a hengermetszet keriileti
sebessége (a lapatracs is ezzel a sebességgel halad az abran), w a relativ sebesség a lapatracshoz képest. A relativ
aramlas stacionarius, ezért ennek a sebességeloszlasat képzeljik el (és ezt abrazoljuk). A turbulencia {6 forrasa
a jarokeréklapatok nyoma, ahol a relativ sebesség kicsi a f6 aramlashoz képest. A Reynolds fesziiltség féleg a
nyombol szarmazik, ezért a f6 dramlas sebességvaltozasaitol eltekintiink, a nyomon kiviili &ramlast egyenletes-
nek vessziik (8.2. dbra). A lapat nyomaban, kozvetlenill a lapat utan az atlagos relativ sebesség zérus. Kicsit
tavolabb azonban mar észleliink sebességet. A példaban: wi= 0,1wy és s/t =5 % adatokat vettiik fel. Az abszolut
aramlas instacionarius, de periodikus. A Reynolds fesziiltséget az all6 rendszer egy pontjanal szamitjuk. A la-
patracs az adott pont folott egyenletes sebességgel halad. A pontnal az id6 s/t részében az abszolut sebesség: ¢,
mig az id6 (1 — s/t) részében: ¢isebesség uralkodik. Az id8beli atlag tehat: € =cys/t+c;(1—5/1) (Az abrara
tekintve meglepd, hogy az adott pontnal milyen nagy a sebesség szogvaltozasa, de a vizturbindban is ez a hely-
zet!) Az atlaghoz képest a sebesség véltozasok: ¢; =¢; —€, €p =€ — €. Az abrabol a komponensekre:

¢'w<0, ¢'m>0, ¢'m>0, ¢'m<0, tehat az egész id6tartam alatt ¢, c,, < 0. Tovabbi adatok: wi=20 m/s, f=20°,
u =20 m/s. Ezekkel az id6beli

atlagérték: chel =cpch(l=s/t)+ e chns/t =—4,947m? /s*

és a Reynolds fesziiltség: t, =—pc.c =5000 N/m* .

u-m

Ez a szamitas azon ritka esetek kozé tartozik, amikor a Reynolds fesziiltséget ki tudtuk szamitani. Ez
jelzi, hogy szarnylapatos vizturbina (és szarnylapatos szivattyu) jarokerekek utan az abszolut aramlasban mi-
lyen nagysagu turbulens nyiréfesziiltségre szamithatunk. A jarokerekek tervezésénél ez fontos adat.

Az eldbbiekben a turbulens aramlasok alapesetét: a stacionarius és dllando sitiriiségii turbulens
aramlast targyaltuk. Ha az aramlas nem staciondrius, akkor (8.20) nem érvényes (bar kozelitésként
elfogadhatd). Valtozo siiriiségii kozeg esetén pedig az dsszes p-t tartalmazo tag atlagolasaban megje-
lenik a stiriség ingadozasa (ami viszont a legtobb esetben elhanyagolhato). Ilyen esetekben g és Frp
modositasaval a helyzet elvben valamennyire menthetd, de a gyakorlatban kozelitésként ezekre is az
alapeset el6bb bemutatott egyenleteit alkalmazzak.
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Mivel a turbulens dramlasokra a (¢) axidomak jo kozelitéssel teljesiilnek, a turbulens aramla-
sok ugyanugy kezelhetok, mint az eldzéekben targyalt surldédasmentes €s a viszkdzus aramlasok. A
szohasznalatban sem tesziink kiilonbséget, a turbulens (atlagolt) sebességet egyszeriien sebességnek
nevezziik, és az egyenletekben az atlagolast jel6lo feliilvondst elhagyjuk.

Az lenne az idealis, ha a turbulens aramlas fesziiltségtenzorat (a (8.25) egyenldség tenzorat) az
aramlas tobbi paraméterébdl szamitani tudnank (ahogy linearis viszkozitasu folyadékokra ezt meg le-
het tenni). Erre azonban altalanosan elfogadott eljaras nem alakult ki. Kozelitésként tobb modszert is
alkalmaznak, ezekrdl Kalmar, Baranyi, Kéndzsy [91], Kristof [92], Lohasz és Régert [99] is irt Gssze-
foglalast.

A turbulencia targyalasata 9. és a 13. fejezetben folytatjuk.

9. fejezet. Specialis differencialegyenletek

A newtoni kontinuumok specialis (kiilonféle anyagokra érvényes) differencidlegyenletei az
anyagi egyenleteken alapulnak.

Hooke torvényén alapul6 differencidlegyenletek

A szilardsagtan alapproblémaja az, hogy a terhelés utan nyugalomba jutott szilard testben
milyen fesziiltségeloszlas alakul ki. A nyugalmat: v =0 egyenldség jellemzi, ezt a (IIg) ~ (4.8) egyen-
letbe helyettesitve:

Nyugalomban levé szilard testre: 0=pg+divF . 9.1)
A rugalmas szilard test kis alakvaltozasara elfogadva Hooke torvényét, F helyébe a (8.10)

egyenletet kell helyettesiteni. Az elmozdulasvektor (1asd (8.3) egyenlet el6tt) a helyvektor fiiggvénye
u(r), és bevezetve a k és w 1j valtozokat:

divu=£k , rotu=w , 9.2)
az [59]-ben részletezett atalakitasok utan ezekre az egyenletekre jutunk:
di t
vz - div(rg) Vw1 (pg) ’ 93)
2u+2 U

ahol 4 és u a Lamé féle allandok (1asd (8.10) egyenletnél). Allandé siiriiségii kozegre, Foldi rendszer-
ben: pg = allando, tehat (9.3)-ban a szamlalok zérusok:

Vik=0 , Viw=0 . (9.4)

Egyszerl Laplace egyenleteket nyeriink (1asd (22.1) egyenletnél és 12.6 példaban). A megol-
dasaik harmonikus fiiggvények (1asd (12.29) egyenletnél), melyek elényds tulajdonsagait az u(r) fiigg-
vény is 6rokli. Mivel 4 és u kiesett szamitasbol, k£ és w (¢€s az elmozduldsmezd) fiiggetlen a rugalmas
test anyagatol, csak a peremfeltételektdl fiigg, amelyek egyértelmiien meghatarozzak a test belsejében.

A szilardsagtani feladatokat altalaban végeselem modszerrel oldjak meg [50], de alkalmazhato
peremelem modszer is [109, 117]. Az u(r) elmozdulasmezd peremelemes megoldasara példaul a (15.8)
egyenlet is alkalmas.

Osszenyomhatatlan folyadék

Vizre és mas kozel 6sszenyomhatatlan folyadékra a p = konstans feltevés alkalmazhato. Ekkor
(4.7) egyenletben a differencialhanyados zérus, €s a szorzat csak ugy lehet zérus, ha teljesiil az:

Osszenyomhatatlan folyadékok folytonossagi egyenlete: divv=0 . 9.5)
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Euler egyenlete surlodasmentes folyadékra

Cauchy L. térvényébe (a (IIg) ~ (4.8) egyenletbe) a surlodasmentes folyadékok F = - p I alap-
egyenletét helyettesitve a
divF =div(-pI)=—grad p ' (9.6)
atalakitassal ezt kapjuk:

Euler egyenlete surlodasmentes aramlasra: ? =pg—grad p . 9.7
t

Sok aramlastani szamitas alapul a (9.5) és (9.7) egyenleteken. Ezek egy skalar és egy vektor
egyenletet adnak az ismeretlen p skalarra és v vektorra. Az egyenletek megfeleld kezdeti és peremfel-
tételek esetén megoldhatok. A kereskedelmi forgalomban is kaphat6, jol hasznalhat6 "Euler szolve-
rek" a (9.5) és (9.7) egyenletek megoldasan alapulnak.

Az Euler egyenlet egyszertisitése érdekében nézziik a kovetkezo két példat.

9.1. példa. Hidrosztatika az Euler egyenlet alapjan

B levegd A hidrosztatika a folyadékok nyugalmi allapotaval foglalkozik.
L AV Minden nyugalomban levo folyadék surlodasmentesnek tekinthetd, ezért
érvényes ra Euler egyenlete (9.7), ami v = 0 miatt ilyen alakot 6lt:
0=pg—gradp ,

'g azaz: grad p = pg. Ennek integralja: p = C + pgr . Olyan koordinatarend-

2o szert valasztunk, amelyben g vektor fiiggdlegesen lefelé mutat, és a z ten-
z gely fliggblegesen folfelé van iranyitva. Tehat: g =(0, 0, - g), r = (x, , 2).
igy: p=C+pgr=C-pgz .
A z, magassagaban a p, 1égnyomas ismert (9.1. abra): p, = C - pgz,, ami-
bol: pP=potpg(zo—2) . 9.8)
Példaul, ha p,=1,01325 bar, akkor (z, - z) = 10 m mélyen (p = 1000 kg/m’
és g = 9,81 m/s*-el) az (abszolut) nyomas:

p=1,01325+0,98100 = 1,99425 bar ~ 2 bar .

viz

9.1. dbra. All6 viz a tartalyban

9.2. példa. Redukalt nyomas hasznalata

Foldi kornyezetben g vektor allando. Ezt a koriilményt kihasznalva, alland6 stirliségli kozeg esetén g-t
kiejthetjiik az Euler egyenletbdl. Bevezetjiik a redukalt nyomast:

P =P+pPEN , 9.9)

ahol & egy vizszintes siktol mért magassag (9.2. abra). Az eljaras abbdl all, hogy a helyi nyomasokat egy viz-
szintes sikra (a 4 = 0 sikra) redukdljuk. A manométervezetékekben a kozeg all, és rajtuk a nyomaskiilonbség a

(9.8) egyenlettel: pgh.
g £— helyi nyomasok
g
© ©

ol i s S 5 St

\‘\‘
g
h
h=0 —
/ 7

9.2. abra. Redukalt nyomasok egy csdvezeték mentén

< redukalt nyomasok

123A7 atalakitas bizonyitasa: Tetsz6leges a 4lland6 vektorral skalarisan szorozva az egyenlet bal oldalat, (20.12) alkalma-
zasaval: a(pI)V =(a p)V = pdiVﬂ+a gradp =a gradp. Mivel az egyenléség eleje és vége egyenld, és a tetszdle-
ges, az A szorzai is egyenlek.
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Mivel (9.9) alapjan: grad p,,, = grad p— p g, ezzel Euler egyenlete a kovetkezé alakot 6lti:

Euler egyenlete a redukalt nyomassal: p c;_v =—grad p,, - (9.10)
t

A redukalt nyomast sok gyakorlati esetben hasznaljuk. Viz dramlasa esetén altalaban akkor, ha csak egy
szabad felszin van a rendszerben. A szabad felszineken ugyanis a nyomas altaldban rogzitett (1égkorre nyitott
felszinen atmoszférikus, kavitacios iiregben a géznyomads). Tobb szabad felszin esetén azonban a helyi
nyomadsok hasznalata altalaban egyszer(ibb.

Al16 vizben a redukalt nyomas allando, minden pontnal ugyanakkora.

Az aramlastanban a redukalt nyomas hasznalata altalanos, sokszor kiilon nem is emlitjiik, mert termé-
szetes, hogy ezzel dolgozunk (ekkor a jelolésben sem kiilonboztetjiik meg).

Navier-Stokes differenciilegyenlet

Az Osszenyomhatatlan, linedrisan viszkozus folyadék alapegyenletét a (IIg) axiomabol ~ (4.8)
egyenletbdl nyerjiik. A fesziiltségtenzor (8.16) szerinti egyenletét helyettesitve (melyben p = allando
miatt 4 = 0), atalakitasok utan:

Navier-Stokes egyenlet, p = allando: p f]_v = pg—grad p+uviv 1 (9.11)
t

ahol y a dinamikai viszkozitas, és

azvx+62v azvx 32Vy 32Vy 62Vy azvz 62v2+82vJ

X

+ , + + ) +
o ot ottt &t Tt oyt o7t

Viv=(Viv,, Vzvy , V3 :[

azaz a Laplace operatora alkalmazva v-re (lasd (20.26) egyenletet).

Manapsag a Navier-Stokes egyenlet az aramlastan leggyakrabban hasznalt differencialegyen-
lete. Rendelkezik az Euler egyenlet elény0s sajatsagaival, de figyelembe veszi a folyadéksurlodast is.
Ennek ara a komplikaltabb program, €s a hosszabb futasidé. A megoldasa nagyon jo kozelitést jelent
kis sebességii laminaris (réteges) aramlasok esetén. A nagyobb sebességli turbulens aramlasok esetén
azonban turbulencia modellekkel egészitik ki, amelyek a valosagot csak durvan kozelitik (és ezért a
turbulens aramlasok szamitasanak pontossaga nem mindig kielégito).

A nyomas redukcidja (9.2. példa) a Navier-Stokes egyenletre is végrehajthatd. A (9.11) egyen-
letet p-val osztva, és az Euler egyenlethez hasonloan bevezetve a redukalt nyomast:

ﬂ — _grad pred +vv2

v. (912
o p (9.12)

Navier-Stokes egyenlet, p = dllandd, redukalt nyomas:

ahol v= el a kinematikai viszkozitas. Vizre v = 10 m?%/s, nagyon kicsi érték, ezért az ezzel szorzott
p

tag az aramlasi tér nagy részén elhanyagolhato, és csak ott 1ényeges, ahol Vv nagy értéki. Ez az

aramlasoknak csak olyan tartomanyaiban jelentds, ahol nagy nyirofesziiltségek ébrednek (példaul szi-

lard testek feliiletén kialakul6 hatarrétegekben, vagy a testekrdl levald hatarrétegekben, vagy kiilon-

boz6 sebességli aramlasok talalkozasanal).

12477 6sszenyomhato kozegek alapegyenlete (p # allandd, levegd nagyobb nyomaskiilonbségek esetén) szintén (8.16)-bol
szarmaztathatd, ekkor A > 0.
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A Reynolds-féle atlagolt differenciilegyenlet

A 8. fejezetben a turbulens aramlasok alapesetére bemutattuk, hogy a newtoni kontinuumme-
chanika axiomai teljesiilnek. Ezért szakadasi feliilet nélkiili tartomanyban Cauchy egyenlete, a (IIg)
axioma ~ (4.8) egyenlet is érvényes a turbulens aramlasra:

(9.13)

turb

Reynolds-féle atlagolt egyenlet turbulens aramlasra: p % = pg+divF
t

amelyben v a turbulens (atlagolt) sebesség, és Fu,» a turbulens fesziilségtenzor, ami a (8.25) egyenlet
szerint tartalmazza a sebességek ingadozasabol szarmazo tagot is. Az egyenlet a koordinatakban
(20.44) alapjan

dv, . oo, . or, N o,
P P T Ty T e

dv, or, do, Ot 9.14)
P TP Ty e

dVZ = +i+i+%
P % Ty T e

A turbulens aramlasok szamitasara kifejlesztett nagy aramlastani szoftverek a (9.5) és (9.13)
egyenleteket oldjak meg [91],[92],[97],[98],[99]. Az alkalmazonak azonban meg kell adni, hogy a tur-
bulenciat milyen moddszerrel kivanja figyelembe venni. A (9.13) egyenletet a (9.11) szerinti tagokkal
felirva sokszor RANS roviditéssel illetik (Reynolds Averaged Navier-Stokes = Reynolds atlagolt Na-
vier-Stokes).

Nem tartozik az RANS modszerek kozé, mégis itt emlitem a DNS (Direct Numerical Simu-
lation = direkt numerikus szimulacid) modszert, ami az id6fiiggd Navier-Stokes egyenletet oldja meg
(ebben nincs atlagolas). Ez korrekt, de nagy memoriat, és nagyon egyszerli nedvesitett hatarfeliiletek
esetén is nagyon hosszu futasidot igényel. A megoldassal nyert id6fiiggd sebességet adott helyeknél
atlagolva a DNS eredményei a RANS modszerek ellenérzésére hasznalhatok [135].

A turbulencia modellezésére hasznalt eljarasok kozott igéretesek a LES (Large Eddy Simu-
lation = nagy orvények szimulacioja) modszerek, amelyek gy gondoljak, hogy a turbulencia révén a
folyadékban keletkezod kisméretii (nagyobb frekvenciaju) orvényeket a folyadék belsé surlodasa gyor-

san elemészti, és ezért csak a nagyobb orvényeket kell figyelembe venni.!?

Gyakran alkalmazzak a k - € nevii egyik els6 RANS modellt. Ez a v' sebességingadozasvektor
négyzetével szamolt turbulens kinetikus energia aramlds iranyaban torténd valtozasat kozeliti olyan
konstansokkal, amelyeket probalgatassal kell megkeresni.

Menter [133] kifejlesztett egy anizotrop, hibrid k — @ SST (Shear-Stress Transport = nyiro-
fesziiltség transzport) modellt, ami tobb aramlasi konfiguracidban jo eredményt szolgaltat.

Czibere [17,18,134] a turbulens aramlasok Karmdn-féle hasonlosagi hipotézisébdl kiindulva
egy 3-dimenzidos STM (Stochastic Turbulence Model = sztohasztikus turbulencia modell) modszert
dolgozott ki, a sebesség ingadozasat véletlenszam generatorral gerjesztve. Ez még sok lehetdséget rejt
magaba.

Konozsy [136] a Reynolds-féle fesziiltség tenzorra egy uj hipotézist javasolt, amely Boussinesq
alakvatozasi elméletét 0sszekapcsolta Czibere hasonlosagi elméletével. Erre alapozva egy anizotrop
zarasi RANS modellt dolgozott ki a Menter-féle SST modell és a Czibere-féle STM modell 6tvozésé-
vel, mindkettd elényeit megtartva.

Hasznos eredményt a RANS modszerek csak tesztelés €s kritikai elemzés utan szolgaltatnak.

125A7 eljarast Erdddi Istvan lektor igy jellemezte: LES-ben a nagy érvények fel vannak bontva, a kicsik pedig model-
lezve vannak.
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Nagyméreti vizgépek tervezésénél a RANS modszerek megkertilhetok. Megoldjuk a surlodas-
mentes (Euler) egyenletet az dramlast hatarold adott feliiletek, és a hatarréteg levalasi feltételek (Kutta-
Zsukovszkij, 13.5. példa, kiilondsen 13.15. abra) figyelembevételével. Ezt kovetéen a Reynolds fe-
sziiltség becslésével (8.2. példa) a tervezési munkapont korrigalhato, és a veszteségek becslésével a
varhato jelleggorbék egy szakasza elég jol szamithato (15.2. példa).

Azonban a szivattyl és vizturbina ipar nagyon valtozatos aramlastani feladatai kdzott eseten-
ként a RANS modszerek fontos szerephez jutnak. Példaul nagy vizgépek kisminta méréseinél gyakran
elofordul (koltségkimélés, vagy mas okbol), hogy a kisminta nedvesitett feliiletei geometriailag nem
tokéletesen hasonloak a megvaldsitando nagy gép feliileteihez. Ekkor az eltérések aramlastani hatasat
szamitogépes elemzéssel vizsgaljak, surlodasmentes Euler egyenlet vagy RANS modell segitségével.

A specialis differencidlegyenletek dsszefoglalasa

A kontinuummechanikai feladat szilard testek esetén altalaban fesziiltségmezé meghatarozasat,
folyadékok esetén pedig sebességeloszlds szamitasat igényli. Ha szakadasi feliiletet feltételeznek, és a
helye ismert, akkor a szakadasi feliilettel a kontinuum olyan tartomanyokra bonthat6, amelyekben
nincs szakadasi feliilet. Ezekben az anyagi egyenletek alapjan felirt differencialegyenletek (Hooke,
Euler, Navier-Stokes, Reynolds atlagolt) kedvez6 esetben megoldhatok, és a megoldashoz a szakadasi
feltételek szolgaltatjak a peremfeltételeket. Ha a szakadasi feliilet helye kezdetben nem ismert, akkor
meg lehet probalni iteracidval megkeresni (5.3. példa.)

10. fejezet. Transzport elmélet

A folyadékaramléasok felhasznalhatok kiilonbo6zo fizikai paraméterek szallitasara. Példaul a fii-
tési csdvezetékben a meleg viz hdémennyiséget szallit. A sokféle paraméter transzportjanak (szallitasa-
nak) egyenletei hasonloak, erre fejlesztették ki a transzport elméletet.

Legyen iy egy skalar vagy vektor, kiilonben tetszéleges fizikai mennyiség, ami egy V(¢) anyagi
térfogaton értelmezve van. Vizsgaljuk el6szor a szakadas nélkiili egyszeriibb esetet.

Transzport szakadas nélkiil
A W(t) anyagi térfogatban nincs szakadasi feliilet, és rajta w is folytonos. A (18.4) és (18.5)
egyenlet alapjan, barmely rogzitett ¢ = ¢1 iddpillanatban:

d oy
2 (ywnar| =¥
@ 1ven I% .

V(1) v 1

dv + J’y/(vdS) . (10.1)
S

t=t
Ez a transzport egyenlet. A J(#)-ben levo anyagi részecskék "szallitjak” a  mennyiséget, és az utjuk
mentén a -t szallitd mozgd anyagi térfogat w tartalma az egyenlet szerint valtozik.

Sokszor tomegegységre vonatkoztatott fizikai mennyiségekkel dolgozunk. (Példaul a mozgasi
energia tdmegegységre vonatkoztatott értéke v%/2.) Ilyen esetben py-t integraljuk V(z)-n. Alkalmazzuk
az elébbi egyenletet i helyett py mennyiségre:

d o(py)

= Ndv| = |22

& jpw(r ) j Py
V(1)

dv + jpyx(vdS) . (10.2)
t:tl Sl

t=t, i

Vezessiik be az i, (r,?) és s, (r,?) 0j valtozokat gy, hogy:
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% Ipw(r,t)dV =Ipsde—IiW ds . (10.3)
40 t=t, " S

Ezt nevezik altalanos megmaradasi torvénynek vagy altalanos mérleg egyenletnek.

Sy ay térfogati forras-bosége, az idéegység alatt a tomegegységben keletkezd .
sy skalar ha y skalar, s,, vektor, ha y vektor.

i,/, a i fluxusa vagy aramsiiriisége: idoegység alatt a V(¢) feliiletének egységnyi teriiletli darabjan
érkezd, az anyagi térfogat y tartalmanak noveléséhez hozzajarulo fizikai mennyiseg. i, vek-
tor, ha y skalar, i), tenzor, ha y vektor. (Az integral eldjele azeért negativ, mert dS kifelé

mutat.)

10.1. példa. A kontinuummechanika axidémai mint transzport egyenletek
Az (Ia), (ITa), (II1a) axiomak megfelelnek a (10.3) egyenletnek a kovetkez6 paraméterekkel:

(Ia) v=1, Sl/,=0, iv,=0 )
(ITa) Y=V, S, =8, i,/,z—F .
(I1Ia) W=rxv, s, =rxg, i,/,:—er

(Ia) esetén (10.3) bal oldalan V() tomegét latjuk. Az egyenlet a tdmeg megmaradasat fejezi ki. (Ia)
forrdsmentes aramlasokra vonatkozik, ezért s, zérus. Mivel V(¥) anyagi térfogat, a feliiletén nem 1ép at tomeg,
a fluxus zérus.

A (IIa) axioma bal oldalén az impulzus derivaltja szerepel. Ez az egyenlet az impulzus megmaradasat
fejezi ki. Olyan rendszerben, melyben a kiils6 erék zérusok: az impulzus allandé (példaul a Naprendszer impul-
zusa allandod). A megszokott alkalmazasoknal a kiils6 erék (Ila) jobb oldalan nem zérusok, ekkor az impulzus
forrasbosége: g, és a fluxusa: — F.

A (I1Ia) axiéma az impulzusnyomaték megmaradasat fejezi ki. Forrasbésége és fluxusa a kozolt érték.

A (10.2) és (10.3) egyenletet 6sszehasonlitva lathato, hogy barmely y~hez tudunk talalni olyan
iy és swpart, ami (10.3)-at teljesiti. Ez azt jelenti, hogy tetszéleges fizikai mennyiségre felirhato dlta-
lanos megmaradasi torvény.

Adott i esetén az altalanos mérleg egyenletet tobbféle modon is kielégithetjiik. Mert, ha egy-
szer mar teljestilt, €s kevesebb keletkezik a térfogatban, akkor a feliileten tobbet bejuttatva a megma-
radas Ujra teljesithetd. Ez a feliileti és térfogati forrasok egyenértékiiségének tétele.

Ha y, iwés sv kozil barmelyik kettot ismerjiik, akkor (10.3) egyenlet az ismeretlen harmadik
meghatarozasara szolgalhat. Ezt példaul a kdvetkezd modon kereshetjiik. A y-re (10.2) eleve teljesiil,
(10.3)-at pedig megkdveteljiik. Mivel a bal oldalak egyformak, a jobb oldalaknak is meg kell egyezni.
A feliileti integralokat Gauss tételével térfogati integralokka alakitjuk, és az integranduszokat egyen-
16vé tessziik:

0 . .
%+dw(pl//v)=psv, —diviy, - (10.4)

Ez az dltaldnos megmaradasi térvény (egyik) differencidalis alakja. Ezzel az ismeretlen harma-
dik meghatarozhato.

A teljesség kedvéért a szakadasos transzport egyenleteit is felsoroljuk.
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Transzport szakadassal

A T(t) anyagi térfogatban van egy Sp(f) szakadasi feliilet, amelyen p, v, g, F és w(r,t) is ugor-
hatnak. Ekkor a szakadasos transzport egyenlet a (18.8) egyenlet:

d oy
— r,0)dV =|— dV+ vdS) - u,pdsS . 10.5
= Jween |5 ~ [vvas)— [lvlup (10.5)
V(t) t:tl I/] 1 S] SD
Ezt v helyett a py valtozora alkalmazva:
< Jovanar) =[2290 pavi[ oy was)- [lovlupas . (106
40 t=4 n =1 N Sp
a szakadasos altalanos mérleg egyenlet:
d vy = dv—1i,dS ds
= py(r,1) = | psydV — i, dS+ | fypdS , (10.7)
V() v, S, S,

t=t,

ahol fl//D a szakadasi feliileten a forrasboség. (Ha a szakadasi feliileten nem keletkezik v , akkor f,/,D

=0.) A két egyenletet egyenldvé téve, az Sp-re zsugoritott térfogattal (ahogy az 5. részben alkalmaz-
tuk) csak a feliileti integralok szamitanak, i,,n=iy,, jeloléssel:

[plp(vn — Upp) + ilpn] - ftpD =0 . (10.8)
Az egyenletnek kicsit egyszerlibb alakjara jutunk (5.7)-et helyettesitve:

iy —lm =W~y )+ fup  azaz [iyn] = 0]+ fyp . (10.9)

Ez az altalanos megmaradasi torvény szakadasi feltétele.

A transzportfolyamatokat a vegyiparban és az élelmiszeriparban gyakran alkalmazzak [108].

11. fejezet. Energia

Az energia fogalma és fajtai

Az energia fogalmat a fizika tobb teriiletén is hasznaljak. Ezeket céljainknak megfeleléen igy
csoportositjuk:

e Mechanika: a hémérséklet fogalmanak hasznalata nélkiil.

e Termodinamika: mechanikai és héhatasokkal.

e Altalanos (klasszikus) fizika: mechanikai, termodinamikai, villamos, magneses, kémiai, és
egyéb hatasokkal.

A newtoni kontinuummechanika a hdmérséklet nélkiili mechanikahoz tartozik, de kis mérték-
ben atnyulik a termodinamika teriiletére is. Ugyanis Foldi rendszerekben a szilard testek és a kozel
Osszenyomhatatlan folyadékok mozgasat (és a vizgépek iizemét) le lehet tgy is irni, hogy a homérsék-
let nem szerepel benne.'?° De az §sszenyomhato6 folyadékok (gazok és gbzok) targyalasa hdmérséklet
nélkiil nem lehetséges, ezért alabb néhany termodinamikai fogalomra is kitérniink.

A mechanikai munka fogalmat — er6 megszorozva az iranyaba tett elmozdulassal — korabbi
tanulmanyokbodl ismertnek tekintjiik.

126E7 elényds az ezekkel foglalkozd szakembereknek.
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Az energia fogalmat a mechanikéban szoktak bevezetni, majd altalanositjak a tobbi teriiletre.

A mechanikaban az energia hagyomanyos definicidja: az energia munkavégzo képesség. Ha
testek egy rendszere mechanikai munkat képes végezni, akkor azt mondjuk, hogy a rendszer energia-
val rendelkezik. A rendszer a munkat még nem végezte el, de benne van a munkavégzés képessége.
Ha elinditjuk a munkavégzést, és a rendszernek nincs energia utanpotlasa, akkor a rendszer energiaja
fokozatosan csokken, amig végiil elfogy. Egy utanpotlas nélkiili rendszerbdl csak a kezdeti energidja-
nak megfeleld munkat lehet kinyerni. Ha a rendszernek van energia utdnpotlasa (példaul rendszeresen
szenet visznek a hdéerdmiibe), akkor alkalmas lehet folyamatos energiaszolgaltatasra.

A tovabbiakban csak Foldi rendszerekkel foglalkozunk, amelyekben g allando. Ezekben a
mechanikai energiak két csoportjat kiilonboztetjiik meg: A) tarolhatd energiak és B) kiils6 feliileti
er6kbol szarmazo energiak.

A) Tarolhatoé mechanikai energidk:

o Mozgdsi energia (En).
e Helyzeti energia (Ep).
o Alakvaltozasi energia (E4) (rugok).

my
Egy m tomegli v sebességli test mozgdsi energidja: E, = y (11.1)
Egy H magassagban levo m tOmegl test helyzeti energidja: E,=mgH . (11.2)
Egy linearis karakterisztikaji rugot 6sszenyomva, ha a végso hatd erd nagysaga F, és a végso
osszenyomodas Ax, akkor a rugdban tarolt alakvaltozasi energia: E, = FZAX 127 (11.3)

A tarolhato energidk valamilyen médon a test belsejével vannak kapcsolatban. A lendkerék
sebességeloszldsa mozgasi energiat tarol; a rugod fesziiltségeloszlasa alakvaltozasi energiat. A helyzeti
energia a testben tarolt tdmeggel van lényegi kapcsolatban; a szivattylis energiataroz6 erdmiivek a viz
helyzeti energiajat taroljak. A tarolhato energiakat Kornyey [96] talaléan "helyben il6" energidknak
nevezi.

B) Kiilso feliileti er6kbol szarmazo6 mechanikai energiak:

o Attolisi energia (Einolasi)."* szivattyu
o Tengelyen atadott energia (Esengely)- \ M
Ezek jol szemléltethetok egy szivattyll lizemével. A O =
11.1. dbran vizszivattyt'*® latunk egy csébe beépitve. Aszi- O 3 —
vatty(t tengely hajtja, amelynek szelvénye vonalkazva lathats = 7 = Eg
(a motort a rajzrdl eltavolitottuk). A szivattyu feladata az, — —

hogy adott nagysagu Q vizmennyiséget (m3/s), adott (p2 — p1)

nyomaskiilonbség (Pa) ellenében a szivocs6bdl dttoljon a

nyomocsdbe. Mivel p2 > p1, ez csak energia befektetés révén 1] 1 gbra. Szivattytn hat6 kiilsé
torténhet. Az energia a tengelyen érkezik, ami a vonalkazott feliileti er6k
szelvényen hatd csusztato fesziiltségek révén M nyomatékkal

forgatja a szivattyu forgorészét.

Egy t id6tartam alatt, w szogsebességgel, a fengelyen datadott energia: Eiengery = Mot . (11.4)

Es a viztomeg attolasara hasznositott dttoldsi energia: Egnotasi = (p2 - p1)QOt 130, (11.5)

127A7 4ltalanos képletek (11.10) és (11.11).

128 A7 elnevezés a német szakirodalom "Verschiebeenergie" szavanak szolgai forditasa.

129K ettésbedmlésti szivattyl "in-line" elrendezéssel (az egyforma szivocsonk és nyomdcsonk egy egyenesbe esik).

130 A (11.5) egyenletben felismerhetd a dugattyt munkaja, a (11.20) egyenlet. A képlet 6sszhangban van az altaldnos
(11.30) és (11.32) egyenletekkel is, mert a két oldalon a csé atmérd, sebesség ¢s magassag ugyanaz.
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A kiilsé feliileti er6kbol szarmazo energidk csak akkor végeznek munkat, ha van elmozdulas:
nyomds iranyaban eltolas, tengelynél forgas. Ezeket Kornyey [96] "aton levd" energidknak hivja.!3!

Energiak a termodinamikaban és az altaldnos fizikaban

A termodinamikaban héenergiarol is beszélnek (amit példaul futésre hasznalnak), és az egyik
fontos energia a:

e Belsd energia (Epeiss),

amit a testek a belsejiikben tarolnak, jellemzden a molekulak homozgasa révén. A gazok targyalasanal
sziikséglink lesz az egyik képletére:

az idedlis gazok belsé energidgja: Epeiss=mC, T, (11.6)

132 és T az abszolut hdmérséklet.

ahol m a gaz tomege, C, az allando térfogattal mért fajho
A termodinamikaban az alakvaltozadsi energia és a kémiai energia a belsé energia része.
Az dltalanos (klasszikus) fizika keretében beszélnek villamos, magneses, kémiai, nuklearis és
mas energiakrol is. K6zos tulajdonsagaik:

(i) munka dimenzidjtak (egységiik: 1Joule = INm = 1Ws)!33,
(i1) egymasba alakithatok,

"o

(ii1) mechanikai munka el6allitasara is alkalmasak, ¢s
(iv) altalaban egyszerii képletekkel szamithatok.

Ennek megfelelden az daltaldnos elméletben az energia definicidja modosul: az energia a rend-
szer sajatsaga [96], a felsorolt tulajdonsagokkal. Az elébb targyalt mechanikai energiak megfelelnek
ennek a definicionak is.'3*

Energiamegmaradas

A tarolhato mechanikai 6sszenergia: Essse =En+ En+ Ea (11.7)
ahol Ej a helyzeti, E,, a mozgasi és E, az alakvaltozasi energia.

Néhany idealizalt mechanikai rendszerben a tarolhaté mechanikai 6sszenergia az ido mulasa-
val nem valtozik, ezek a konzervativ rendszerek. A nem-konzervativ rendszerekben a surlodas hatasara
létrejon az sszenergianak egy csokkenése, aminek a neve:

e Disszipdcié (D) .'¥

Zart mechanikai rendszerrol akkor beszéliink, ha a rendszer hatarolo feliiletén:

(i) nem lép at tomeg, €s
(i1) rajta a kiilso6 feliileti er6k nem végeznek munkat,
¢s termodinamikai zart rendszernél még azt is megkoveteljiik, hogy:

"o

(iii) a hatarol6 feliiletén hoatadas sincs.

13IBz 6sszhangban van az energetikai szemlélettel is, ami az emberi tarsadalom anyag- és energiaellatasat folyamatoknak
tekinti. A folyamatokat a tdmegmegmaradas €s az energiamegmaradas torvénye uralja, és folyamatabrakkal szemléltethe-
tok. A szivattyl folyamatabrajan a tengelyen atadott energia a motor feldl a szivattyu felé "aton van".

132A levegd allando térfogattal mért fajhdje: C, = 718,6 J/(kgK).

133Hasznalatos a kilowattéra: 1kWh = 1000 . 3600 J, és készleteknél a tonna olaj egyenérték: 1 toe ~ 42 GJ ~ 11630 kWh.
134F51di rendszerekben, ahol g dllandd, a kiils6 térfogati er6bdl szdrmazo energiat helyzeti energianak nevezziik. Nagyobb
rendszerekben, ahol a gravitacios térerd jelentdsen vdlrozik (pl. egész Fold és a Hold kodlesonhatasa), a gravitacios tér
potencialis energidja elnevezés hasznalando.

135Mechanikai szempontbol veszteség. Altalanos energetikai értelemben nem az, mert ndveli a belsd energiat (melegit).
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A zart mechanikai rendszer (11.7) egyenlet szerinti tarolhatoé 6sszenergiajat egy korabbi (1) és
egy késobbi (2) idopillanatban vizsgalva, a rendszer energiamegmaradas térvénye:

Energiamegmaradas, zart rendszer:  Esy-1 = Egsz2+ D (11.8)

amelyben a surlodas révén 1étrejovo disszipacié D mindig pozitiv.

11.1. példa. Vakuumban szabadon esé test 1? w~v=0
A 11.2. abran vazolt test H magassagbol szabadon esik. A kisérletet vakuumban [
képzeljiik el, ahol nincs légellenallas. Galilei ota tudjuk, hogy az ilyen testek gyorsu- |
lasa: a = g az esés idején. Az elengedett test 7 id6 alatt ér le, a sebessége: v = gt, és a 1
megtett ut: H = gr*/2. Egyetlen test is tekinthetd mechanikai rendszernek. A vikuumban |
es6 test zdrt rendszer, mert ra az elobbi két kritérium teljesiil. A (11.8) egyenldség pa- |
raméterei az 1 és a 2 allapotban: 20—
Eiissz,l =mgH+O=mggt2 /2 > E{'issz,Z =0+mv2/2=m(gt)2 /2 2 tehé't 1 12 ébra. SZaba'
E,. ,=E,, ,-Azenergiamegmaradas teljesil. A disszipacio: D = 0. don esd test

A vakuumban es0 test konzervativ zdrt rendszer.

Nyilt mechanikai rendszerrdl akkor beszéliink, ha a zart rendszer elébbi két feltétele koziil
valamelyik nem teljesiil. A nyilt rendszer kiils6 hatarolo feliiletén a bearamlé tomeg tarolhatd energiat
hozhat (Epevirr), a kidramlo tomeg tarolhatd energiat elvihet (Ewviz), €s a feliileti erdk is végezhetnek
munkat, jelolje ezt Ly (kfe: kiilso feliileti erd). Ezért nyilt rendszerre a mechanikai energiamegmara-
das torvénye:

Energiamegmaradas, nyilt rendszer:  Lie + Epevie — Etivie = (Eéssz2 — Evssz,1) + D (11.9)

azaz: a kiilso feliileti er6k munkaja plusz a bevitt €s kivitt tdrolhatod energiak kiilonbsége noveli a ta-
rolhat6 Gsszenergiat és fedezi a disszipaciot. Ez az egyenlet zart rendszerre is érvényes (zérus bal ol-
dallal), ezért a (11.9) egyenlet a mechanikai energiamegmaradas altalinos torvénye.

A (11.9) képletben a tarolhato 0sszenergianak csak a valtozdsa szerepel, ezért a komponensei-
nek is csak a valtozasa az érdekes. Barmelyik tarolhatd energiafajtahoz egy konstanst hozzéadva az
energetikai szerepe nem valtozik. Ezt igy mondjak, hogy a tarolhat6 energiak "csak egy konstans ere-
jéig" vannak meghatarozva. A szamitasok konnyitése érdekében elfogadott megdllapoddsok:

e A helyzeti energiat egy tetszolegesen megvalasztott de rogzitett zérus szinttél szamitjuk.
e Nyugvo test mozgasi energiaja zérus.

e Surlédasmentes esetben a disszipacio zérus.

o Fesziiltségmentes szilard test alakvaltozasi energiaja zérus.

e (Osszenyombhatatlan folyadék alakvaltozasi energija zérus.

e A bels6 energia zérus szintjét az alkalmazastol fiiggden tetszélegesen rogzithetjiik.

e Ha egy feliileten kiilso feliileti er6k hatnak, és a feliilet anyagi pontjai dllnak (tehat az er6 ira-
nyaban nincs elmozdulas), akkor ott az attolasi és a tengelyen tovabbitott energia zérus.
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Idealisan rugalmas szilard test

A (11.3) szerinti alakvaltozasi energiat a rugd fesziiltségeloszlasa tarolja. A dV térfogatban
tarolt alakvdltozasi energia, kis alakvaltozasok!'¢ esetén [50, 59] az F fesziiltségtenzor és az A, alak-
valtozasi tenzor komponenseibdl is szamithato (a (8.3) egyenlet szerinti jelolésekkel):

1
peE, = E(O-xgx + Txyyxy + Tz + Tyxyyx + J}’gy + Tyzy}’z + TV + TZ)’yZy + O-Zgz) ? (1 110)

ahol & a tomegegység alakvaltozasi energidja, és az egész testre: E, = J'ga pdV . (11.11)
Vi
Ideadlisan rugalmas test esetén ez az energia fliggetlen att6l, hogy milyen médon nyomtuk 6sz-
sze a rugot, és kirugdzasnal ezt az energiat veszteség (disszipacio) nélkiil visszanyerjiik.

11.2. példa. Idealisan rugalmas testben az energia megmaradasa

A 2.6. példa rugalmas hasabjanak a mozgasat vizsgaljuk az energia-megmaradas szempontjabol. A tel-
jesen Osszenyomott allapotban (¢ = T), a példanal levezetett képletekkel:
F=od=pewd, AL=cl, p-Lt, 5 _FAL_pwedcl :pALi:mi . (11.12)
w 2 2 2 2
A mozgasi energia a lapra érkezéskor (¢ = 0) ugyanekkora volt. Az §sszenyomodas iddszakaban (0 << 7)a
mozgasi energia fokozatosan alakul at alakvaltozasi energiava, és az alakvaltozasi energia novekedése mindig
ugyanakkora, mint a mozgasi energia csokkenése. Az egész id¢ alatt:

E, + E,, = allandé. (11.13)

Az Osszenyomodott részen: o, = pcw, & = AL/L, és igy ellendrizhetd, hogy (11.10) és (11.11) képletek is ugyan-
erre az eredményre vezetnek.

Az alakvaltozasi energia sajatsagainak 0sszefoglalasa

Szilard testek esetén E, képlete a (11.11) egyenldség.

Osszenyomhatatlan folyadékok esetén E, = 0, mert E, = p AV kifejezésben AV = 0.
Kozel dsszenyomhatatlan folyadékok (viz, olaj), esetén E, dltalaban elhanyagolhato.
Osszenyomhaté folyadékok (gazok és gbzok) térfogatanak valtozasa csak az Ej, belsé
energia valtozasaval kdvethetd (ezért ilyen testekre E, helyett £, helyettesitendo).

Folyadékok
Valadi folyadékok esetén E, = 0, és a tdrolhaté mechanikai 6sszenergia (11.7) alapjan:
V2
E,.=||l—+ av 11.14
j(z gsz (11.14)

ahol V1 a folyadékot adott iddpillanatban magéaba zard térfogat (akar anyagi, akar rogzitett), és z a
fiiggbleges koordinata (folfelé iranyitott z tengellyel).

Csovezetékekben (példaként lasd 11.6. abrat) a 3D-s aramlast 1D-s aramlassal helyettesitjiik.
Ez egyszeriisiti a szamitast, mégis elfogadhatd kdzelitést nyujt. A csévezeték egy szakaszaban, két
referencia pont kozott (11.6. példa) a tdrolhato osszenergia képlete:

V2 V2
E . =||l—+ v =| 2+ , 11.15
058z I‘[(z gZJp [2 gZ1 m ( )

ahol V1 a cs6szakasz belsejét magaba foglalo rogzitett térfogat, vi a cs6ben érvényes atlagsebesség (a
cs6 kdzépvonalanal képzeljiik el), z1 a cs kdzépvonalanak atlagos magassagi koordinataja (a helyzeti
energia zérus szintje folott), és m a csdszakaszban tartézkodo tomeg.
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A kovetkezo két példaban egy zdrt és egy nyilt rendszert hasonlitunk dssze. Alapvetd feltételek:
a csOvezetékekben aramlo viz dllando siiriiségii, 6sszenyomhatatlan, és surloddasmentes.

11.3. példa. Leiiriil0 tartaly (zart rendszer)

A 11.3. abran vazolt tartaly vizzel van tele, a cs6ben levegd van. Kinyitjuk a toldzarat, a viz a csébe
aramlik. Az als6 abran mar a teljes viztomeg a csében halad. A viz 6sszenyomhatatlan, ezért az egész tomeg
ugyanazzal a sebességgel mozog. Kérdés, mekkora a sebessége?

=

11.3. abra. Tartalyban levo viz egy csobe iiriil, surlédasmentes aramlassal

Az egész rendszert egy szaggatott ellendrzo feliilettel vessziik koriil. Az ellenérzo feliileten nem 1ép at
tomeg. A hatarol6 feliilet nem mozog, rajta a 1égkori nyomas nem végez munkat, ez tehat zart rendszer. A
rendszer kezdeti és végso allapotara alkalmazzuk az energia megmaradas torvényét. A helyzeti energiat a cso
kozépvonalatdl mérjiik. A folyadék 6sszenyomhatatlan: £, = 0, és surlodasmentes: D = 0.

Az energia megmaradas (11.8) egyenlete: En+Em =En+En .

Az m tomegll viz a kezdeti (1) idépillanatban nyugalomban van, és a mozgasi energidja: E,1 = 0. A
helyzeti energidja a tdmegkdzéppontjanak a szintjiével: g, =mg L2
2
A végso (2) iddpillanatban a csdben levd viz helyzeti energidja: Ex = 0, de van mozgasi energiaja: g , = mE,
" 2

igy ezekbdl az egyenletekbdl: c=gH. (11.16)

A példaban a kiilsé térfogati eré (a nehézségi erd) munkaja hozta 1étre a mozgasi energiat. Ezt az erre a célra
bevezetett helyzeti energia valtozasaval vettiik figyelembe.

11.4. példa. Tartaly utantoltéssel (nyilt rendszer)

Az el6z6 példa szerinti tartalybol a viz a hosszi cs6be aramlik, de most folyamatos utantdltés biztositja,
hogy a tartalyban a vizszint valtozatlan maradjon (11.4. dbra). A rendszert most is korbevessziik egy ellendrzd
feliilettel, amin a nyomas 1égkori. A tolté cs6von bearamld viz athalad az ellendrzo feliileten, és a hosszi cs6bol
kilépd viz is, ez tehat nyilt rendszer. A rendszerben az aramlds staciondrius.'*® A csében a sebességet a Ber-
noulli-egyenlettel allapitjuk meg (lasd a 12. fejezetben), amit az 1. és a 2. pont kdzott irunk fel. Az 1 pontnal:
p1 = po légkori, és ¢; = 0. A hosszl ¢s6 végén is 1égkori nyomast talalunk, és mivel az dramlas strlodasmentes,
a 2-es pontnal is: p» = po . A referencia szint a c¢s6 kézépvonala: z; = H, z, = 0.

R, I
— . : l
il . C; ||
| —_— :

| == : =~
L e e e e e e e e = e e e e ) y . —

11.4. abra. Az el6z06 példa szerinti tartaly, utantoltéssel

136K s szabalyozo biztositja az allandd vizszintet a tartdlyban (csokkenés esetén tébb vizet enged be, ndvekedés esetén
kevesebbet).
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2 2
A Bernoulli-egyenlet: P +P%+sz1 =p, +P%+szz (11.17)
2
esetiinkben: p0+0+,0gH=p0+p%+0
amibdl: o =2gH . (11.18)

Nagyobb sebességet kaptunk, mint az eldbb: a két rendszer lényegesen kiillonbozik. (Az eredményt
megkaphattuk volna a mechanikai energiamegmaradas (11.9) egyenlete alapjan is, de ezt el6bb erre alkalmas
alakra kell hozni.)

A mechanikai energiatétel

A mechanikai energiatétel levezetheté a newtoni kontinummechanika axiomaibol [16],[73].
Meégis, szinte kiilonallo egyenletként kezeljiik, mert sok aramlastani feladatnal elegans, gyors ered-
ményre vezet.

A mechanikai energiatétel altalanos alakja a (11.9) egyenlet. Ebbdl itt el6szor levezetjiik a cso-
vezetékekben aramlo, allando siiriiségii folyadékokra érvényes alakjat. Annak érdekében, hogy konkrét
elképzelésiink legyen, gondoljunk a 11.4. dbra szerinti nyilt rendszerre. Szamitsuk ki a rendszerbe
bevitt s kivitt energiat. Az 1 pontot vigyiik a bedml6 csé azon szelvényéhez, ahol belép az ellenérzd
feliiletbe, a 2 pontot pedig a kiomld szelvényhez. A bedmlo szelvénynél a ¢, kezdeti és a 2 végsd
idépont kozott belépd folyadéktomeg legyen mpe, ami az idBegység alatt belépé O (m?/s) vizmennyi-
ségb0l szamithato: mpe = pQ(t2-t1). Ennek térfogata: Vie = mpe/ p. A kilépo folyadéktdmeg my, a térfo-
gata Vi; = mu/p. (A staciondrius aramlas és a tomegmegmaradas miatt: my = mpe, de ezt itt nem hasz-
naljuk ki.) A folyadéktomegek altal bevitt és kivitt tdrolhaté mechanikai 6sszenergia (11.15) alapjan:

2 2
C c
Epevint :[é"'gzlmee > Egivin :(22+g22Jmki : (11.19)
A kiils6 feliileti er6k Lir munkajat eloszor példaval szemléltetjiik.

11.5. példa. Dugattyl munkaja (kiils6 feliileti er6 munkéja)

Hengerben mozg6 dugattyuval a miiszaki élet sok teriiletén talalko-
|_| zunk (emeldk, szerszamok, belsdégésti motorok stb.). A 11.5. dbran a szagga-
A tott vonallal rajzolt ellenérz6 feliileten beliil viz, olaj vagy levegé van. E16szor
6. . nF a dugattyu A teriileti részén a folyadéktomegre hatd Fj. kiilsé feliileti erd
oo ﬂ o nagysagat keressiik. A hengerben p nyomas uralkodik. Az acél-viz szakadasi
A Ix feliileten tomeg nem 1ép at, ezért a szakadasi feliiletek elsd tétele értelmében

i P i rajta a nyomas folytonos: a,oms = p (€s mivel a folyadékban nem ébred 7 fe-
| | sziiltség, az acélban sem ébredhet). Ezért: Fyr = AGwyoms = Ap. Ha az erd hata-
| | . , . '

I I sara a dugattyl elmozdulasa x, akkor:

| |

L = a kiilso feliileti er6 munkaja: Ly = Fiex =pAx=pV (11.20)
11.5. 4bra. Dugattyt mert Ax = V a dugattyu A feliiletével athatolt térfogat.

A mechanikai energiatétel levezetésének folytatdsa: A bedmlo cs6 A teriiletén a p1 nyomasbol
szarmazo kiils6 feliileti er6 munkaja az elébbi példa alapjan piVee (bedmlésnél pozitiv). A kiomlo
csonél hasonldan p> Vi (kidmlésnél negativ). Tehat a 11.4. abra rendszerében helyet foglald folyadék-
tomegre hat6 kiils6 er6k munkaja:

p p
Lige = P Ve — P2 Vii =71mbe—72mki : (11.21)

A (11.9) alapegyenletbe (11.21), (11.19) és (11.15) egyenldségek helyettesitésével ezt nyerjiik:
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A mechanikai energiatétel 6sszenyomhatatlan folyadék instaciondrius aramlasara:

t

2 2 2 2

ﬂJr%l*‘gzl mbe_[&'i'%"'gZZ mpy; = %*‘gz m| +D . (11.22)
yoj

2

A szogletes zarojel a rendszerben levo egész viztomeg tarolhatd dsszenergiajanak a vdaltozdsdat
képviseli amig az id6 #1-r6l f-ig telik. m az egész viztdmeg, ¢ egy sebesség (az m tdomeget részekre
osztva, a helyi sebességek négyzetének tomeggel stlyozott atlagértékébdl vont négyzetgyok, azaz
mc?/2 a teljes mozgasi energiat helyesen képviseli), és z a tomegkdzéppontjanak a magassaga (ami igy
a teljes helyzeti energiat fejezi ki). Stacionarius aramlas esetén a szogletes zardjel értéke zérus (a ta-
rolhatd Osszenergia a #, idOpillanatban ugyanakkora, mint a #1 idépillanatban), ezért:

A mechanikai energiatétel 6sszenyomhatatlan folyadék stacionarius aramlasara:

2 2
(&+c_1+gZ1mee_(&+c_2+g22jmki=D (1123)
p 2 p 2

Az egyenletben egyeldre ismeretlen disszipacido D értékét kisérletek alapjan ismert (vagy jol
becsiilhetd) tényezdkkel szoktak szamitani (11.6. példa).

11.6. példa. Cs6vezeték disszipacioja

L

e i—— !
1 3
| 2 L, :
|
| H -m n C z
| I i —_— 7
L & oy _ __ 8 7

11.6. abra. CsOvezeték aramlasi veszteségének szamitasa.

Vizvezetékek, szivattyutelepek, vizerdmiivek veszteség szamitdsaban az aramlési veszteséget eldszor
vizoszlop méterben szoktuk szdmitani (mert ez kdzvetlen kapcsolatban van a szintekkel). A 11.6. dbran vazolt
berendezés veszteségeit keressiik. A csovek belsé atmérdje: D = 0,5 m, az atdramld vizmennyiség (térfogat-
aram): Q = 1 m’/s, az egyenes csovek hossza: L1 = 5 m, L, = 50 m. A magassagi koordinata zérus szintje az als6
cs6 kozépvonala, a bejeldlt pontok szintje: z1 =z, =z3=H, z4 =25 =z = 0, H=3 m. Az 1. pontban a p; nyomas
egyeldre ismeretlen. A 6. és 7. pontban a nyomas ismert ps = p7 = p, + pgs, ahol p, az ismert 1égkori nyomas. A
p1 értékét majd ugy hatarozzuk meg, hogy a p1 — p7 nyomaskiilonbség elegendd legyen az adott Q vizmennyiség
atkényszeritéséhez. A csdvek szelvényteriilete: 4 = D*n/4 = 0,1963 m?%, a csdvekben a sebesség: ¢ = Q/4 =
5,09 m/s (atlagsebesség a szelvényekben), a sebességmagassag: ¢*/2g = 1,32 m (g = 9,81 m/s?). A Reynolds-
szam: Re = c¢D/v = 2,5.10°, ahol v a viz kinematikai viszkozitasa (v fiigg a viz hdmérsékletétdl, de a szamitas
kozelité voltara tekintettel a + = 20° C-nal érvényes v = 10° m*/s értéket hasznaljuk). Ilyen nagy Reynolds
szamnal a csovekben az aramlas turbulens (lasd 13.2. példat), és az aramlési veszteség a hidraulikai tablazatok
[53], [32], [81] képletei szerint, a bejelolt pontok kozott:

, L ¢? , c? , c? , c? , L, ¢? , c?
hip = /1515 v =Gy i =G Z v s = Cootsear Z , g = ’1525  hey =Gy Z’ (11.24)
ahol A az egyenes csovek csdsurlodasi tenyezdje, €s (-k a csovezetéki elemek veszteségtényezoi. A csosurlodasi
tényez0 meghatarozhatdo Moody diagramja (13.4. abra), vagy a Colebrook-White képlet (a (13.7) egyenlet) alap-
jan (amelyek az adott Reynolds szadmnal hidraulikailag sima feliilet(i csére a A = 0,013 értéket adjak). Az adott
atmérdji csovek feliileti érdessége azonban a gyartas technologiajatol fligg, az évek milasaval is valtozik, és az
értékét sokszor nem is ismerjiik. Ezért ebben a szamitasban Pattantyts [53] altalanos hasznalatra javasolt: A =
0,02 értékét hasznaljuk. Ezzel: ALi/D = 0,2 és AL»/D = 2. Az aramlasi Ut 2-3 szakaszan a sebesség a csébeli
értékérdl zérusra csokken. Ez azt jelenti, hogy a csében meglévd my.c’/2 mozgasi energia elvész. Ezt az aramlas
turbulencidja a tartalyban (gomolygas, drvények) felemészti (a termikus szemlélet szerint hdmennyiséggé ala-
kul). A teljes mozgasi energia elvesztése a (i = 1 értéknek felel meg. A tartalyban olyan kicsi a sebesség, hogy
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veszteségmentesnek tekintjiik. A 3-4 szakaszon a hosszu csébe vald bedmlés (€s fordulds) veszteségét vessziik
figyelembe: . = 0,1 értékkel. A nyitott tolozar ugyan akadalymentes ataramlast biztosit, de a kapcsolodo te-
rekben a viz 6rvénylik, és ez is elemészt egy kis mozgasi energiat: (iis-a- = 0,05. A hosszl csébdl kilépd mozgasi
energia is elvész, tehat itt is kilépési veszteség keletkezik: ;= 1.

Az Osszveszteség: h'i7=h'a+th's+h5+hs+h'ss=(02+1+0,1+0,05+ 2+1) cz/Zg =5,74m. (11.25)

Tehat a berendezés aramlasi vesztesége vizoszlop méterben: 4’17 = 5,74 m. A nyomasveszteség: p' = pgh'i; =
5,74.10* Pa= 0,574 bar, és az energiaban, példaul (&, — ;) = 2 s id6 alatt bearamlé m. = pQ(t: - t1) tdmeg dramlasi
vesztesége (disszipacidja): D = (p'lp)mpe = p'O(tr — t1) = 11,48.10" J = 114.8 kJ. Ezzel megbecsiiltiik a (11.22)
egyenletben szereplé D értékét.

Most p; értékét szamitjuk. A p7 = p, + pgs értéke ismert. Felirjuk a veszteséges Bernoulli-egyenletet
(lasd a 12. fejezetben), az 1-7 ttra: pr+ pgH+ci’2g=pr+0+0+pgh'y7 , (11.206)

amibdl p; — p7 = 1,42.10* Pa = 1,42 m vizoszlop. Ha az 1-es pontnél ennél nagyobb nyomas uralkodik, akkor
tobb viz fog atfolyni a rendszeren, mint az adott O, és ha a nyomas kisebb, akkor kevesebb. (Mivel 4'i7 értékét
becslésekkel hataroztuk meg, ha garanciat kell vallalni a Q atbocsatasara, akkor célszerii biztonsagi tartalékot
rdszamitani pi-re.)

A mechanikai energiaegyenlet szivattyut is tartalmazé csévezetékre

A 11.7. ébran vizszintes
tengelyli szivattyu lathato egy cso-
vezetékbe beépitve. A szaggatott
vonallal jelolt ellen6rzo feliiletbe
foglalt rendszer energiaviszonyait
vizsgaljuk. A szivattyut villamos
motor hajtja, aminek a tengelye a
sraffozott szelvénynél halad at az

ellendrzé feliiletnek az abra sikja- 11.7. abra. Szivattyu energia bevitele
val parhuzamos oldalan.

Az ellendrz6 feliileten az Ay szelvényen van energia bevitel, és az Ay szelvényen van kivitel.
A Kkiils6 feliileti er6k munkdaja egyrészt az Ape és Aw feliileteken a nyomdasbol szarmazik, mdsrészt a
tengely szelvényén a nyirofesziiltségbdl. A tengelyen érkezd kiilsé feliileti eré munkdja az Miengey Ny0-
matékkal kifejezve:

kae,tengely = Mtengely ot —t) , (11.27)

ahol w a tengely szogsebessége, és (-2 — 1) az idSpontok kozott eltelt idStartam. Igy a (11.9) alap-
egyenlet, kis atrendezéssel:

t
2 2 2 2
Py & P g ¢
L ="+ —=+gzy) \my—| —+—+gz1 |Mpo+|| —+gz|m| +D . (11.28)
kfe,tengely [ o 2 g 2] ki [ o 2 g IJ be [ > g J
tl

Ez a mechanikai energiaegyenlet szivattyls csévezeték instacionarius iizemére.

A szdgletes zardjelnek csak a szivattya induldsakor, leallasakor, vagy tizemallapotvaltaskor
van szerepe. A szivattyu sokkal érdekesebb hosszi egyenletes lizeme idején az értéke zérus. Az egyen-
letes lizem esetén az energiatartalmak helyett szivesebben szamolunk a gép teljesitményével, ami az
iddegység alatti energiavaltozas.

A l‘eng@lyt@ljeSl,lmelny: Ptengely = Lkﬁg’tengely/(tz — tl) = Mtengely.(l), Mpe — M — pQ(tZ't]) 5
A disszipacio: D =pgh':0(t> - t1), ahol h'ss=h'oi+h'2+h's
azaz tartalmazza a 0-1 és 2-3 csOszakaszok hidraulikai veszteségét €s a /'1» tagot, ami vizoszlop mé-

terben kifejezve a szivatty Osszes veszteségét (hidraulikai, volumetrikus, mechanikai) képviseli. A
(11.28) egyenletet osztva (22 —t1)-el nyerjiik a teljesitményeket:
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A szivattyus csévezeték staciondrius iizemének energetikai alapegyenlete:

2 2
_ D3 Do '
Ptengely_Mtengelya) [E_Fg—i_z J_[&—FE—FZOJ—F}IOS ng . (1129)

Ezt az egyenletet sokféle modon hasznaljuk. A szivattya teljesitménymérésénél a 0 és 3 jeli
pontokat a szivattyutol kicsit tdvolabb valasztjuk (11.7. abra), és igy a p3 €s po nyomasok mérésére
kedvezd, szabvanyos lehetdséget nyujtunk. Ha egy egész szivattyutelep energiaviszonyait értékeljiik,
akkor a 0 és 3 pontokat a szivattyttelep belépéséhez és kilépéséhez helyezziik, ekkor A'o1 és h'z a
szivattyuk el6tti és utani vizat dsszes hidraulikai veszteségét képviselik. Ha egy szivattyu teljesitoké-
pességét vizsgaljuk a szivattyura adott garanciak teljesiilésének megallapitasa céljabol'?’, akkor az 1
¢s a 2 jelii pontoknal kiszamitjuk a p, ¢, z paramétereket a 2’01 és '3 szabvany szerint becsiilt értékével,
¢s igy meghatarozzuk a

2 2
manometrikus szallitbmagassagot: H,, ( P2 %2, zzj - (& + g z1j , (11.30)
re 2g pg 22
amivel a szivattyl energetikai paraméterei szamithatok:
A szivattyba bevezetett teljesitmény: P, . =M, ,o=(H,, +h,)pgQ . (11.31)
A szivattyu hasznos teljesitménye: P =H  pg0O . (11.32)
A szivattyu Ssszes vesztesége: Priosie =12 P80 5 (11.33)
éS a SZIVattyﬁ hatdsfoka: ﬂqz[vattyu Phas‘znoq/Ptengely . (1 134)
11.7. példa. Vizerdmi hatasfoka
= Tavvezetek
]—; iy :—ﬂ(
transzfurmg |
Felvizszint ‘_HT
il

i ngndetikus
Alvizszint

m

turbina Jardkereke I
srivicss

11.8. abra. Kis esésii vizerdmil f6 metszete Kaplan rendszerii vizturbinaval

Egy vizerémii egyik gépegységének (vizturbina-generator gépcsoportjanak) f6 metszete a 11.8 abra'*®
A viz a felviz csatornabol az uszadékot feltartdztatd gereben keresztiil a csigahdzba aramlik, ahonnan jelentds
forgassal érkezik a jarokerékre, ami a generatort hajtja. A jarokerékbdl a viz a szivocsobe, és onnan az alviz
csatornaba jut. Az egyenletesen lizemeld gépegység hatasfokat kivanjuk meghatarozni. Ehhez a kdvetkezd
iizemi paramétereket kell ismerni: '

o ageodetikus esés Hgeoderitus [M], ami a felviz és az alviz szintkiilonbsége (11.8. abra),
e aturbinan atiramlé vizmennyiség Q [m’/s], és
e a generatorhoz csatlakozo transzformator kapcsain szolgaltatott villamos teljesitmény Prijjamos [kKW].

137 A szivattyn adott {izemallapotaban: a Q vizmennyiség (térfogatiram) és az n fordulatszam adott.
138 A Tiszaloki Vizerémiiben 3 ilyen gépegység miikodik.
139 Vizer6miivek tervezésénél ezeket szamitjak, kulcsrakész erdmiivek atadasanal ezeket mérik.
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A felviz oldalon kiszemeliink egy m tomegi viztérfogatot (11.8. abran baloldalt). Az erdmiivon athaladva ez az
alvizbe kerlil. Az energidjanak valtozasat legegyszeriibben ugy képzelhetjiik el, hogy az alvizben ugyanolyan
térfogatot foglal el (11.8. abran jobboldalt). Ekkor a helyzeti energidjanak csokkenése:

Ehe[yzeti = mgH

geodetikus *

(11.35)

Az m tomeg a felviz oldalon vi, az alviz oldalon v, sebességgel mozog, €s a mozgasi energiajanak valtozasa:
2 2
mv, mv;

Emuz asi - . (1 136)
“ 2 2
A turbinan athalad6 m tomeg teljes energia valtozasa:
2 2
my, my.
Etel/es = Ehelyzeti + Emozga'si = mgngodetikus + 2 - 2 2 . (1 137)

Az egyenletesen lizemeld gépen az m tomeg olyan ¢ id6 alatt halad at, melyre:
m=pQt , (11.38)

ahol O az id6egység alatt dtaramlo vizmennyiség (térfogatiram), és p a viz siirisége (kg/m?). Az energiameny-
nyiséget a ¢t idével osztva a gépbe beléps (vizoldali) teljesitményt kapjuk:

E eljes V2 V2
Pbelépé’ = ttj = p g Q(ngodetikus + Z - i = p g Qngadetikus . (1 139)

A sebességekkel szamitott tagok kiilonbsége a legtobb erdmii esetén a geodetikus eséshez mérten nagyon Kkicsi,
ezért elhanyagoljak'*’. Ha O-t m’/s-ban és H-t m-ben helyettesitjiik, akkor a teljesitményt Watt-ban kapjuk.'*!

A vizerdmii egyik gépegységének hatasfoka'*:

B
_ “villamos 143
M gepegyseg = P : (11.40)

belépis

A termodinamika elso fotétele

A termodinamikan belill az els6 fotétel axioma. Alapvetden azt mondja ki, hogy a hdmennyiség
¢s a mechanikai munka egyenértéki. A mechanikan beliil akkor alkalmazzuk, ha a vizsgalt rendszernek
vannak termodinamikai vonatkozasai, példaul a 11.8. példaban.

11.8. példa. Szivattyu lizeme zart toldzarral

Ha egy nagyteljesitményli szivattyat zart nyomooldali toldzarral jaratunk, akkor a vizszallitasa Q = 0,
és a viz bels6 surlodasabol szarmazo disszipacié a gépben forgatott vizet melegiti. Hosszu ideig igy lizemelve
a hémérséklet elérheti a viz forraspontjat is, aminek tobb kellemetlen kdvetkezménye lehet. Ezért az lizemelte-
tonek ismerni kell egy id6tartamot, aminél hosszabb ideig nem szabad a szivattyut zart tolozarral izemeltetni!
Ilyen lizem idején a motor felvett teljesitménye (ami a tablamiiszerekkel mérhetd) fedezi a villamos motor (sza-
mithat6) veszteségeit és a szivattyuba betaplalt teljesitményt, ami a vizet (és az acél alkatrészeket) melegiti. A
viz fajhéjével, C, = 4,2 kJ/(kgK) szamithat6 az idéegység alatti hdmérséklet emelkedés (elhanyagolva a hdve-
zetéssel és hdsugarzassal tavozé hdmennyiséget), €s ebbdl meghatarozhatd a szivattyu ilyen lizemének megen-
gedhet6 id6tartama.

Megjegyzés: Szarnylapatos szivattyukat szilardsagi okbol sem szabad zart tolozarral {izemeltetni, mert
a modern, vékony, jo hatasfoku jarokeréklapatok eltorhetnek. Ezért a szivattyut gyartd cégek megengedett
iizemallapot-tartomanyat mindig be kell tartani.

140A vizturbindk atvételi méréseinél azonban ez az elhanyagolds nem engedhetd meg [84], [85].

141K evésbé igényes szamitasban g = 9,81 m/s? és p = 1000 kg/m? értéket hasznaljuk.

142A7 igy szamitott hatasfok a gépegységhez tartozd Osszes veszteséget figyelembe veszi (gereb, belépés a csigahdznal,
vizturbina, kilépés a szivocsOnél, generator, transzformator). Ha a vizerémiiben a gépegységek egyformak, akkor az egész
vizerémi hatasfoka ugyanannyi, mint egy gép hatasfoka.

143K aplan turbinak legjobb hatdsfokii iizemallapotaban: 5eepeeysie ~ 89 % — 95 %, a kis méretii gépekre a kisebb, a nagy
gépekre a nagyobb értékek érvényesek (a 2010-es években).
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Tekintstink egy (akar allo, akar mozgo) térfogatot, ami szilard testeket €s folyadékot is tartal-
mazhat. Az ebben foglalt tomegre a termodinamika elsd foteteléenek egyik megszokott alakja:

Elsé fététel: [E,+E,+E,]'=0;+Ly. . (11.41)

ahol E, a helyzeti energia, E,, a mozgasi energia és Ej a belsé energia. A szogletes zardjelben a térfo-
gatban tarolhat6 termodinamikai 0sszenergia szerepel, ami ndvelhetd a térfogatba kiviilrol bevezetett
QOriiss hdmennyiséggel és a kiilso feliileti er6k Lie munkajaval (attoldsi munka és tengelyen tovabbitott
munka). Az egyenletet kicsiny # — #1 = dt idére alkalmazva és dt-vel osztva, teljesitmény dimenzdban
a kovetkez6t nyerjiik:

d dQuins  Life
—(E, +E _+E; )= ulso ) 11.42
B+ B+ Bp)=—=" . (11.42)

A Ouiiss hémennyiségre (a transzport elmélet szellemében): CIQZM = J pqdV — thdS , (11.43)
t

Vi S
ahol g a tomegegységbe idegység alatt kiviilrol bevezetett hémennyiség (példaul egy mikrohullamu
siitében), és h, a Vi térfogat Si feliiletén bearamlo hoételjesitmény (példaul hdvezetéssel). A minusz
eldjel azért szerepel, mert a térfogatba beléps hémennyiséget tekintjiik pozitivnak, és dS kifelé van
iranyitva. A kiilsé feliileti er6k teljesitménye (az erd és a sebesség szorzataval):

dL,,
kfe
=|vFdS . 11.44
~ SI (11.44)
fgy (11.42) egyenlet a kovetkezé alakot &lti:
d 2
dt 40! 2 - N s, s,

ahol &) a tomegegység belso energia tartalma.

Ez a termodinamika elsé fétételének egyik kontinuummechanikai alakja'#*. A szakaddsi
feltétele:

2
(IVh) {n{%+gz+sbJ+an—hqn}=0 , (11.46)

a [ ] szogletes zardjelnek a szakadasi feltételeknél bevezetett értelmezésével.

Visszatérve a mechanika teriiletére, feltessziik, hogy nincs kiilsé hobevezetés:

h;=0, ¢g=0 . (11.47)
Ekkor (IVa) egyszeriibb:
2
(IVa) hébevezetés nélkiil: 4 I (V? +gz+¢, Jp ary = Iv FdS , (11.48)
V(l) t=t, S1

azaz: a kiilso feliileti erdk teljesitménye ndveli az 6sszenergiat. A szakadasi feltétele:
2
(v
(IVh) hébevezetés nélkiil: [vFn]+ mﬁ? +gzte, H =0 . (11.49)

Idealisan rugalmas testekben disszipacio nincs: D = 0 (acél anyagu testekben a disszipacio
kicsi, ezért igy kozelithetd). Ha kiils6 ho bevezetés sincs, a bels6 energia csak az alakvaltozasi energiat

144A [3]-ban (241.1) egyenlet, amit axidmaénak tekintiink. Formailag hasonlit az (Ia), (Ila) és (Illa) axiémakhoz, ezért a
(IVa) névvel illettiik. A szakadasi feltétele [3]-ban a (241.7) egyenlet.
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tartalmazza (ekkor (11.48) és (11.49)-ben &, helyett &, irhato.) Osszenyomhatatlan folyadékban, ha
nincs hébevezetés, akkor & = 0. Azonban dsszenyomhato folyadékban (levegében) a kialakulo 16kés-
hullamok esetén a (11.49) egyenlet 1) fiiggetlen informaciot hordoz, amit a 16késhullamok szamitasa-
nal figyelembe is vesznek [16], lasd 11.9. példaban.

11.9. példa. Levegdben halado6 16késhullam

CsOben aramlo leveg6ben egy lokéshullam alakult ki. A 16késhullam frontjat 11.9. abran szaggatott

vonal jelzi. Merdleges 16késhullamrol van szd, mert a 16késhullam frontja merélegesa V' és V  sebességre.
A helyzeti energia valtozasa zérus, mert a 1€gtdmeg vizszintes vonalon mozog. A tdmegegység mozgdsi ener-

gidja: €,, = v /2 . A témegegység belsé energidja, idealis gazokra: gp = C, T ,ahol alevegd allando térfogat
melletti fajhdje: C, = 0,7186 kJ/(kgK).

Mivel Fn=—pn, a szakadasi feltételek:
) ~G7): siv=p (uyp —vy) =P (Unp = Vi)
(IIh) ~ (5.10:  (p~ = p")=nm(v, —v,) - U
(IVh) ~ (11.49): (pv, —p'v,)=mle, +&, —¢, —¢,).

P pT
, Ty pt - Ty p~
Allapotegyenlet ~ (8.2): p+ —Pofo P , - Polo p—, I
po T po T~ WA
ahol 0 index a normalallapotra vonatkozik. |
|
Bels6 energia~ (11.6): &5 =C, T, e =C,T.
o . L) )
Kalsg energia~(11.1): &, ==5=, &, =", 11.9. abra. Gazban halad6 16késhullam

10 fiiggetlen egyenletiink van (az els6 kettonek szamit), és 14 valtozonk:

m: unD:v p+5 p_a V;, V;a p+9 p_a 8;, gb_a g,;: g,;: T+9 T_ Egy példa eredményei:
" v, ot + + 4 At ot
A csOben kezdett.>en alevegédll: p,po, T. sV, E,s €y adott p+: 1 bar p~=10bar
(de ezekre a fonti egyenletek koziil harom teljesiil). + _
) ) _ v, =0 v, =715 m/s
A csé elején hirtelen megnéveljiik a nyomast p~ értékre. A ma- .

- 3 - 3
radék 7 valtozora a maradék 7 egyenletet megoldjuk (példaul ite- | 2 = 1,3 kg/m p =50kg/m
racioval vagy MATHCAD-el). A szamitott paraméterek (lasd a | 7+ — 573 ¢ T~ =709 K
tablazatot) egyeznek [16] egyenleteivel. Mas kezdeti feltételek- e =0 e~ = 256271 mY/s>

kel természetesen mast kapunk. Az egyenletekbdl lathato, hogy
a + oldalrél a — oldalra atkeriilt i tomeg impulzusvaltozasat a | &5 = 196178 m’/s> &, =509398 m’/s’
(ITh) szerinti nyomaskiilonbség hozza létre, és az Gsszenergia no-
vekedését a (IVh) szerinti nyomaskiilonbség teljesitménye fe-
dezi.

u,p =967 m/s m = 1257 kg/(m?s)

Energia osszefoglalas

A hémeérséklet nélkiili mechanikaban a mechanikai energiatétel a kontinuummechanika axi-
omainak kovetkezménye, ezért bar esetenként sikeresen hasznalhatd, nem jelent 1 fiiggetlen informa-
ciot. Azonban, ha a rendszert hotani koriilmények is befolyasoljak (11.8. példa), vagy g6zok és gazok
allapotvaltozasara is szamitani kell (11.9. példa) akkor a termodinamika els6 fotételét, azaz a (IVa)
axiomat ~ (15.45) egyenletet, és a szakadasi feltételét, a (IVh) axiomat ~ (15.46) egyenletet csatolni
kell az axiomarendszerhez.

A kereskedelemben kaphato aramlastani szoftverek kozott vannak olyanok, amelyek a konti-
nuummechanika harom axiomajahoz negyedikként hozzateszik a termodinamika elso fotételét.
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Aramlastan és vizgépek

12. fejezet. A surlédasmentes folyadék aramlastana

Bar a viszkozus és a turbulens dramlasok sajatsagait a 20. szazad végére egyre jobban megis-
mertiik, a surloddasmentes folyadék mozgastorvényei ma is az aramlastan alapveto részét képezik. Ezek
elonye, hogy egyszertiek, és segitik a jelenségek megértését. Adott feladatnal ezért sokszor a surlodas-
mentes aramlas szamitasat alapesetnek tekintjiik, és a surlodas vagy a turbulencia hatasat korrekciok-
kal vessziik figyelembe.

Prandtl elméleti és kisérleti vizsgalatok alapjan megallapitotta. hogy sok aramlasban a folya-
déksurlodas szerepe a hatarold feliileteken kialakul6 vékony hatarrétegre korlatozodik, és a hatarréte-
gen kiviili dramlas gyakorlatilag surlodasmentes (5.1. példa). Olyan aramlésokra érvényes ez, ame-
lyeknél a hatarréteg a hatarold feliilet mellett marad. Ha a hatarréteg levalik a hatarolé feliiletrol, és
bejut az aramlasi tér belsejébe, akkor Prandt! tétele mar nem érvényes.

A surlodasmentes dramlasokat egy masik tapasztalat is el6térbe helyezi. A 21. szazad elejére a
nagy vizturbinak csucshatasfoka elérte a 96 %-ot, a nagy szivattyuké pedig a 94 %-ot. A nagyméretii
vizgépekben tehat a veszteség a tengelyteljesitménynek csak 4 + 6 %-a, és ennek is csak mintegy fele
irhat6 a viszkozitas rovasara, a masik fele mas veszteségforrasoknak (csapagyak, tomitések, résvesz-
teség, litkdzési és kilépési veszteség stb.) tulajdonithato. Ez azt jelenti, hogy a vizgép jo hatdasfoku
tizemallapotai kozelében a gépben kialakulo aramlas surlédasmentes folyadék feltételezésével is elég
jol szamithato (15.2. példa). Ezen iizemallapotoktol tavolabb azonban (ahol a gép jelleggdrbéjét szin-
tén ismerni kell!) a gépben nagy veszteséggel jard hatarréteg levalasok és keresztaramlasok talalhatok.
Ilyen aramlasokra a surlodasmentes kozelités hibaja nagy, €s a kiilonféle RANS modellekkel végzett
szdmitasok sem nyujtanak megbizhatd eredményt. Ezért ilyen {izemallapotoknal kisminta mérésekre
vagyunk utalva. Tehat megallapithato, hogy a surldodasmentes dramlasoknak a vizgépek elméletében
is fontos szerepiik van, de megvannak a korlatjaik is.

A surlodasmentes aramlasok fo tételei

a) A surlodasmentes vagy tokéletes folyadék anyagi egyenlete: F=-plI . (12.1)
b) A4 folytonossag vagy tomegmegmaradas, (1g) ~ (4.7) egyenletbdl: c;—’[; + pdivv =0 , (12.2)
ami allandé siriségi kozegre: divv=0 . (12.3)

¢) A surlodasmentes impulzus tétel, (Ilc) ~ (3.2) egyenletbe (12.1)-et helyettesitve:

%jpvdV\t:tl+ IpV(VdS): I pgdV + J-—pdS . (12.4)
Vi) S(1p) Vi) S()

d) 4 surlodasmenetes impulzusnyomatéki tétel, (I1lc) ~ (3.3) egyenletbe (12.1)-et helyettesitve:

% J'rxpvdV = T Irxpv(vdS) = J. rxopgdlV + J‘—prde . (12.5)
Vt) S(n) Vi) S(1)

A (IIc) axiomat (€s az ebbdl szarmazo (12.4) egyenletet) a gyakorlatban gyakran hasznaljak
er6hatasok szamitasara (14. fejezet).

A (ITlc) axiomat pedig az emeli ki a tobbi koziil, hogy ebbdl vezethetd le az aramlastechnikai
gépek alapegyenlete (a surlddast is figyelembe vevo (14.7) egyenlet, és a surlodasmentes (14.12)
egyenlet).
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e) Euler féle mozgasegyenlet. A (IIg) axiéma ~ (4.8) egyenletbdl levezetett (9.7) egyenlet:

Euler egyenlete surlodasmentes folyadékra: p% =pg—gradp . (12.6)

Ha p = allando, és g = allando, akkor bevezetheto a zo szintre redukalt nyomds (9.2. példa):

Prequkat =P+ P &(z2—2y) (12.7)
aminek a gradiense: — grad predukalt = pg — grad p (12.8)
és ezzel az Euler egyenlet egyszeriibb alakja: p% =—grad p,.quar - (12.9)

Levezetésekben sokszor hasznaljuk az Euler egyenlet bal oldalanak lehetséges atalakitasait, ezek
(2.45), (19.19), (19.14), (20.10) alapjan:

ﬂ:a—v+a—vV:a—v+Va—+rotvxv_a—+lgradv +10t VXV . (12.10)
dt ot or ot or ot 2

) Szakadasi feltétel. Ha a szakadasi feliileten anyag nem 1ép at, akkor: v, és p is folytonos.  (12.11)

g) Bernoulli egyenlet. Az Euler egyenlet vonalintegralja 1. és 2. jelli pont koz6tti titvonalon. Az ut-
vonal nem haladhat at szakadasi feliileten! (12.6) osztva p-val, a bal oldala (12.10)-el, integralva:

2 2 2 2

2
Nar+| +'[(r0tvxV)dr—J.gdr+J'gradp:0 . (12.12)
ot 2 Yo,
1 L 1 1
Ha v rotaciomentes (lasd 22. részben), tehat van olyan ¢(r,t) fiiggvény, melyre v = grad ¢, akkor:
< OV 20 op, O
—dr = rad dr—— radp dr = —2 -1 | 12.13
Iat{g(o Igco T (12.13)
Ha az aramlas stacionarius (2. fejezet), akkor: gv 0o . (12.14)
t
Aramvonalon (dr || v) vagy 6rvényvonalon (dr || rot v): (rotv xv)dr =0 . (12.15)
Ez akkor is teljesiil, ha v rotaciomentes (rot v = 0).
2
Ha g = éllando, akkor a z magassaggal: Jgdr =(z,—2,)g . (12.16)
1
‘ d
Ha p = allando, akkor: IM - P (12.17)
P P P

1
Az elobbi feltételek teljesiilése esetén a gyakorlatban a kdvetkezd valtozatait hasznaljuk:

Surlédasmentes, stacionarius Bernoulli egyenlet: p, + pgz, + gvlz =p,+pgz, + gvzz . (12.18)

Ha az aramlas nem surlodasmentes, akkor, az 1. és 2. pont k6zotti nyomdsveszteseggel kiegészitve:

Veszteséges Bernoulli egyenlet: p, +pgz, + gvlz =p,+pgz,+ §v§ +4p{, . (12.19)

Allando stirliségii, rotacio- és strlodasmentes de iddfiiggd dramlasra az:

Instacionarius Bernoulli egyenlet: Prigs gz + ;"1 +% LN gz,+ ;vz +aa& . (12.20)
P P t
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h) Thomson (Lord Kelvin) tétele.!*> Legyen G(f) folyékony (a folyadékkal egyiitt 1sz0) egyszerti
(6nmagat nem metsz0) zart (dnmagaba visszatérd) vonal. A vonal cirkulacidja:

r=[var . (12.21)

G(t)

A cirkuldcio alapvetd jelentOségli az aramlastanban. A cirkulacié id6 szerinti derivaltjat a
(23.1) egyenlet, ¢s az Euler egyenlet (12.6), valamint (20.10) alapjan szamitva:

2
d—F:i vdr = J‘[d—erv(voV)}dr: j[g—w+gradv—jdr . (12.22)
dtdt gz, dunLdt N P 2
Foldi rendszerben g = allando, ezért: J.g dr=0 . (12.23)
G(t)

Fontos folyadékokra: p = 4lland¢ (viz), vagy ha p csak a nyomastol fiigg (leveg6 adiabatikus allapot-
valtozasa):

I mdr = Igrad[ln(p)]dr =0 , (12.24)

o(p)
G(t) G(t)

mert zart gérbén barmely gradiens integralja zérus. Ez okbdl (12.22) harmadik integralja is zérus.

Thomson tétele, surlodasmentes folyadékra: dar _ 0, azaz /"= allandoé. (12.25)

dt
Tehat surlodasmentes aramldasban a folyadékkal egyiitt uszo egyszerii zart gorbék cirkuldcioja
az ido mulasaval nem valtozik!

Nyilvanvalo, hogy nyugvo folyadéktérben vagy egyenletes sebességeloszldasu aramlasban bar-
mely zart gorbén a cirkuldcio zérus. Ezért, ha olyan aramlasokat vizsgalunk, amelyek ilyen térbdl in-
dulnak, akkor a nyugvo vagy egyenletes aramlast térben elképzelt osszehiizhato'4® zart gorbéket az
aramlas elusztatja, és mivel induldsnal a gorbék cirkulacidja zérus volt, ezért Thomson tétele szerint
kés6bb is az. Megallapithato tehat, hogy a nyugvo vagy egyenletes aramlasu folyadéktérbol indulo
surlodasmentes aramlasok cirkulaciémentesek. A cirkulacid azonban szoros kapcsolatban van a
rotacid vektorral is. A zart 6sszehtizhatd gorbékre feliileteket fektetve, Stokes tétele (a (21.1) egyenlet)
szerint a gorbék cirkulacioja (ami zérus) egyenld a rotacid vektor feliileti integraljaval. Barmely felii-
leten, barmely zart gorbe altal hatarolt részen a rotacié integralja csak ugy lehet zérus, ha a rotaciod
vektor maga is zérus:

Nyugvo vagy egyenletes aramlasi térbél indulé sirlédasmentes aramlasban: rotv=_0. (12.26)

A 2.10. példabol ismerjiik a rotacid vektor szemléletes jelentését: Kis gombalaka folyadékré-
szek szogsebesség vektora. Ezért az eredmény ugy is fogalmazhatd: Sturlédasmentes aramlasban, ha a
kis folyadékrészek a kezdeti idopillanatban nem forognak, akkor késébb sem fognak forogni. Ez valo-
jéban természetes, mert a kis gdmbalaku folyadékrészeket csak a feliiletiikon ébredd csusztatd feszilt-
ségek tudnak megforgatni, de sirlodasmentes aramlasban ilyen fesziiltségek nincsenek.

Gyakorlati példa: A szivattyuk szivocsove sokszor kozel zérus sebességli térbe nyulik. Az in-
nen indul6 aramlas a hatdrrétegen kiviil (Prandtl tétele alapjan) surlodasmentes, tehat érvényes ra
Thomson tétele: A szivocsdben az aramlas cirkulacio- és rotaciomentes, €s a szivattyu jarokerekére is
ilyen aramlas érkezik. A jarokerekek tervezésénél ez fontos kiindulo feltétel.

145 Thomson grof az angliai Kelvin megye ura volt, ezért a Thomson tételét néha Kelvin tételnek nevezik.
146 Bgy zart gorbe Gsszehiizhatd, ha folytonos valtoztatassal (a téren beliil) egy pontra dsszehuzhatd. Egy szarnyszelvény
koriili zart gdrbe nem Osszehuzhatd, mert egyre kisebbre hiizva rafesziil a szarnyszelvényre.
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Osszenyomhatatlan, rotaciomentes aramlas
Sok strlodasmentes aramlasra teljesiilnek a (12.3) és (12.26) egyenletek'47:
divv=0 , rotv=0 . (12.27)

Ezek megoldasa matematikailag egyszeriibb, mint az altalanos egyenleteké. A {6 kiilonbség
abban van, hogy az ismeretlen sebességet elsdfokon tartalmazzak, mig az altalanos eset egyenletei (pl.
az impulzus tétel vagy a Bernoulli egyenlet) masodfokon. A (12.27) egyenletek tehat linedrisak, mig
az altalanos egyenletek nem linedrisak (ennek minden nehézségét hordozva).

A tovabbiakban ezen linedris alapegyenletek kovetkezményeit targyaljuk. A rot v =0 miatt van
skalarpotencial (22. fejezet), azaz olyan @(r,#)=o(x, y, z,t) skalar figgvény (stacionarius esetben 7 nél-
kiil), hogy:

0 0 0
grado=v azaz: —(pzvx ,—(pzvy ,—(pzvz . (12.28)
ox oy oz
A div v =0 egyenletbe v =grad ¢-t helyettesitve, divgrad=0 és a (20.25) egyenlet alapjan:
divgrad p= V2= 0.0 070 D0 _, (12.29)
grac® ® ox*  oy* oz’ ' .

Azokat a fliiggvényeket, melyekre a Laplace egyenlet (V*¢ = 0) teljesiil, harmonikus fiigg-
vényeknek nevezik. Fontos matematikai sajatsagaik:
e A linearitasbol kdvetkezik, hogy ha @1 és 2 megoldasa a (12.29) differencialegyenletnek, ak-

kor @1 + @2 is megoldas. Ebbdl kovetkezik, hogy a harmonikus fliggvények alkalmas fiiggvény-
sorokkal is kezelhetdk, azaz ha egy fliggvénysor fi(x,y,z f) alapfiiggvényei megoldasai (12.29)-

nek, akkor az 6sszegfiiggvény z f,is az.

e Ha ¢(x,y,z,t) harmonikus a tér V (zart, véges és egyszeresen Osszefiiggd) tartomanyaban, és
X, a tér tetszBleges pontja, akkor (21.11) egyenletbe V*¢ = 0-t helyettesitve:

d 1 1 d
a$(x0)=J;@E;dS—£7d—de o or=x-x,| (12.30)

Ezzel az egyenldséggel a ¢ fliggvény értékei a V tetszoleges (belsd vagy hataran 1év6) x,, pont-

jainal szamithatok a @-nek és Z—(p: grad ¢ -nek a V tartomany S peremén felvett értékeibol.
r
Elég kiilonleges, hogy egy fliggvényt a peremen felvett értékei a tartomany belsejében egyér-
telmlien meghataroznak. Azonban a harmonikus fliggvények ilyenek. A (12.30) egyenlet 3D-s
peremérték feladat megoldasara is hasznalhato (12.6. példa).
0 o, 0
e Ha o(x,y,z,1) harmonikus, akkor @ =v,, —(P:vy, _(szz is harmonikusak. Ezt belathat-
ox oy oz
juk, (20.47) és (20.30) szerint: V’v=(Vv,,V’v Vv ), V’v=graddivv—rotrotv=0,

ahol (12.27) miatt mindkét tag zérus. A tétel ismételt alkalmazasaival a vy,vy,v: komponensek
derivaltjai (¢ masodrendii vegyes derivaltjai is), és tovabbi derivaltjaik is mind harmonikusak.

A (12.27) alapegyenleteknek eleget tevo sebességeloszlasok tehat harmonikus potencialbol
szarmaztathatok, és ez a szamitasaikhoz kedvez6 lehetoségeket biztosit.

147A vizet 6sszenyomhatatlan és surlodasmentes kdzegnek tekintve az drvénymentesség is megvaldsul a Thomson tétel-
nél ismertetett feltételek (az Grvénymentes térbdl induld aramlas feltételének) teljesiilése esetén.
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Sikbeli feladatok

Stkdaramlasrol vagy kétdimenzios (2D-s) feladatrol akkor beszéliink, ha a 3D-s aramlasban van
olyan sik, amellyel az 6sszes aramlasi sebesség parhuzamos, €s a sikra merdleges iranyban az dramlas
paraméterei valtozatlanok. Példaul az 1.2. dbra szerinti szélcsatorndban a szarnyszelvény koriili aram-
las paraméterei az oldallapokra mer6leges iranyban nem valtoznak (az oldallapokon kialakult vékony
hatarrétegektdl eltekintve). Tehat olyan koordinatarendszerben, melynek z tengelye merdleges a sikra,
a stacionarius sikaramlas fiiggvényei:

ve=wdxy) . w=wy) . =0, p=pky) . p=py) . (12.31)
Allando stiriiségii kozeg (viz) esetén a 3D-s div v = 0 egyenlet a 2D-s esetben:
0
V. Mg (12.32)
ox Oy
A sokszor teljesiilé rot v = 0 egyenl6ség (a rot v vektor z komponensét szamitva):
ov,
M g (12.33)
dy Ox

Az utdbbi két egyenlet a nevezetes Cauchy-Riemann differencidlegyenletrendszer.'*® A meg-
oldasai a komplex fiiggvénytan alapjat képezik. Az ennek eleget tevo vy, v, fiiggvények a komplex
szamsikon (x a valos tengely, y a képzetes tengely), olyan fliggvényt allitanak eld, amire a komplex
fliggvénytan egész arzenalja alkalmazhat6. (A tovabbiakban a komplex fiiggvényekkel nem foglalko-
zunk, de néhany bel6liik szarmazo vy, v, sebességeloszlast bemutatunk.)

12.1. példa. Surlodasmentes dramlas korhenger koriil

A szélcsatornakban sokszor vizsgalt koriildaramlott test a korhenger. (Szempontunkbdl azért is érdekes,
mert a szarnyszelvények hatoldalan hasonl6 aramlasi viszonyok alakulnak ki.) A henger koriili sikdramlias leg-
ismertebb e/méleti aramképe a 12.1. abra.

A kovetkezo alapfeltevések vezetnek ehhez:

e Stacionarius sikdramlds: .

Vx =Vx(an) 5 Vy = Vy(x’y) 5 Vz =0 .

A fiiggvények kétszer folytonosan differencialhatok.

A kozeg dsszenyomhatatlan: div v = 0.

A végtelenben az dramlas egyenletes'* és vizszintes.

A surloddasmentes dramlas egyenletes aramlasu térbol
indul, ezért a (12.26) egyenlet alapjan az aramlés rotd-
ciomentes: rot v = 0.

o Az aramlés szimmetrikus (a vizszintes tengelyre

)50,
12.1. 4bra. Korhenger koriili elméleti aramkép

2.2 2
Egyszerli komplex fliggvény alapjan [30]: v, =v, {1 - Rgx—zyz)} , v, =v, % . (12.34)
(x*+y7) (x"+y)

ahol v,, a végtelenbeli sebesség (vizszintes). Ezek az egyenletek kis surlodasu kozegben a henger homlokoldaldan
a valdsagos aramlast nagyon jol kozelitik. (A henger utdn azonban a valésagos aramlasokban mer6ben mas
viszonyokat talalunk — lasd 13.7. és 13.8. abrat.) A (12.34) egyenletekben vyx,v, harmonikus fiiggvények, az
aramlas potencialos, tehat van olyan ¢(x,y) fliggvény, hogy: grad ¢ = v. Az aramvonalak pedig a y(x,y) =
konstans egyenletekkel szamithatok:

%8Bz a Cauchy-Riemann egyenletrendszer egyik megfogalmazasa. A v, és v, fiiggvények "harmonikus tarsak", mint az
alabbi p(x,y) és w(X,y) is azok.

1%9Béarmilyen iranyban haladunk a végtelen felé a sebesség ugyanahhoz a végtelenbeli sebesség értékhez tart.

150Ebbé] kivetkezik, hogy a henger koriili cirkulacié (alabb I7) zérus.
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R’ R?
q):vwx[l—i- 5 2) ) ‘//:wa('l— 5 2) . (12.35)
X +y x4y

A korhenger koriil mas dramkép is kialakulhat. Ha megengedjiik, hogy a folyadék a henger koriil fo-
rogjon, akkor a 12.2. abran vazolt aramlas alakul ki. A hengert korbefogd koron a sebesség vonalintegralja,

I I
> - S
= \\‘ //
V/

12.3. Szarnyszelvény cirkulacios dramlasban

12.2. abra. Kor cirkulacidos aramlasban

azaz a cirkuldcio: I' # 0. Akarmilyen nagy koron szamitjuk, mindig ugyanazt a I” értéket kapjuk. A végtelenben
a sebesség tovabbra is vizszintes, de a kdrdn az dramlas torlopontjait (a hengeren végz6do aramvonalak csatla-
kozasi pontjait) a cirkulacio eltolta (12.2. abra). Egyszeri komplex fiiggvény alapjan a sebességmezd:

~ H v, =V, -
21 x? + y? Y (x2+ %) 2mx%+y°

2,2 2 2
v, = w[1_1§ §x+ zy)z)}r : R2g L > . (12.36)
Xty

A példa jelzi, hogy komplex fliiggvények segitségével fontos sebességmezdk képletetekkel szamithatok.

Csoszerii alakzatok elméleti aramképeinél megszoktuk, hogy az dramlast hatarolo falak alakja
egyértelmiien meghatarozza a belsejlikben kialakuld sebességmezot. A koriilaramlott testeknél mas a
helyzet. A 12.2. abran a henger koriili /" valtoztatasaval egy sor aramképet kapunk: az dramlasok egy-
paraméteres sokasagat. Ugyanigy van ez a miiszaki szempontbol sokkal érdekesebb szarnyszelvények
vazol, melynél a rajta végzddo aramvonal a szelvény végpontjanal van. Ez a hires Kutta-Zsukovszkij
feltétel, ami szerint: 4 szarnyprofilok kériili valosdgos aramlast olyan elméleti (sirlodasmentes) aram-
kép kozeliti legjobban, melynél a hdtso torlopont a profil végpontjdhoz esik. Ezzel a feltétellel a valo-
sagos aramlasokban létrejovo "sima learamlas" feltétele vehetd figyelembe (13.12. dbra).

12.2. példa. Szarnyszelvények felhajtoerejének becslése

A repiildgépek és a szarnylapatos vizgépek elméletének fontos része a szarnyprofilok aramlastana. A
szarnyszelvény koriili aramlas f6 dimenziotlan paraméterei (12.4. abra):

F

m:%”,ngﬁ;,,gz e, (1237

Y o Pyrap P2 b
2" 2

ahol Re a Reynolds szam, w. a végtelenbeli sebesség nagy-
saga (irdnya vizszintes), ¢ a szarnyszelvény hossza, v a ki-
nematikai viszkozitas. ¢ a felhajtoeré tényezd, Fya felhaj-
téerd nagysaga (az iranya meréleges ww-re), p az aramlo
?"’ \j kozeg stirisége, b a szarny hossza az aramlés sikjara merd-
legesen, c. az ellendllas tényezo, F. az ellendllds erd nagy-
saga (parhuzamos we-el), Oumegfijas @ megfujasi szog, azaz
Wo €s a profilhur szoge.

amegﬁyds

12.4. abra. A szarnyprofilok f6 paraméterei . ] o o
A crés c. tényez6 dimenzionélkiili. A gyakorlat-

ban hasznalt szarnyszelvényekre, valosagos aramlasokban
tapasztalhato értékek nagysagrendje:

cr ~0,7ésc.~0,01 .
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Fontos kérdés, hogy adott alaka szarnyprofil ¢, ténye-
z6je mekkora? Erre Birnbaum alapjan, surloddasmentes vazvonal

aramlast feltételezve egyszerii becslés adhatd [119]. A , /
profilba koroket rajzolva (12.5. dbra) meghatarozhato6 a o B ﬁ’ﬁl&lﬂlﬁl@xg,
profil vazvonala és az dbra szerinti szogek. Ezekkel: — ' «

vézvonal
/

: - P w _ Ope =0y o a
a legjobb megfujas szoge:  a, =g oo Y -
(12.38) e
a legjobb megfujasndl ¢;:  ¢* =2 "% - (12.39) .
Y 2 ’ 12.5. abra. Szogek felhajtoerd tényezd becsléséhez

mas megfujasnal ¢;: ¢, =c} +27(a, —a)) - (12.40)
A szdgek radianban helyettesitenddk (z = 3.1415).
A (12.40) képlet szerint a szarnyszelvények elméleti c , (a.,,) jelleggorbéje linedris. Ez egyezik a szarny-

szelvények valosdgos jelleggobéinek jelentds szakaszaival (13.18. dbra).

Sikbeli peremérték feladatok

Az u(x,y) figgvény legyen értelmezve a T egyszeresen
Osszefliggd, véges, zart tartomanyban (12.6. dbra), és a tartomany
belsejében legyen kétszer folytonosan differencialhatd. u és diffe-
rencialhdanyadosai legyenek folytonosan kiterjeszthetok a tarto-
many G hatarara. A 2D-s feladatok esetében is, azokat a fliggvénye-
ket, melyekre:

o%u N o%u B
o oy’
harmonikus fiiggvényeknek nevezik. A zérus Viu-t a (21.12)
egyenletbe helyettesitve a teriileti integral zérus, és igy a:

V= 0, (12.41)

12.6. abra. Sikbeli tartomany

o e . ou — ov
2D-s harmonikus fiiggvényekre Green tétele:  au(r,,) :I a—v—ua— dg . (12.42)
e\ on n

ahol a a tartomany latészoge (12.6 abra és lasd (21.12) egyenletnél), a magfiiggvény: v(x, y)= In(lj ,
r

r = |r-rsf, és r = (x,y) az integral futdpontja. Az rs» pont lehet példaul a 12.6. abra ri, r2, r3, vagy ra

pontja. Az egyenletben Z—u az u fliggvény normalis iranyu derivaltja (tetszoleges keriileti pontbol a
n
normalis egyenesen kifelé haladva méri u megvaltozasat). Erre 2—14: n grad u skaldrszorzat is érvé-
n

nyes, ¢és Z—u: ngrad u=u, jelolést is hasznaljuk. Ha ismerjiik u és u, értékeit a G gorbén, akkor
n

(12.42) egyenloséggel u-t ki tudjuk szamitani a 7T tartomany tetszdleges belso rz: pontjanal! A mate-
matika tanitdsa szerint azonban a fliggvény kevesebb adattal is megadhat6 [83]: a G gorbén elég u és
u, egyikét ismerni! A harmonikus fiiggvényeket egyértelmiien meghatarozé adatok:

o [Elsofaju vagy Dirichlet peremfeltétel: u ismert G-n.
e Miaisodfaju vagy Neumann peremfeltétel: u, ismert G-n, és u ismert egy rs: pontban
e Harmadfaju vagy Robin peremfeltétel: ismert 4 és A fliggvényekkel hu + h,u, adott G-n (hétani

feladatokban szerepel) [146].

Aramlési feladatokban gyakran az aramlastani harmadfaju peremfeltétel fordul eld: G-nek
G1 részén adott u, és Go = G - G részén u, . (Az eldbbi h és h» fiiggvényekkel ezt ugy kapjuk, hogy
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Gi-en h1 =1 és h2 = 0, és G — G1-en forditva.) Ez a feltétel tartalmazza az elséfaji és a masodfaju
peremfeltételt is (elobbinél G az egész gorbe, utdbbinal G egy pontra zsugorodik).

A sikbeli peremérték feladatok célja el6szor minden esetben u és u, szamitasa G-n, majd u
szdmitasa a T-ben. A peremelem moédszer els6 részének lényege, hogy a G gorbén sok rs pontot
valasztunk. Felirjuk a (12.42) egyenletet mindegyik rs» pontra téglanydsszeg formdjaban. A dg pe-
remelemnél u és u, egyike ismert, a masik ismeretlen. Az egyenletek az ismeretlenekre linearis egyen-
letrendszert szolgaltatnak (részletek 12.3. példaban), ami konyvtari rutinnal megoldhat6. Ezt kovetden
a peremen ismert értékeibdl u-t a T belsejében (12.42) egyszerii integralassal szolgaltatja.

Ezzel a modszerrel a harmonikus figgvény tetszoleges egyszerli zart G gorbén (és a gorbe
belsejében is) szamithatd. A modszer kis valtoztatassal nem harmonikus figgvényekre is alkalmaz-

hat6. Ha V’u nem zérus, de ismert az egész T tartomanyban (példaul egy iteracios eljaras el8z6 1épé-
sébol), akkor a teriileti integraljat kiszamitva a (21.12) egyenlet szolgaltatja az alapegyenletet.

A (12.41) egyenletnek ismertek olyan megoldésai is, melyek a differencialegyenletet differen-
ciaegyenlet formajaban kezelik, stiri ponthalot helyezve 7-re, és 7 minden bels6 pontjanal megjelenik
egy egyenlet és egy ismeretlen. Az ilyen megoldasok sokszor nagy memoriaju szamitogépet igényel-
nek — szemben a peremelem modszerekkel, amelyek az ismeretleneket csak a G gérbe pontjainal sza-
mitjak, és ezért sokkal kisebb pontszdmmal futtathatok.

12.3. példa. Aramlas ives csatorndban
A 12.7. abra bal oldaléan téglalap keresztmet-
szetli ives csatorna vazlata lathat6. Benne kis viszkozi-
Cn,be Ca=0 G tast kozeg (viz vagy levegd) aramlik. Allando stiri-

p— ségii"!, surlodasmentes kozelitést alkalmazunk. Az ol-
—l dalfalak biztositjak, hogy a sikaramlas feltételei telje-

stilnek (a csatorna kdzéprészén).

A sikdramlas tartomanya 7, amelyet G hata-
rol. A belépd szelvényen az aramlas egyenletes. Az al-
land¢ siirtiség miatt ¢ aramlasi sebességre: dive =0 a
T-ben, és az egyenletes bearamlas miatt: rot ¢ = 0 is tel-
jestl. A (12.27) egyenletek alapjan a sikaramlas poten-
cidlos: ¢ = grad ¢, és a ¢ sebességpotencial harmonikus:

2 2
V2(p=a—(2p+a—(2p
ox° 0Oy

12.7. abra. Surlédasmentes aramlas ives csatornaban =0 . (12.43)

A belépd O térfogataram adott, ezért a belépd szelvényen a sebesség normalis iranytl komponense
ismert: cppe = Ope/Ape ahol Ape a belépd szelvény teriilete. A hosszil egyenes csatornaszakasz utan a kilépd Ay
szelvényen a sebesség a csatorna falaval parhuzamos. Ezt ugy tudjuk figyelembe venni, hogy a G kilép6 sza-
kaszon (12.7. abra) a sebességpotencial allandd: ¢ = @, '>* (mert az dramlasi sebesség merdleges a potencidl
szintvonalaira). A csatorna falan nincs ataramlés, a falnal a sebesség normalis iranyt komponense mindeniitt:
cn = 0.

Fogalmazzuk meg a matematikai feladatot. Keresiink egy olyan ¢(r) = ¢(x,y) fliggvényt, ami teljesiti a

(12.43) differencidlegyenletet a T-ben, a perem G részén ¢ = @, adott, és a perem G — G, részén 6—q) =¢, adott.

on
Ez harmadfajt peremérték feladat.

A megoldast egy peremelem modszerrel éllitjuk eld. A (12.42) egyenlet alapjan:

, (12.44)

op ov 1
aelr, )= [—v—(p—jdg , ahol v(r):v(x,y)zln( j ., r=jr—r,
i on on | g

r

S1Levegd dramlasara is alkalmazhaté az llando siirtiség feltétele, ha az abszolut nyomds valtozasa az aramlas mentén
mérsékelt (kisebb mint, mondjuk 30 %).
152Tetszbleges szam megadhato, példaul zérus.
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ahol r az integralas futdopontja. Az alabb leirt tesztek alapjan pontosabb megoldast kapunk, ha az egyenletet
kicsit atalakitjuk. A legegyszer(ibb harmonikus fiiggvény a konstans fiiggvény: ¢(r) = C , a (12.44) egyenlet

erre is érvényes. Alkalmazzuk (12.44)-eta ¢(r) = @(r ) fiiggvenyre. Mivel erre: Z_(P =0, kapjuk:

n
ov
a(P(r/‘lx) J.( (P(r/‘lx )dg . (1245)
amit kivonva (12.44)-bél:
0 ov
O:I(—(Pv+((p(rﬁx)—(p)—)dg . (12.46)
~\ on on
A (12.42) helyett ezt az egyenletet digitalizaljuk (azaz eldallitjuk a kozelitd képleteit). A G gorbét n
szamu egyenes szakaszbdl allo tordtt vonallal helyettesitjiik. Az egyenes szakaszokat sy jeloli (k=1, ..., n), az

integralast a Zsk vonalon végezziik. A szakaszok kdzéppontjai r,,r,,...,I,,...,r, (12.7. dbra). Ezeknél a
k=1

pontoknal a sebességpotencial: @, =o(r;) (i=1, ..., n), és az aramlasi sebesség normalis irany komponense:

ci. Gi-en a ¢; értékek adottak, G - Gi-en a ¢; értékek. Felirjuk a (12.46) egyenletet az Gsszes r; pontra:

rio =1 (=1, ..., n),igy n egyenletet kapunk. A szakaszokon beliil ¢ és ¢, elég mérsékelten valtozik, ezért a

digitalizalast gy végezziik, hogy az integralokbol kiemeljiik a szakasz kozéppontjahoz tartozo értékeiket:

0 ov 2 ov
J(—(pVJr((P,-—(P)ajdgzz Cy JVdSJr((P,-—(Pk)I&dS:O IS =1, .0 (12.47)

G 8” k=1

Sk
1

A (12.47) egyenletben a magfiiggvény: v= ln[—) =Inl-lnr=-=Inr (12.48)
r

jelentdsen valtozik az sy szakaszokon, és k = i esetén végtelenné valik. Szerencsére szamithatd az improprius
integralja:

%
1 1S S.
k=ieseten: | ves =] ln(;jds =2 [(~In x) dx = 2[x(1~1n 0] = si(l - 1n31j (1249
S; 0

S;

k # i esetén, ha sy kdzel van r-hez, p egyenkodzii r; ponttal'**: jvds = jln( =k 21 (12.50)

Sk

-l —rl

k # i esetén, ha s tavol van ri-tdl, akkor egyszeriien: vds Iln jds S, II[| J . (12.51)
Ly i

k=i esetén J.ads szorzdja zérus a (12.47) egyenletben, tehat ez a tag kiesik az integralasbol.

i

k # i esetén a (12.45) egyenlet alapjan: J‘a ds =Y, ami az s; szakasz 1atoszoge az r; pontbol (12.7. dbra).
Sk

Ezekkel a kozelitésekkel, és a (12.47) egyenlet rendezésével ilyen egyenleteket nyeriink:

Zaik(Pk +Zbikck =0, ((=1,....n. (12.52)
k=1 k=1

Ez az egyenl6ség n egyenletet jelent az n ismeretlenre. Az ismeretleneket tartalmazo tagokat a bal ol-
dalra gyfijtve, az ismerteket a jobb oldalra rendezve, a kapott linearis egyenletrendszer kdnyvtari rutinnal meg-
oldhatd. Mivel igy a peremen ismerjiik az dsszes @; és c; értéket, végiil a T tartomany tetszdleges belsd ryx

153 tt dg a gorbén szamitott integral iveleme, ds a gdrbét helyettesitd torott vonal iveleme.
154 A szakaszon az atlagértéket szamitjuk. A p értéke az aldbb leirt tesztek alapjan allithato be. Példaul az s; melletti Sk
szakaszokon lehet: p = 5, ezek mellett: p =2, és tavolabb p = 1, lasd (12.51).
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pontjaban a potencial értékét a (12.44) egyenlettel egyszeri integralassal szamithatjuk. A harmadfaju peremér-
ték feladat tehat meg van oldva.

Amikor hosszi szamitogép programot szandékozunk irni, célszer elére végig gondolni, hogy hogyan
fogjuk ellendrizni. Esetiinkben ez konnyl. A megadott r; (i = 1, ... , n) pontsort ismert aramlasokba helyezve
(egyenletes aramlasba, pontforrasbol induld aramlasba, potencialos drvénybe), ezek ismert képleteivel szamit-
hat6 az r; pontoknal a @; és a ¢; pontos értéke. Az eljarasban ismertnek tekintett valtozok pontos értékeit beadjuk
a programba, és az ismeretlenek altala szamitott értékeit 6sszehasonlitjuk az ismert pontos értékeikkel. Az elja-
ras pontossaga példaul a szamitott minusz ismert értékek eltéréseinek négyzetosszegével mindsithetd.

12.4. példa. Knapp-féle ciklus

Téglalap keresztmetszetii sziikiil6-boviild csatornaban (12.8. abra) viz dramlik'>. A kisérlet célja a viz-
aramlasban megjelend gézképzodés tanulmanyozasa. Ha a bearamlo viz nyomasat eléggé lecsokkentjiik, akkor
a sarokpont utan a nyomas a telitett vizg6z nyomasa ala csokken, és ott a viz felforr. A keletkez6 buborékokat
az aramlas elsodorja. Nagyobb nyomasu térbe érve a buborékok dsszeroppannak. A buborékképzddésnek ezt a
formajat kavitacionak '*° nevezik. A jelenség ipari szempontbél fontos, tobben filmezték a buborékhalmaz moz-
gasat [27]. A szorosan egymas mellett levo buborékok szappanhab-szer(i megjelenését a szamitogépes model-
lezésben egyetlen iiregként szoktak kezelni, melyben a nyomas a telitett vizg6z (a viz hdmérsékletétdl fliggd
ismert) nyomasa. A kavitacio elméleti vizsgalatanal ez a megszokott feltételek egyike.

Knapp [37] a kavitacids lireg mozgasanak kovet-
kez6 fazisait kiilonboztette meg:

1. Az tireg kialakulasa és novekedése (az abran a és b). - )
2. Toltés a visszacsapo sugar révén (C). /
3. A visszacsapo sugar eléri a sarokpontot: sszeomlas. c o

Ezt kovetden a ciklus 0jra kezdddik: egy uj ka-
vitacios iireg jelenik meg a sarokpontnél (@). Az 6ssze- 12.8. dbra. Sz{ikiil6—bdviild csatornaban a kavita-
omlaskor a kavitacios lireg maradéka levalik, és késébb cios iireg instacionarius mozgasa
forogva eltszik (d).

Az 6sszeomlas pillanatdban végigkdvetve a levald lireg kontarjat, mindig egyiranya sebességet tala-
lunk. Tehat a levalo tireg kezdeti cirkuldcioja (a kontlrja mentén a sebesség vonalintegralja) jelentds nagysagu!
Ezt a cirkulécidt az eliiszas folyaman is megtartja, mert a lényegében surlédasmentes vizben nincs olyan hatés
(csusztato fesziiltség) ami a forgasat csokkentené. Tehat a falhoz tapadt féiliregbdl az id6 mulasaval egyiranyban
forgo kavitacios orvények sorozata valik le.

Az dramlastanban a Knapp-féle ciklus alapvetd jelentdségii. Gorbiilt feliileteken ugyanilyen liiktetd ka-
vitacio tapasztalhato (példaul vizgép szarnylapatok belépd éle kozelében). Masrészt a sziikiill6—boviild csator-
naban nagy nyomas esetén kialakuld kavitaciomentes aramlasokban is hasonlo viszonyokat talalunk. Ekkor is
kialakul a visszacsapd sugar, csak az dramlas "holt terében” lev viztomeg a sugar haladasat kissé fékezi. Szél-
csatornakban is ez a helyzet, sarkoknal leval6 6rvények esetében. A Knapp-féle ciklus tehat magyarazatot ad
arra, hogy a szinte surlédasmentes vizben (¢€s a kis viszkozitasu levegdben) hogyan keletkeznek jelentds cirku-

s

A példat felhasznaljuk arra is, hogy a perem- w S
elem modszert bemutassuk idében valtozé dram-
lasra. A szikilé—boviilo csatornat sikaramlassal
modellezziik (12.9. abra). Egyszeriiség kedvéért
csak a folireg mozgasat szamitjuk, a (d) ireget el-

/4
hagyjuk. Egyenletes bearamlast tételeziink fel. A f6- 5 W
ireg S kontlrja mozog, a csatorna fala, valamint a ] ]
belépés és a kilépés vonala ¥ all. 12.9. dbra. Elméleti séma a Knapp-féle ciklushoz

I5A téglalap keresztmetszet teszi lehetévé, hogy sikdramlassal modellezziik.

136A kavitdcié egyik definicioja "aramldsban buborékok keletkezése és dsszeomlasa" illik a vizsgalando jelenségre. A
buboréktomeg megjelenése megvaltoztatja az aramlast, és a fal mellett 6sszeomlo kicsiny buborékok roncsolhatjak a fal
anyagat. Ezért a kavitacio a miiszaki kutatasok egyik fontos témaja.
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Barmely adott id6pillanatban az S + W zart vonal hatdrolja az dramlasi tartomanyt. Az egyenletes aram-
last térbél induld surlodasmentes és dsszenyomhatatlan folyadék mozgasat szamitjuk. Az aramlas potencialos,
9 = pQep,0).

divv=0, rotv=0, v=gradep, V@=0. (12.53)

Az S kontiron a nyomas a telitett vizgéz nyomasa (allando): P =Des- - (12.54)

A valdsagos aramlasban (a kavitacios csatornaban) kozel allandé nyomast 1égparna stabilizalja a csa-
torna el6tti nyomast és Bernoulli alapjan a sebességet. Ezt (igy vessziik figyelembe, hogy a Pref referencia pont-
nal (12.9. abra) a nyomas ¢és a sebesség idében allando6 konstans, €s a potencialt is ennél a pontnal normaljuk:

P = Drefs V=V, Q=0 . (12.55)

A kilép6 szakaszon is egyenletes aramlast tételeziink fel vi; sebességgel, de ez az idében valtozhat, mert
amozgo S altal idéegység alatt kiszoritott folyadéktérfogat is a kilépd szakaszon tavozik. Adott idopillanatban
azonban a J¥ kontliron a sebesség normalis irany komponense mindeniitt ismert. Az S vonalon viszont ¢ adott
(az alabbiak szerint), tehat harmadfaju peremérték feladattal allunk szemben, amit iddben Iéptetd eljarassal ol-
dunk meg.

Kezdeti adatok. A szamitast a kialakult (b) lireg S, feltételezett alakjaval (12.9. abra) inditjuk. Felvesz-
szlik a kontur alakjat a ¢, id6pillanatban, és a kontar minden pontjanal ésszerii feltételezéssel éliink a v, sebesség
értékére (segitséget jelentenek a kavitacié fényképei). Megoldjuk a W + S, konturra az igy nyert masodfaju
peremérték feladatot, azaz kiszamitjuk v és ¢ értékét a kontaron.

1ddlépés. Az 1d6lépés elott v és ¢ ismert az S+ W konturon. Kicsiny (altalunk felvett) Ar id6 alatt az S
kontur pontjait a kdvetkezé elmozdulassal 1éptetjiik:

Ar =vAt (12.56)
d
és az Uj kontlr pontjainal az {1j potencialt szamitjuk: Ap= _d¢ At . (12.57)
t

Az utobbi lépéshez meg kell hatarozni d_(t[) értékét. Ehhez felirjuk az instacionarius Bernoulli egyen-
letet, (a (12.20) egyenletet), a Pres pont és az S kontur tetszéleges P pontja kdzott:

a¢r‘e.f'+1 2 +@:5_(0+1 2+pg6z _

~V,., — (12.58)
o 2 - p o 2 P
Bevezetjiik a kavitacios szamot: K= Pro " Pe | (12.59)
P 2
P Vier
ennek minden paramétere, és a K szam is, idoben allando (a kisérleteket is allando kavitacios szdmnal végzik).
s . e 0 v of v?
A (12.58) egyenlet alapjan S tetszéleges pontjanal: o9 _ L (1+K)- , (12.60)
ot 2 2

v, 2
49 _00 v Y (k) (1261
dt ot 2 2

Ezzel az egyenlettel meghataroztuk a ¢ 1éptetéséhez sziikséges derivaltat. Ez a 1épés a kulcsa az id6fiiggd pe-
remelem eljarasnak! (Ez teszi lehetdvé, hogy a szamitast nem kell kiterjeszteni az egész T tartomanyra, csak a
peremére.) A At id61épés soran csak az S konturt Iéptetjiik (a (12.56), (12.57) és (12.61) egyenletekkel), és igy
megkapjuk ¢ értékeit az (ij konturon. Ez elegend6 az 01j idéponthoz tartozd peremérték feladat tovabbi szamita-
sahoz.

de (2.42) egyenlet, v = grad ¢, és (12.60) alapjan:

A peremérték feladat megolddsa. Az id6lépés utan az S gorbén ¢ ismert, a W kontiron pedig g—(p ismert. A
n

feladatot 1ényegében a 12.3. példaban ismertetett modszerrel oldjuk meg. Azonban mivel a vy kilép6 sebesség
is ismeretlen, sziikségiink van egy tovabbi fliggetlen egyenletre. Ez az dramlas folytonossagi egyenlete:

J.vn das=0 , (12.62)
W+S
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ami azt fejezi ki, hogy az a térfogat, amivel az S feliilet idoegység alatt eltolja a W+ S belsejében levo folyadékot,
a kilépo feliileten tavozik is. Ezt az egyenletet is digitalizalva, annyi egyenletlink van, ahany ismertelen.

: 0 . .
Az egyenletrendszert megoldva az S kontaron ismert ¢ és v, = a—(o A kovetkez6 1d6lépés kivitelezéséhez
n

azonban sziikségiink van a teljes v sebességre. Sikbeli feladatrol 1évén szo, ezt a 12.10. abra paramétereivel

szamitjuk. Az S torott vonal sarok pontjainal ismerjiik a sebességpotencial

©;,0, , 05 értékeit. A v, sebességek helyett az oldalakon belépd térfogatara-

ov
mokkal szamolunk: ¢ = .[_5 ds = V,a. A ¢ fiiggvény harmonikus, ezért
n
a

az a1 + a2 = a3 haromszégon ¢ folytonos, és:
q;=q, +¢, ,valamint (([)2 —([)1)+(([)3 —([)2)+((|)1 —(p3)=0 , (12.63) 12.10. 4bra. Sebesség szami-

miatt a cirkulacio zérus. A k6zépsé pont sebességének kozelité képlete: tasa
a, b, a, b, a, b,
Vo= (0 =)+ 5 (0= 9,) 5+ g 5~ (0 =) gy 5| (12.64)
a, by a, b; a, b;

ahol b az a vektorokra merdleges, vele egyenld hosszasagh vektorok (lasd by a 12.10. abran). Ez a képlet'”’

egyenletes aramlasra (v = allando) pontos. Mérsékelten valtoz aramlasra (a 12.3. példanal leirt tesztek szerint)
jo kozelités.
Az eljaras tehat a kovetkezd: Megoldjuk a peremértékfeladatot az S + W kontlrra. Ezzel ¢ és v is-

mertté valik az S vonalon. Léptetjiik S pontjait €s a ¢ potencialt, majd az uj S + W kontarra ujra megoldjuk a
peremértékfeladatot.

Az eljaras ugy tesztelhet6, hogy a futds eredményét dsszehasonlitjuk a dupla és a fél Az id6lépéssel
nyert eredményekkel. Sok id61épés utan az S pontjai a szamitasi hiba akkumulalédasa miatt 6sszezavarodhat-
nak, ekkor célszer(i a 12.5. példaban leirt finomitasokat elvégezni. (Egy visszacsapo sugar kifejlédését a
12.14. abra szemlélteti.)

12.5. példa. Sugarak kialakulasa kavitacids iiregben

A sikdramlasokban kialakuld 6rvényeket sugarak (1) hozzak 1étre: A visszacsap6 sugarak egyiranyban
forgo orvényeket (12.4. példa), az alternal6 sugarak pedig kétiranyban forgod orvényeket keltenek (13.3. példa).
Ezért érdekes kérdés, hogy a sugarak hogyan keletkeznek?

Ebben a példaban egy sugar kialakulasat tanulmanyozzuk 2D-s iddben lépteté peremelem modszer-
rel"®. Egy kavitacios csatornaban ékmodell mdgott megjelend kavitacios iireg mozgasat kivanjuk szamitani. Az
aramlas sikjaban a 12.11. abran W az ékmodell rogzitett vonala, S a kavitacios iireget hatarold, idében mozgod
vonal. A W+ § zart gorbe kiilsejében az aramlas surlodasmentes, €s az aramlasi tartomany a végtelenig terjed,
ahol alland¢ v., sebességli d&ramlas talalhato.

A W+ S kontar koruli cirkuldcio, I adott konstans, amit

az rr pontnal felvett pontszerii, I” erésségii cirkulacio ellensulyoz =
(12.11. abra). Az utdbbival a kavitacios tiregrol korabban levalt o— — * ._rg\_
orvények egyiittes cirkulaciojat gondoljuk figyelembe venni. Az Dref N o

€k elott felvett r,., referencia pontndl a nyomas és a sebesség
idében allandd (ezzel a kavitacids csatornaban a mérdszakasz

elotti 1égparnas tartaly kiegyenlito hatasat modellezzziik). 12.11. dbra. Sugdr kialakulasahoz séma

157 Analég a harom pontjaval adott y(x) masodfoku fiiggvény kozéps6 pontjandl érvényes derivalttal.

138 A szamitogép programot szerzé 1968 — 1971 években irta a korai évekre jellemz6 numerikus megoldasokkal. Ezek itt a
peremelem modszer egyszeriiségét és kritikus pontjait illusztraljak. A Fortran nyelven irt programot szerz6 1970-ben me-
moria korlat miatt csak maximum 56 kontarponttal tudta futtatni. Cikkét 1972-ben bekiildte a Journal of Fluid Mechanics
folyoiratnak [121], de 5 biralo koziil 2 ellenezte, ezért nem kozolték. fgy elészor egy IAHR konferencian szerepelt 1976-
ban [22], majd egy budapesti konferencian 1987-ben [23]. Kéndzsy Laszldo megdrizte a programot, amit szerzé 2010-ben
a személyi szamitogépén max. 250 ponttal futtatott. Az egyik eredmény a 12.14. abra, itt keriil kdzlésre eldszor.
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12.12. abra. A sugar szamitasi sémaja Green képletét alkalmazza a T tartomanyra

A (12.53) egyenlet szerint az aramlas potencialos: V2@ =0 a W + S kiilsejében (kivéve r pontnal). A
kavitacios iireget korbevessziik egy nagy R sugaru korrel, és az rr pontot kizarjuk egy kis » sugara korrel (12.12.
abra). Az igy nyert T tartomdnyban a ¢ sebességpotencial kétszer folytonosan differencidlhato. A potencial
ciklikus, amit azzal tesziink egyértékiivé, hogy az L gérén ugratjuk ¢ értékét: ¢* — ¢ = I'. Green tételének 2D-s
alakjat alkalmazzuk a T tartoményra a (21.12) egyenlet szerint V2¢ = 0 helyettesitéssel, és R — o és r — 0
hataratmenetekkel [22, 121] ezt az alapegyenletet kapjuk:

1 ~p(r,,) o1 ds +27v ¥, +272C— I, (12.65)

_[|%
Pr) = J fn on |r—rﬁx|

wes| On |r - rﬁx|

ahol 1y, a T tartomany tetszéleges rogzitett pontja, o = m amikor rz a W+ § kontaron van, és o = 2z amikor
I = e Az integralds futdpontja r. v~ v, a végtelenbeli sebesség (adott konstans), C a sebességpotencial
konstansa (amit ugy hatarozunk meg, hogy ¢(r.) = 0 legyen) '*, B az L gdrbe latoszoge az ry. pontbol (12.12.
abra), és ["a potencidl ugrasa az L gorbén (szintén adott konstans).

Az id61épés elétt ismert az S kontarvonal, és rajta ¢ és v. igy az id61épés a (12.56), (12.57), és (12.61)
egyenletekkel kivitelezhetd. Az id61épés utan ismerjiik az 0j S konturt, és rajta az 0j ¢ értékeket, de nem ismerjiik

az 0j 0(0/ On =V, sebességeket. Az utobbiakat a (12.65) integralegyenlet megoldasaval nyerjiik. A W + §
kontaron sok rz. pontot valasztunk. A W vonalon levd pontoknal v, = 0 és a ¢ értékek az ismeretlenek. Az S
vonal pontjainal a ¢ értékek ismertek, de a 5(0/ On=v, értékek ismeretlenek. Harmadfaji: peremértékfeladatot

kaptunk ¢-re. A (12.65) integraljait téglanyosszeg formdjaban felirva (a 12.3. példdhoz hasonlé modon
digitalizalva) az ismeretlenekre elsdfoku egyenleteket kapunk. Az egyenletekben ismeretlen a C érték is, ezért
felirjuk a (12.65) egyenletet az ry = I pontra is azzal, hogy ¢(r.) = 0. {gy annyi linearis egyenletiink van,
ahany ismeretelen. Az lineéris egyenletrendszert konyvtari rutinnal megoldva, a kapott ¢ és v, értékekbdl az S
pontjainal szdmitjuk v-t a (12.64) egyenlettel. Az Gjabb id6lépést ezzel végezziik.

A kavitacios lireg kezdeti konturjanak az ék
oldalait érint6 korivet valasztottuk (12.13. abra). A
kezdeti kontlir mentén végig v, = 0. Hasonlé konfiguracio
a valdsagos aramlasokban nem fordul el6. Azonban az
ireg falanak mozgdsat olyan kezdeti feltételek mellett
kivantuk vizsgalni, melyeknél sem a kezdeti kontur, sem

a kezdeti sebességeloszlas nem jelez sugar kezdeményt.
Az liregben a nyomas a telitett géznyomas, allando. A
kezdeti nyomaseloszlas nagyon eltér a stacionariustol! A

kezdeti kontir a nyomas szintvonala, rajta a kezdeti
12.13. abra. Az iireg kezdeti konturja. nyomasgradiens az iireg felé mutat, és a kontir mentén
majdnem allandd nagysagu.

I39A (12. 56) egyenlet V-t és C-t tartalmazo tagjat az R — oo hataratmenet eredményezte [121].
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12.14. 4bra. Ek utan, kezdetben koriv alaku iiregben kialakulo sugar egyik szamitasi eredménye.

Adatok: 60°-os €k, lekerekitett orr, pontok tavolsaga: dmax = 0,2 , Vo = Vrer=1,1'=3, xr= 5, xer = -10, kavitacios
szam: K = 1, id6lépés: 4t = 0,02 , kezd6 pontszam: 80, végsd pontszam: 139.

A program a peremértékfeladatot a (12.65) egyenlet alapjan a 12.3. és 12.4. példakban leirt
kozelitésekkel oldja meg. Az id6lépésnél azonban masodfoku kozelitéseket alkalmaz (a (12.56) és (12.57)
egyenletek helyett):

Ar:VAt+%(At)2 . (12.66)
de 1d’g 2

Ap=""At+= At) 12.67

¢ dt 2 dt’ (A1) (12.67)

A kezdeti idOpillanatban az a gyorsulds hasonlé peremértékfeladatnak tesz eleget, mint v. Ennek
megoldasaval indul a program. A késébbi idopillanatokban a gyorsulasokat a sebességek valtozasabol szamitja.
Minden id6lépés utan a pontokat atrendezi ugy, hogy az eloszlasuk egyenletesebb legyen (a kozelité képletek
igy pontosabbak). Ha a pontok kdzott nagyobb hézag vagy erdteljes torés jelentkezik, akkor a program 11j pontot
ikat be (ez rendszeresen igy van az ék sarokpontjainal és a sugar orranal).

A programmal elemezhetdk a sugarak keletkezésének koriilményei. A 12.14. abra folyadéksugarat egy
elképzelt szimmetriavonal mentén kettévagva a Knapp-féle visszacsapo sugarat (12.4. példa) modellezi. Az
abra egésze pedig a Kdrman-féle orvénysorok (13.3. példa) alterndld sugarainak egyfajta elméleti
megkozelitése. Az elemzés felfedi, hogy a kavitacios iiregekben a sugarak keletkezésére erds tendencia
mutatkozik. A sugarak vékonyak (és a sebességiik joval nagyobb, mint a stacionarius aramlasokban jelentkez6
Rjabouchinsky sugarak [12] sebessége). (Mivel a sugar orranak gorbiileti sugara kicsi, megvizsgalasra keriilt a
feliileti fesziiltség hatasa is, a 2.7. példaban vazolt modon. A viz feliileti fesziiltségével, a dimenzionélkiili
E6tvos szam Eo = 10° értékénél a feliileti fesziiltség hatasa béven elhanyagolhato.)

A példa bemutatta egy instacionarius aramlas kezelését peremelem modszeren alapuld idében 1éptetd
programmal, ami az aramlastani szamitasok DNA (Direct Numerical Application: direkt numerikus
alkalmazasok) témakorébe tartozik.

A peremelem modszereknél eléforduld differencialegyenleteket (a Laplace és Poisson egyenleteket)
részletesen targyalja Szeidl Gyorgy [109].
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Térbeli feladatok

12.6. példa. Surlédasmentes dramlas gorbe szivocsoben

A 12.15 abran egy szivattyl gorbe
szivocsove lathato'®. A belépd szelvény Ivki
téglalap, a kilépd kor alaka'®'. A fiiggdle-
ges tengelyli jarokerék a jelzett helyen jarokerék helye —> \
kapja a szivocsébol a vizet. A szivocsod S
alakja ismert, a benne kialakulo sebesség- -
eloszlast szamitjuk. Y — ]

Az aramlasi teret a belépésnél és a ST ~ =
kilépésnél kiegészitjiik a vékony vonalak-
kal rajzolt egyenes csdszakaszokkal annak
érdekében, hogy a belépésnél és a kilépés-
nél egyenletes aramlast tételezhessiink fel.
A viz aramlasat 6sszenyomhatatlannak te-
kintjiik, tehat:

12.15. 4bra. Szivattya gorbe szivocsove

divv=0 . (12.68)

Tapasztalatbdl tudjuk, hogy az ilyen szivocsovek vesztesége kicsiny. Ezért surlodasmentes aramlast
szamitunk. A belépésnél az dramlés egyenletes, ezért egy ott talalhatd kis zart gorbén (12.15. abra) a sebesség
vonalintegralja (a cirkulacid) zérus. A kis gorbe beuszik a szivocsbe, és mivel az dramlas surlédasmentes,
Thomson tétele, (12.25) egyenlet alapjan a szivocsoben is zérus a cirkulacioja. Az egész aramlasi térben, bar-
mely kicsiny zart gérbén a cirkuldcid zérus, tehat az dramlas rotaciomentes:

rotv=0 . (12.69)

Ezért a 22. fejezet szerint létezik sebességpotencial: v=grad @ , (12.70)
amit (12.68)-ba helyettesitve teljesiti a

Laplace egyenletet: V=0 . (12.71)

Az ataraml6 vizmennyiség Q adott, ezért a belépd és a kilépo feliileten (12.15. abra) a sebesség ismert

Voe =Q/ Ape vy =0/ Ay > (12.72)

és szilard fal mellett a surlodasmentes folyadék peremfeltétele: vi=0. (12.73)

Végeredményben tehat @-re teljesiil a (12.71) Laplace egyenlet, és a peremen v, =0@&n mindeniitt ismert. Ez

masodfaji peremeértékfeladat @-re, ami megoldhatd nagy aramlastani szoftverekkel, de peremelem modszerrel

is. A (20.11) és (21.11) egyenlet alapjan:

agb(xo)zj.@(x)[grad %]dS_J.lvn ds (12.74)
S

,
ahol » = |x - X,|, X az integralas N futépontja, X,  tetszlleges
rogzitett pont V' belsejében (ekkor: o= 4m), vagy a hataran (ekkor, ahol van érintésik: o= 7). Az els6 integralban
a magfiiggvényt m-el jeloljiik:

m(x,X,) = grad l=—L2(grad‘x—xo‘)= _ L XX _Xpox (12.75)
roop ;

A 3D-s peremelem modszer alapgondolata az, hogy az S feliileten valasztunk n darab x, pontot (elég
egyenletesen elosztva), mindegyik x, pontra felirjuk (12.74) egyenletet digitalizalva, az integralokat téglany-
osszeg formajaban kezelve (az integralandé fiiggvényeknek az x, helyeken felvett értékeit helyettesitve). Igy
egy linearis egyenletrendszert nyeriink, amiben csak a peremen felvett @(x,) értékek az ismeretlenek, és az
egyenletrendszert megoldjuk.

160 A magyarorszagi legnagyobb szivattytk, a Paksi Atomerémii hiitéviz szivattyui is ilyen szivocsdvekkel iizemelnek.
161 Ontott szivocsd esetén a téglalap szelvény folyamatosan alakul at korré. A hegesztett szivocsovek kovetik az ontdttek
alakjat, de a hegesztéseknél enyhe torésvonalak talalhatok.
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A megoldasnal két numerikus nehézség meriil fel. Van ugyan n egyenletiink és n ismeretleniink, de a
potencial csak egy konstans erejéig van meghatarozva, ezért a (12.74) integralegyenlet pontos megoldasa hata-
rozatlan. Az n egyenlet — ha szamitési hiba nélkiil fel tudnank irni — dsszefiiggd lineéris egyenletrendszert al-
kotna. Ezen példaul ugy lehet segiteni, hogy egy x, pontban megadjuk @(x,) értékét, és a tobbi n — 1 ismeretlenre
az n egyenletet megoldjuk példaul a legkisebb négyzetes hiba modszerével.

A masik numerikus nehézség az, hogy amikor az x, pontra felirjuk az integralt, akkor az x, helynél a
(12.75) magfiiggvény nem korlatos. Ezt a kdvetkez6 manipulacioval keriiljiik ki. A (12.74) egyenlet érvényes
tetsz6leges olyan fliggvényre, amelyre a Laplace delta zérus. Alkalmazzuk a &(x) = @(x,) konstans fiiggvényre
(a gradiense zérus, tehat a v, értékei zérusok). Ezért:

ad(x,) = [ o0, mix.x,)ds (12.76)
S
Ezt kivonva (12.74)-bdl: I (®(x) - B(x,))m(x,x,)dS = J‘ 1, as - r=kx-x (12.77)
r
S S

Ha ennek irjuk fel a téglanyosszegét, akkor a baloldali integralban az integralando fiiggvény az x, helynél zérus,
tehat a téglanydsszegbdl kimarad. Ez az egyenlet abbdl a szempontbdl is eldnyds, hogy « kiesett. (Ezért sarok-
pontoknal is alkalmazhatd, ahol kiilonben elég koriilményes a szamitésa.) Elvi elénye tovabba az, hogy (12.77)
bal oldalan improprius integralt talalunk x,-nal, aminek a numerikus kezelése egyszeri{ibb, mint (12.74)-ben.

Miutan a sebességpotencialt meghataroztuk S-en, a V térfogat tetszéleges belsé pontjaban @ a (12.74)
egyenlettel szamithatod, és a potencialbol a sebesség differencialassal nyerhetd. Mivel azonban a differencialas
numerikus szempontbo6l kellemetlen, a sebességet ugy is szamithatjuk, hogy (12.74) egyenlet gradiensét képez-
ziik (az X, valtozo szerinti gradiens képzést d/dx,-al jeldlve):

cD(X¢))=l d {j¢(x)m(x,xu)ndS—jivndsJ . (12.78)

a dx
S s

d
dx

v(x,) =

Rogzitett tartomanyon a differencialas és az integralas sorrendje felcserélhetd. Figyelembe véve, hogy

dr =L‘xo—x‘=x(’_x , d i:_i dr _X-X, (12.79)
dx, dx, r dx, r ;2 dx, r3
és (12.75) és (20.11) alapjan: ‘L“z%n(xo_,‘)o d [13)=131+(X0_x)0—3x0—x , (12.80)
X, r dXO v v r r
Tehit v(xu):lj{¢(f)n+(xu _x){vz_mgx) . _x)n}}ds : (12.81)
aS r r r

Ezzel a képlettel a sebességek az S peremen ismert @(x) és v, értékekbol egyszerli integralassal szamithatok! A
numerikus integralast az x, pont kdrnyezetében koriiltekintéen kell végezni, mert ott az integralando fiiggvény
nem korlatos.

A példa szerinti eljaras mds csdszerii idomok surlodas- és levalasmentes aramlasanak szamitasara is
alkalmas.

A példa azt is bemutatja, hogy a kis memoria igény miatt nagyon vonzé peremelem modszert komoly

s

kezésre, a peremelem modszer megoldasi lehetéséget kinal.
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12.7. példa. Surlodasmentes stacionarius aramlas egyenes csében

J’ L |
N (¢ ds
\\\\ 1 ]I ‘eZ
B =dS
dSc:tr_Vl’ RL : v, /m
LO »
ARG ——§ ———-1’p
) G <
A7 1A
D - R

kiterjesztés
12.16. abra. Egyenes cs6 stirlodasmentes stacionarius aramlassal

A 12.16. abran korkeresztmetszetli egyenes csé vazlata lathatd, amelyben dllando siiriiségii, surlodas-
mentes folyadék (kozelit6leg viz) aramlik. El9szor azt vizsgaljuk, hogy a sebességeloszlas szamitdsahoz hogyan
kell megadni az aramlas f6 paramétereit ahhoz, hogy a csében stacionarius aramlas jojjon létre. A feladat
kényelmesen kezelhet6 hengerkoordinatakkal (r,p,z). A koordinatarendszer origdja az 4, szelvény kdzéppontja
O. A sebességvektor komponensei (v,,v,,v-) a koordinatavonalakat érintd e,e,,e. egységvektorokkal a sebessé-
get v =v.e,+ v,e, + v.e. alakban allitjak eld. Altaldnos esetben a komponensek a hengerkoordinatak fiiggvényei:
Ve = v{(r,0,2), Vo = vo(r,p,z), v: = v(r,p,z). Mivel a cs6 falan nincs ataramlas, ott: v.(R,p,z) = 0. Ha a belépd 4,
szelvény eldtt a csdvezetékben idomdarab (sziikit6, konyok, elzaroszerv) van, akkor a sebességkomponensek a
cs6ben mind a harom r,p,z koordinatatol fiiggnek.

Specialis esetek:
Az aramlas hengerszimmetrikus, ha a sebességek p-t6l nem fiiggnek: v, = v(r,z), v, = vo(r,2), v- = vAr,z).
Az aramlas forgasmentes (vagy perdiiletmentes), ha a keriileti sebességkomponens zérus: v,(r,9,z) = 0.
Az aramlas kifejlett, ha a sebességek z-t6] fiiggetlenek: v, = v(r,0), v, = v (r,0), v. = v.(r,p).'?

A stacionarius aramlasokra érvényes (d) axiomakat (a (3.4) — (3.6) egyenleteket) alkalmazzuk a szag-
gatott vonallal jelolt ellenérzo feliiletre:

(Id) Stac. vagy kvazistac.: 0=- I pvdsS | (12.82)
S@)
(IId) Stac. vagy kvazistac.: 0=- J-pv(v dS) + J. pgdV + '[F ds . (12.83)
St) V() S(t)
(ITId) Stac. vagy kvazistac.: 0=- IrxpV(VdS) + j rxpgdl + Ir xFdS . (12.84)
Sty) Vity) S(ty)

Ha az aramlés a cs6ben staciondrius, akkor ezeket teljesiti. A feliilet: S(¢1) = A1 + Shenger + A2.
AZ Shenger feliileten: vdS = 0, 4i-en: vdS = - vi(r,0,0)dA41, A>-6n: vdS = vA(r,p,L)dA>. A Q1 belépo és a O, kilépd
vizmennyiségre a (12.82) egyenlet, (Id) alapjan:

0, =[vdd,. 0,=[vdd,, H=4, 0,=0 . (12.85)
A 4,
Ha egy csOszerii alakzatban staciondrius aramlas sebességeloszlasat kivanjuk szamitani, és ugy adjuk
meg a sebesség peremfeltételét (v komponenseit az S(¢) feliileten), hogy Q. # Qi , akkor az alkalmazni kivant
szoftvertdl lehetetlen feladatot kivanunk: vagy nem ad, vagy hibas eredményt ad.

Hasonl6 a helyzet (IId) axiomaval is. A csétengely iranyu e; egységvektorral szorozva:

e, J.png:eZG:O , és e, JFdS:eZ J(—p)dS:O , (12.86)
Vi) S henger S henger

tehat (I1d) alapjan:

102A kifejlett jelz6t foleg turbulens dramlasokra hasznaljak.
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e. [FdS={p(r,000dd,~ [ p,(r,0,L)dd, = [ pv_(v.dd,) = [ pv_.(v.dd;) . (12.87)
A+ 4y 44 44 4 45
Az egyenlet érthetd: a nyomaskiilonbségbdl szarmazo erd az impulzuserdk kiillonbségével tart egyensulyt. Ha
az aramlas A,-nél mar kifejlert, akkor az egyenlet jobb oldala zérus, és az atlagnyomas az 4;-nél ugyanakkora,
mint A»>-nél (surlédasmentes esetben!). A nem kifejlett surlodasmentes aramlas csak akkor lehet stacionarius,
ha az atlagnyomasok teljesitik (12.87)-et.

A (I11d) axioma szerint pedig, e--vel szorozva: e J rxpgdV =0 , (12.88)
Vt)
mert a pontra szdmitott nyomatékot csétengelyiranyll egységvektorral szorozva a tengelyre szamitott nyoma-
tékot nyerjiik (1.7. példa), és fiiggbleges sikkal V(#1)-et kettévagva a két sulyerd nyomatéka kiegyenliti egy-
mast. A fesziiltségtenzorra:
e_[rx(—pdS)=e_[rx(—pe dA)]=0 , (12.89)
mert a vegyesszorzatban két vektor egyiranyu. A koordinatakban vegigszamolva (1.7. példa): e_(rxv)=rv,
ésigy:
[prv,da, =[ prv, da, . (12.90)
4 4,
Ezt a forgasbol szarmazo integralt perdiiletnek nevezik. A kilépésnél ugyanakkora, mint a belépésnél. Ezért
forgasmentes belépés esetén a kilépo aramlas is forgasmentes. De ha a folyadék a csdbe forogva érkezik, akkor

tavozni is forogva fog (strldédasmentes esetben). Ennek magyarazata a tomeg tehetetlenségében rejlik, a belépd
folyadéktomeg magaval hozza az impulzusnyomatékat, és tovabb haladva ezt meg is tartja.

Visszatériink a sebességeloszlas szamitasahoz. Ahhoz, hogy a csdben az aramlas stacionarius legyen,
a belépd A, szelvényen tetszélegesen megadhatjuk v és p értékeit. A kilépd 4> szelvényen azonban ezek mar
nem tetszélegesek, mert a kilépd vizmennyiség, atlagos nyomas és perdiilet eleget kell tegyen az elobbi
egyenleteknek. Ilyen peremfeltételekkel (és alkalmas szoftverrel) a sebességeloszlas szamithato (akar a 12.6.
példa mintéjara is).

Az elmondottakhoz egy megjegyzést fliziink. Az eldbbiekbdl lathatd, hogy a cs6ben kialakuld aramlast
dontden az A szelvényen uralkod6 viszonyok hatarozzak meg, az 4, szelvényen ismert aramlési paraméterek
hatasa kisebb. Ezt a megallapitast kis surlédasu folyadékkal (vizzel) nyert tapasztalatok is aldtdmasztjak. A
belépd sebességeloszlas elore hatdsa (az aramlas iranyaba) jelentds, a kilépo sebességeloszlas visszahatdsa al-
talaban sokkal kisebb [139]. Példaul, ha az 4, szelvény mogott, a kozvetlen kozelében egy tolozarat félig leza-
runk (a tolézar nyelve a csd tengelyére mer6legesen benyulik) akkor a csé egyik oldalan a tol6zar nyelve visz-
szatorlasztja az aramlast, ami az 4> szelvénynél is befolyasolja a sebesség értékeket. Ez a hatds azonban a csének
csak 1~2 cséatmérényi hosszan érzékelhetd. Azonban, ha a belépd A szelvénynél egyenlétlen sebességeloszlas
érkezik, ennek hatasa a szelvény utan akar 100 cséatmérényi hosszon is érezhetd.

13. fejezet. A valosagos folyadék aramlastana

Valosagos folyadékokban a surlodasmentes folyadékoktol eltérden belso surlodas is ébred,
amit a fesziiltségtenzor csusztato fesziiltségei valositanak meg. Megjelenik a turbulencia is (az alabbi
kortilmények kozott), valamint a hatarréteg levalas (ami szintén alapvetden befolyasolja az aramlast).
Ezeket targyaljuk ebben a fejezetben.

13.1. példa. Laminaris €s turbulens aramlas

Reynolds viz aramléasat vizsgalta
iivegesovekben (13.1. abra). A csdszajnal k — —
festett folyadékot engedett be, ami kis sebes- — = =
ségnél hosszli egyenes csikban haladt to- (" Jamindris = ( — B
vabb, nagy sebességeknél azonban gyorsan

elkeveredett. Ezzel a valosagos folyadék-
mozgasok két Iényegesen kiilonbozé moz-
gasformajat mutatta be: a lamindris és a tur-
bulens aramlast.

13.1. 4bra. Reynolds kisérlete
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Korkeresztmetszetli egyenes csoben a laminaris aramlast ugy szoktak elképzelni, hogy koncentrikus
korgylrii alapu hengereken a folyadékrétegek egymas mellett haladnak, és a kiillonb6z6 sebességii folyadékré-
tegek kozott nincs 1ényeges anyagcesere. A turbulens aramlasokban azonban az egyik rétegbdl a masikba kis
folyadéktomegek lépnek at (és ezek széthordjak a festett folyadékot).'** A jelenség a kovetkezd dimenzionélkiili
szammal jellemezhetd:

Az aramlas Reynolds szama: Re= Le (13.1)
v

ahol L az aramlési teret jellemz6 hosszméret (m), ¢ az aramlés jellemz6 sebessége (m/s), és v az aramld kozeg

kinematikai viszkozitasa (m*/s). Csédramlds esetén: L = D a cs6 belsd dtmérdje, és c a csében aramld viztdmeg

atlagsebessége: ¢ = Q/4 , ahol O a térfogatiram (m’/s), és 4 a csé belsé keresztmetszetének teriilete (m?).

Szarnyszelvény koriili aramlasban: L a szarnyszelvény hossza (m), és ¢ a tavoltéri sebesség (m/s).

Csovekben (és mas alaku falak kozotti aramlasokban is) kis Reynolds szam esetén a viszkozitas hatdsa
jelentds. A Reynolds szam novelésével azonban a viszkozitas fontossaga csokken. Csévekben az aramlasi se-
bességet (és ezzel a Re szamot) ndvelve, az aramlas lamindrisbol turbulensbe hirtelen atcsap, altalaban a ko-
vetkez6 Reynolds szam kozelében:

Csovekben laminaris-turbulens atcsapas: Resupis = De _ 2320 - (13.2)

v

A jelenség jol kovethet6 a csésurlodasi diagram (13.4. abra) alapjan. Az 1000 < Re < 6000 tartomanyban
mindkét aramlasi forma lehetséges, és az atcsapas bdrmelyik Reynolds szamnal bekdvetkezhet.

A laminaris aramlasok torvényszeriiségei elég jol ismertek. Egyenes csovekben a kifejlett laminaris
aramlas sebességprofilja forgasszimmetrikus paraboloid (lasd 13.1. abran a cs6é végénél). Adott falak kdzott a
laminaris aramlas a Navier-Stokes egyenlettel jol szamithato (ha a hatarréteg az aramlasi térben nem valik le).

Levegdben halado vizsugarakra ratekintve konnyen felismerheto,
hogy lamindris vagy turbulens sugarat latunk-e? A 13.2. abra egy szokokut
favokajabol kilépo sugarat vazol. A sugar feliilete sima, a kornyezet targyai
ugy tikkr6zédnek benne, mint egy gorbe tiikorben. A sugar laminaris, pedig
a Reynolds szama nagyon nagy (Példaul D = 0,04 m, ¢ = 5 m/s, v = 10
m?/s, Re =200 000). Az ilyen sugarak keltésének titka az, hogy (i) az dram-
1as kozel nyugvo térbdl indul, és (ii) a fivokaszaj feliilete nagyon sima. Ha
a fivokaszaj az id6 multaval érdesedik, vagy beakad egy szilard test, akkor
a sugar dtcsap riicskos feliiletli turbulens sugarra.

13.2. dbra. Szokokat vizsugara

A Pelton turbina sugara (5.6. abra) turbulens. A sugarbol kilépd (par mm nagysagl) cseppek jelzik,
hogy a sugar belsejében milyen nagysagu kis viztdmegek mozognak az atlagostol eltérd irdnyban. A Pelton
favoka feliilete ugyan sima, de a fivoka belsejében talalhatd bordakrol drvények valnak le, és ezek turbulenciat
keltenek. Az aramlas barmiféle megzavardsa (fal érdessége, hatarréteg levalas, 6rvények megjelenése) turbu-
lenciat kelthet.

A miszaki életben szinte kivétel nélkiil turbulens aramlasokkal talalkozunk (mert az atcsapas legvalo-
szinlibb Reynolds szdma a (13.2) egyenlet szerint nagyon kicsi). Korkeresztmetszetli egyenes csovekben a ki-
fejlett turbulens aramlas (Reynolds szamtol fiiggd) sebességprofilja (13.1. abra) kodzelebb all a surlodasmentes
aramlas egyenletes sebességprofiljahoz, mint a laminariséhoz. (Ezért a strlodasmentes kozelités sokszor jobb
eredményt ad, mint a viszkdzus kozelités.) A turbulens aramlasok differencidlegyenlete a Reynolds-féle atlagolt
differencialegyenlet, a (9.13) egyenlet. Ennek alkalmazasat azonban megneheziti, hogy a fesziiltségtenzor fiig-
gését az aramlas paramétereitdl nem ismerjiik eléggé. A miiszaki feladatok azonban kikényszeritik a megolda-
sokat (ezért kisérletekre vagyunk utalva).

A turbulens aramldsok 1ényegét tobb neves szerz6 magyarazta. Amig a mechanizmusok elmeé-
lete (ami véges sok merev test mozgasat irja le) véges szabadsagi foku mechanikai rendszerekkel fog-
lalkozik, addig a kontinuum végtelen sok szabadsagi fokkal rendelkezik.'®* Ez azt jelenti, hogy adott
hatarol6 falak kozott a pillanatnyi (idofiiggd) aramlas nagyon nagy valtozatossagot mutathat. Ugyan-
akkor a turbulens aramlas (a pillanatnyi sebesség és nyomas idobeli atlagértéke), szerencsés esetben

163A lamindris aramlést rétegesnek, a turbulenst gomolygénak is nevezik.

164Bgy dramlasi tér belsejében felvesziink mondjuk 100 000 pontot. Mindegyik pontndl a kezdeti sebességet (3 komponens-
sel) tetszOlegesen megadhatjuk. Igy realis aramlasi konfiguraciot nyeriink, a rendszer szabadsagi foka: 300 000. Vélaszt-
hatunk azonban t6bb pontot is, ezért mondjuk azt, hogy az dramlas szabadsagi foka végtelen.
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(ha a bearamlas kedvez0 és nincs hatarréteg levalas), adott falak kozott a tapasztalatok szerint (kisér-
leteknél, miikodé rendszerekben) egyetlen aramlasi konfiguraciot enged meg. Ennek oka az, hogy
akarmilyen kicsiny is a viszkozitas, az dramlas kis egyenldtlenségeit (€s az aramlasba jutott kis orvé-
nyeket) a viszkozitas felemészti, és a kicsit rendszerteleniil mozgoé pillanatnyi aramlast a hatarolo fe-
lilletek és az dtlagos nyomaseloszlas az axiomadknak megfeleld iranyba terelik. Tehat a Reynolds-féle
differencialegyenlet a turbulens aramlasok lehetséges konfiguracioit a gyakorlatban ugyanagy szaba-
lyozza, mint Navier-Stokes a laminarisokét, vagy az Euler egyenlet a surlédasmentes folyadékokét.

Valosagos folyadékokban a cstsztatd fesziiltségeket, linedaris surlodasi torvényli folyadékok
esetén viszkozitasokkal, a (8.16) egyenlettel szamitjuk.!s> A leggyakrabban eléfordulo ilyen folyadé-
kok (viz és levegd) viszkozitasa kicsiny (8. fejezet), ezért révid egyenes csdvekben kialakuld aramla-
saikra a hatarréteggel kiegészitett surlodasmentes modell (5.1. példa) jol alkalmazhat6. Azonban hosz-
szu egyenes csovekben kialakul6 dramlasokban a viszkozitas hatdsa mar nem hanyagolhato el.

13.2. példa. Surlodasos aramlas hosszl egyenes csdben

nyomdasvonal

/

veszteség

ey
I

L L Tas__ T
— -1
o _p'.l B |r
= 4D
¢ L—:——:——:——l G
T T T -
| L

13.3. abra. Hosszu egyenes csében kifejlett surlddasos aramlas

A 13.3. abra korkeresztmetszetli vizszintes csOben, hosszi egyenes csGszakasz utan kifejlett (laminaris
vagy turbulens) aramlast vazol. Az abra felso részén a cs6hoz elképzelt tivegesdvek csatlakoznak, amelyekben
az all6 viz szintje a csében uralkodo helyi nyomas értékét jelzi (nyomasvonalakat vizvezetékek szamitasanal
gyakran hasznalunk). Az dramlast akkor mondjuk kifejlettnek, ha a sebességmezo cséiranyban valtozatlan. A
nyomds azonban valtozik, az dramlas iranyaba haladva egyenletesen csékken. Az L hosszon 1étrejové dramlasi
VeSZteSEE M'veszrescq ETtEKEL is jeleztiik az dbran.

2
Egyenes csoé aramlasi vesztesége: B oszresie = l%;— , (13.3)
g

ahol /'vesressg (M) az aramlasi veszteség az dramlo kozeg oszlopmagassdgaban kifejezve (13.3. abra), 4 a cs6-
surlodasi tényez6 (13.4. abra), L a csé hossza, D a c¢s6 bels6é atmérdje, ¢ = Q/A az atlagsebesség a csében, O a
térfogataram (m?/s), 4 a cs6 belsd szelvényének teriilete (m?), és g a nehézségi gyorsulas. Az dramlasi veszteség
értéke nyomdas dimenzioban (N/m?):

(pl - p2) = pgh ,Vé’szteség .

165 Bonyolultabb strlodési térvényli anyagokkal a reoldgia foglalkozik.
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Reynolds szam, Re
13.4. dbra. A A cs6surlodasi tényezd diagramja (Moody-féle diagram) [124]

A csosurlodasi tényezo diagramjat a 20. szazadban évtizedekig gyiijtott mérési adatok alapjan allitottak
Ossze. Az abran A = A(Re,D/k) , ahol Re a (13.1) egyenlet szerinti Reynolds szam, D a cs6 belsé atmérdje, és k a
csoOfal belsé (nedvesitett) felilletének atlagos (csticstol csucsig) mért érdessége (D/k a relativ érdesség recip-
roka). Ha mérésbdl (vagy rajzrol) ismerjiik az érdesség szabvanyos Ra mérdszamat (a kozépvonaltdl mért eltérés
négyzetes atlagértékét), akkor a csucstol-csticsig mért érdesség kozelitd értékére realisztikus becslés: k£~ 6 Ra,
[123]. Az érdesség mérészamara néhany tajékoztatd adat [124]:

e Ujfém cs6: k=0-0,0015 mm,

Hegesztett acél c¢s6: £= 0,05 — 0,2 mm,

Ontéttvas cs6 bitumen bevonattal: k= 0,12 — 3 mm,
e Betoncs6: £=0,15- 0,8 mm.

A csosurlodasi diagramban mindkét fiiggetlen valtozo tobb nagysagrendet valtozik (a skalak logaritmi-
kusak). A lamindris dramlds viszonylag kis Reynolds szamoknal jelentkezik, és a laminarisbol turbulensbe valo
atcsapas (lasd (13.2) egyenletnél) a csdsurlddasi tényezo jelentds megnovekedésével jar. Adott Reynolds szam-
nal az érdesség (k) novelésével a csostrlodasi tényezo (1) a fliggdleges egyenes mentén valtozik.

Adott csé esetén (D/k adott) a cs6ben aramlo folyadék sebességét (és egyuttal a Reynolds szamot) fo-
kozatosan novelve a kdvetkezok torténnek: A diagrammon a lamindris dramlas tartomanyabdl az dtcsapds utan
a hidraulikailag sima turbulens aramlas gorbéjére jutunk. Ha a cs6 belso feliilete nagyon sima, akkor a feliilet
(egy hatarnal kisebb) érdessége nem befolyasolja a csosurlddasi tényezot. Ilyen érdességi feliiletekre mondjak
(nem csak csovek esetén) hogy hidraulikailag simdk. (Ilyen aramlasokban a hatarol6 fal kicsiny érdessége nem
befolyasolja az aramlast.) A cs6ben tovabb ndvelve a sebességet az érdesség hatdsa megjelenik, a 4 tényezd
értéke a konstans D/k gorbe mentén valtozik. E16szor csokken, majd vizszintessé valik. A vizszintes szakaszra
érve azt mondjuk, hogy a teljesen érdes turbulens dramlds tartomanyaba jutottunk. Ekkor a Reynolds szam
tovabbi ndvelésének nincs hatasa 4 alakulasara. A diagram egyik tanulsaga tehat az, hogy a hidraulikailag sima
gorbe alatti tartomanyban az érdességnek, és a D/k gorbék vizszintes szakaszait tartalmaz6 tartomanyban pedig
a Reynolds szamnak nincs hatasa az aramlasra.

Visszatérve a 13.3. abran vazolt aramlasra, a szaggatott vonallal jelolt ellenérzé feliiletre alkalmazzuk
(IId) axiomat ~ (3.5) egyenletet:
Stacionarius, laminaris vagy turbulens: 0=- J.pv(v dS) + .[ pgdl + IF ds . (13.49)

St) V() S(t)
Itt S(z1) a 13.3. abran jel6lt hengeres ellendrzd feliilet, S(¢1) = A1 + P + 4, , ahol A, a belépd feliilet, P a
palast, 4> a kilépd feliilet. A belépo feliileten a sebességeloszlas ugyanolyan, mint a kilépon (mert kifejlett
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aramlasrol van sz06) és a P palaston nincs folyadék atlépés (mert, ha volna, akkor az A4, felilleten mas aramlas
volna, mint 4;-en). [lyen sebességviszonyok esetén (13.4) egyenletben az impulzuseréket kifejez6 integralok
egymast kiegyenlitik. A vizszintes iranyl er6hatasok szamitasa az érdekes, a fiiggbleges nehézségi eré érdekte-
len. Az 4, és A feliileten a nyomasokbol szarmazo vizszintes iranyt eré egyensulyt tart a palaston ¢bredo
csusztato fesziiltséggel szamithato erdvel:

(p1—p2) r*n=12rnl . (13.5)

A nyomaskiilonbség mindig ugyanakkora (akar abszolit nyomassal, akar 1égkorre vonatkoztatott tl-
nyomassal, akar redukalt nyomassal szamitjuk). Laminaris dramlés esetén 7 a viszkdzus csusztato fesziiltség,
turbulens aramlas esetén pedig a viszkozus és turbulens fesziiltség 6sszege a (8.25) egyenlet szerint. A (13.5)
egyenletbdl, (p1 - p2) = pgh'vesresee helyettesitésével, (13.3) alapjan:

!

_(Pi=pa)r _ P8 _ Th pe? (13.6)
2L 2L 2D 2

A Fkifejlett (laminaris vagy turbulens) csGaramlasban tehat a csusztato fesziiltség aranyos az r sugarral. Mivel a
gyakorlatban 1 értékét elég jol ismerjiik (13.4. abra), ezzel a képlettel az egész aramlasi térben meg tudjuk
hatarozni 7 értékét. (Ezt a képletet kozelitésként mas geometriaju, nem kifejlett aramlasokra is hasznaljuk.)

Kiilonben a 4 csésurlodasi tényezo meghatarozhaté (a 13.4. abra helyett) a kovetkezo képlettel is:

Colebrook—White formula: )= 1 , (13.7)

2
2 log k /D N 2,51
37  Rei
ahol "log" tizes alapt logaritmust jeldl, ks a homokérdesség, amelyre: ks~ 1,7 Ra ~ 0,267 k [125, 123], ahol Ra
a szabvanyos érdesség (a feliilet kozépvonalatdl szamitott eltérés négyzetes atlagértéke) és k a csucstol cslicsig
mért atlagos érdesség. A (13.7) egyenlet ugyan implicit, de konnyen programozhatd. A jobboldalon el6szor a

Pattantyus-féle A = 0,02 értéket helyettesitve a képlettel szamitjuk A elsé kozelitését, majd a jobboldalon ezt
helyettesitve a masodikat, és igy tovabb. Az eljaras gyorsan konvergal.

13.3. példa. Korhenger koriili valésagos aramlas

Korhenger koriil kialakulo valdsdgos aramlasokat vizsgalunk (13.5. dbra). A henger szélcsatorna mé-
réterében van, a megfijas iranya vizszintes ¢s meréleges a henger alkotoira. A dimenzionélkiili valtozok:

D
a Reynolds szam: Re = Vo , és az ellenallastényezo: c, = 1# , (13.8)
\ 2
—pv, A
2P w0 Ay
— D a henger atmérdje, v és p az aramlo kozeg kinemati-

kai viszkozitasa és siirlisége, v» a henger el6tt nagy ta-
volsagban érvényes sebesség nagysaga (végtelenbeli
sebesség), F. a hengerre hato ellenallas er6 nagysaga (a
mért eré idobeli atlagértéke), A, a testnek az aramlas
iranyara mer6leges sikra esd vetiiletének teriilete (hen-
1 _ - ger esetén: A, = Dh, ahol & a henger hossza). A végte-
o I lenbeli sebesség vizszintes, és az ellendllas erd is az.

) i
O O B 5 A 13.5. dbrén kis Re értékeknél c. nagy (ez
bl T I — k‘rjjf / < igy van mas testeknél is). Re = 1000-nél az ellenallasté-

105“'@ s nyez0 stabilizalodik a c. ~ 1.0 értéken. A 65 < Re <

1000 tartomanyban az aramlas lamindris (sima henger
[T T I esetén) de a hengerr6l levald orvények miatt idében
Re valtozo. Baranyi [126] az instaciondrius Navier-Stokes
egyenlet megoldasaval jo eredményt kapott Re = 180-
nal (13.5. abra). (A szamitasa szerint a hatarréteg leva-
l4si pontja a hengeren egy 4° szélességii szogtartomanyban ingadozott.) Az A pontnal (Re = 10°) az ellenéllas
meglepé modon csokkenni kezd (a 0,2 értékre!). A henger koriil mérték a nyomas idébeli atlagat (13.6. abra),

13.5. dbra. A henger c. — Re diagramja
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ez betekintést ad arr6l, hogy mi torténik. A
henger homlokfeliiletén, a 0 — 60° tartomany-
ban) az elméleti surlodasmentes gorbe jol ko-
veti a valosdagos aramlasok gorbéit. A 13.5.
abran megjeldlt A, B, C pontokhoz tartozd
nyomaseloszlasok gorbéin (13.6. abra) a hen-
ger hdtoldalan szinte allando nyomast latunk 5
(ezért a levalasok "holt terét" esetenként al- /6.7.10
landé nyomast zoénaval modellezik). A nyo- s /
masgorbéken azt a pontot tekintettiik a hatar-

réteg levaldsi pontjanak, ahol rafordul a hat-

oldali alland6 nyomasra. Az A pontnal (és -1

/ 84 : 10°

B
e
eldtte Re hosszl tartomanyaban) a levalas mar \\\ Ar— A ABRN)
a homlokfelilleten elkezd6dik (13.5. abra  P-R, I Re~ YD
folso része). A B pontnal két okbol kisebb az 1PV C =
ellenallastényez6: egyrészt a hatoldalon na- \‘
gyobb az ellennyomas (13.6. abra), masrészt =2 -
a levalasi pont jelentdsen hatra csuszik (13.5. \ / Eimélet
abra). A B gorbén a levalasi pontig (kb. 130°) levalasmentes
a hatarréteg szinte "visszafekszik" a hengerre, 7 aramiés
mert a henger oldalan egy depresszios (kis- -3 N | |
nyomasu) zona (13.5. ébra) alakult ki, ami © 20 40 6o 8o 100 120 140 160 180
visszahtizza a folyadékot a hengerre (tapasz- A henger els6 torldpontjatdl mért szog fokban
taljuk ezt a hatast a Coanda effektusnal is,
13.4. példa). A C ponthoz tartoz6 nyomas- 13.6. 4bra. Atlagos nyomas a henger feliiletén

gorbe az el6bbi két gorbe kozeé esik (13.6.
abra), és a hozzatartozo c. érték is koztes.

Az A—B letorés (13.5. abra) Re szamat kritikus Reynolds szamnak nevezik (szélcsatornak mindsitésénél
hasznaljak). Ha a henger feliilete érdes, akkor Re ndvelésekor a letorés hamarabb kdvetkezik be (13.5. dbra). Ez
jelzi, hogy a letdrés a hatarréteg allapotatdl (is) fiigg. A hatarréteg lehet lamindris vagy turbulens.

A Reynolds szamot alulrol novelve a kritikus érték felé, a szakirodalom szerint a hatarréteg dtcsapasi
pontja (ahol a hatarréteg laminarisbol turbulenssé valik) a hengerrdl levalt hatarrétegben egyre kozelebb kertil
a hengerhez, és amikor a henger és a levalt hatarréteg kozotti sziik résbdl az oda keriild (erételjesebben vibralo)
turbulens hatarréteg kiszallitja az ott 1év6 (stagnald) folyadékot, akkor a hatarréteg visszafekszik a hengerre, és
bekovetkezik a ¢, tényezo6 jelentds csokkenése (13.5. abra).

A Re> 65 tartomanyban a henger mogott Kdarman-féle érvénysort talalunk (13.7. abra). Surlédasmentes
sikdramlasokban a pontszerli drvények vonzzak €s taszitjadk egymast, ezért felmeriilt a kérdés, hogy a sorba
rendez6dott jobbra-balra forgd 6rvények miért nem ugranak szét? Karman bizonyitotta, hogy b/a = 0,281 arany
esetén (13.7. dbra) az elméleti 6rvénysor stabilis. Valdsadgos dramlasban az 6rvények a henger utan a kozeltérben
rendezédnek, és felveszik ezt az aranyt. Az 6rvények cirkulacioja jelent6s. Re > 1000 esetén az 6rvénysor a
henger utan messzire nyulik, amig a viszkozitas felemészti.

O D D
5 3 & o

Kialakulas a kézeltérben Kiarman féle érvénysor

13.7. dbra. Karman-féle 6rvénysor
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Arra a kérdésre is valaszt keresiink, hogy a kozeltérben
(13.7. abra), hogyan alakulnak ki az 6rvények? A BME Vizgép la-
boratériumaban Varga és Sebestyén nagysebességi filmfelvétele-
ket készitett a kavitacios csatornaban ékmodell mogott keletkezo
orvényekrol [65]. (Az orvényképzodés mechanizmusa korhenger
modell mogott ugyanilyen.) A kavitacios drvénysor azért alkalmas
a vizsgalatokra, mert a mozgé folyadéktomegek vilagosan elkiilo-
niilnek a gbzzel telt tiregektdl. A filmfelvételek alapjan a kavitacios
orvény keletkezése kicsit egyszerisitve a kovetkezé modon torté-
nik: A 13.8a abran az ék utani kavitacios foiiregben egy kis sugar
kezdemény lathatd. A sugar athalad az liregen és eléri a folireg ma-
sik oldalat (13.8b abra). Ez az a pillanat, amikor egy kavitacios iireg
levalik a féiliregbdl. A levald iireg kontlirjat oramutatoval ellentétes
iranyban kdvetve a vonalat érintd sebességkomponens mindeniitt — _.

crer

sugdr kezdemény

szi koriil. Tovabb fejlédve a sugar benyomja a korabbi f6iireg ma-

sik oldalat (ez szépen latszik a filmfelvételeken). Kis id6 mulva egy

sugar kezdemény indul az 0j féiliregnek errdl az oldalarol (13.8d d
abra), és tovabb fejlddve a 13.8e abrat kapjuk, ami a 13.8a 4bra
tilkorképe. Most tehat err6l oldalrol indul el egy sugéar a félireg ma-
sik oldala felé. Végiil tehat azt latjuk, hogy az drvényeket a foiireg-
ben kialakuld sugarak keltik. A sugarak alterndlva (felvaltva) je-

lennek meg a foiireg két oldalanal, ami egyuttal magyarazatot ad s
. 4 r 4 r 4 r e

arra is, hogy a 1ényegében surlodasmentes folyadékban hogyan ke-

letkeznek kétiranyban forgo, jelentds cirkulacidju 6rvények (ame-  —+

lyek rendezédve a Karman-féle 6rvénysort alkotjak).

Kisérleti bizonyitéka van annak is, hogy kavitaciomentes
aramlasokban (szélcsatornakban) az orvényképzédés mechaniz-
musa hasonl6 a 13.8. abrahoz, csak az iiregeket kitolto folyadékto-
meg a sugarak athaladasat fékezi.

13.8. &bra. Kavitacids orvény
keletkezése

Erdemes az ¢k+f6iireg cirkulaci-

6janak idobeli valtozasat is kdvetni. A 13.8. AEk + fBiireg

abran az egész folyamat a vizszintes ten-

gelyre szimmetrikus. Ezért kozel surlodas- I

mentes dramlast feltételezve az ék-+fGiireg orvery oy OOy

~V

cirkulacidja a 13.9. abra szerinti. A levalo
orvények mindig elviszik a forgasiranyuk-
nak megfeleld cirkulaciot, és az ék+foiireg

cirkulacioja a zérus koriil ingadozik. 13.9. abra. Az ¢k + fdiireg cirkulaciojanak véltozésa

A hengerrdl levald orvényparok
frekvenciajat jelolje n. A dimenzionélkiili r T T L ]
frekvencia a 0.4 I i _ ! T‘—7
Strouhal szam: nD 13.9 se=2L1 |

©St=—r- (13.9) Yoo | pontok szérdsa
Ve 03——— I

Az orvényparok keletkezési idejét mérték, t l e
ebbdl szamoltak a 13.10. abra frekvencidit. 02 A N— ke
A 10% < Re < 10’ tartoméanyban egyetlen " : [y
gorbét kaptak: az Orvénylevalas periodi- [ j ;
kus. A 10° < Re tartomanyban azonban az 01— l S N R
orvénylevalasi id6 szabalytalanul ugrando- 10° 1y 10° v 10° 10° 10’
zott (50 %-os eltérésekkel is). Ilyen Re sza- Re = =;®
moknal tehat az 6rvénylevalas nem perio-
dikus (de kvaziperiodikus). 13.10. abra. A hengerr6l levald kavitacids orvényparok

dimenzionélkiili frekvencidja
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Az Okori gorogok aeoli harfajanak hurjait a sz¢€l gerjesztette. A szép hangot bizonyara periodikus or-
vénylevalas keltette. A szabalytalan levalas inkabb "fehér zajt" kelt. A turbulens aramlésokat az utobbi évtize-
dekben jelentésen fejlesztett "kiosz" elmélet is targyalja'®®, és ebben a periodikus dramlasoknak kitiintetett sze-
repe van.

Végiil néhany mondat a Karman-féle 6rvénysorok energetikai viszonyairdl. Ha a hengert all6 vizben
vontatjuk v, nagysagl sebességgel, akkor a hengerhez rogzitett vonatkoztatasi rendszerben ugyanilyen 6rvény-
sor alakul ki. A vontatdshoz F. vonberd sziikséges, a befektetett teljesitmény: P = F. v» . Adott Re esetén a
13.10. abrabol meghatarozhat6 n, a masodpercenként levalo orvényparok szama. Feltételezve, hogy a P telje-
sitmény teljes egészében az Orvényparok mozgasi energidjanak létrehozasara forditodik: P = 2nE, , ahol E, az
egy Orvényhez tartoz6 mozgasi energia. Az id6 mulasaval ezt a teljesitményt emészti el a viszkozitds. Fe-t
(13.8)2-bdl helyettesitve, b ~ D kozelitéssel azt a becslést kapjuk, hogy az oérvények az allo folyadékban a v.,
sebességii hengert kb. 0,7v., sebességgel kovetik.

13.4. példa. Coanda effektus

Coanda léglokéses repiilogépnél tapasztalta, hogy a sugar a gép testéhez tapad. A rdla elnevezett jelen-
ség megértése az aramlastan alapvetd ismerete. Itt egy 2D-s esetet mutatunk be. A 13.11. dbra bal oldalan levé
téglalap alakt résbdl a 1égsugar egy kozeli fal mellett aramlik egy nagy térbe (jobb oldali bra). Ha a fal nem
lenne ott, akkor a sugar egyenes vonalban haladna tovabb. A fal azonban ott van, és azt tapasztaljuk, hogy a
sugar a falhoz tapad. Ez a Coanda effektus.

\R \ps:acsupé sugar

PLAT: N b 2}

13.10
R on b ( )

13.11. abra. Coanda effektus, a téglalap szelvényli légsugar
a falhoz tapad

A jelenség magyarazata a kovetkezd. Az oldalfalak biztositjak, hogy sikaramlasrél van sz6. Az aramlas
inditasakor a sebességet fokozatosan novelik. A résbdl kiaramlo turbulens sugar kicsit széttertil, és a széle eléri
a falat (esetleg csak messze). A fal és a sugar kozott zart tér keletkezik. Ebb6l a sugar turbulencidja kihordja az
ott 1év6 1égtomeg egy részét, és ezért a nyomasa p, csokken a sugar masik oldalan levo p; nyomashoz képest
(13.11. abra). Ez a nyomaskiilonbség huzza a falhoz a sugarat! A vékony sugar kdzépvonalan haladé részecs-
kének a p; - p» nyomaskiilonbség szolgaltatja a centripetalis gyorsulast az R sugar simulokorén torténd moz-
gashoz, ezt fejezi ki a (13.10) egyenlet, amiben az R-en kiviil minden paraméter konstans, és ezért R is konstans,
tehat a sugar alakja koriv. A falhoz a koriv ferdén kozelit, ezért a tovében egy kis visszacsapd sugar keletkezik.
Végiil gondoljuk meg, hogy a sugar elfordulasa milyen p; értéknél all meg? Nyilvan akkor, amikor a turbulens

sugdr altal idéegyég alatt magaval ragadott, elvitt 1égtdmeg 114, és a visszacsapd sugar altal idegység alatt
bevitt 1égtomeg 71, , egyforma lesz: m, =m,. Szamitassal a Coanda effektust nyilvan csak olyan szoftver
tudna kdvetni, amelyik ezeket a 1égtomegeket szamitani tudja (a 2010-es években ez irredlisnak latszik). A
Coanda jelenség l1ényege: a depressziés zona magahoz hiizza az aramlé kozeget. Ez a hatas megjelenik viz-

sugarak esetén is, leveg6be vagy vizbe torténd aramlasnal. Korkeresztmetszetli 3D-s sugaraknal is tapasztaljuk
a Coanda effektust, de mas fizikai hatdsok hozzak létre a sugarat falhoz hiiz6 nyomaskiilonbséget.

13.5. példa. Valosagos aramlas szarnyszelvény koriil

Szabad felszinii viz aramlasaba Prandtl szarnyszelvényeket helyezett, és a felszinre szort konfettik utjat
fényképezte (13.12. és 13.13. abrak). A fényképeken lathaté vonalak az expozicids id6 alatt megtett utak (az
iranyuk jelzi a helyi sebesség iranyat, és a hosszusaguk aranyos a helyi sebességgel).

Kedvezd megfijas esetén a szarny koriili &ramlas a 13.12. abra szerinti. Ha a profil végénél ilyen aram-
las alakul ki, ezt "sima ledramlasnak” nevezik. Tl nagy megfiijasi szog esetén (13.13. dbra) a hatarréteg a profil

166Magyar tanulméanyok: [140], [141], [142], [143].
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13.12. abra. Szarnyrol sima learamlas (Prandtl) 13.13. Szarnyon levalas (nagy megfijasi szognél)

orra kdzelében "levalik". A Knapp-féle ciklusnak megfelelden (12.4. példa) drvények keletkeznek, és a szarny-
profil hata mogott nagy kiterjedésii, erdsen turbulens levalasi tartomanyt latunk.

A sima ledaramlas valdjaban azt jelenti, hogy a profil végénél a hatarréteg a profil mindkét oldalan
levalik (13.14. abra), és a profil mogott Karman-féle 6rvénysort talalunk. Surlodasmentes szamitasi modell ese-
tén ezt sokszor gy modellezziik, hogy a profil belsejében forrasokat képzeliink el (13.15. abra), melyekbol
annyi folyadéktomeg aramlik ki, ami kitolti a szivo és nyomo oldali aramvonalak kozotti rést. A profil végénél
a nyomo és a szivo oldali aramvonal egymashoz kozel van, ott a nyomasuk majdnem egyforma. A surlddas-
mentes szamitasi modellben érvényes a Bernoulli egyenlet, ezért a sebességeik is megegyeznek: Vyive = Vayoms
(13.15. abra). A szamitasi modellben a profilbol ilyen sebességili aramlast engediink ki, a profilvégnél igy loka-
lisan egyenletes aramlast nyeriink (ami szamitastechnikailag kedvezd).

\

- v@\@, “.,'j ;:l‘::i *\\‘
13.14. 4bra. A profil mogotti Karman-féle rvénysor ~ 13.15. abra. A profilvég aramlasanak modellezése

Szarnyprofilok koriil a valdsdgos aramlasok f6bb dimenzionélkiili paraméterei: cp e, Gmegfiias (€rtelme-
zésiiket 1asd a (12.37) egyenletnél). Egy szarny mérésének tipikus diagramja a 13.16. abra.

A ¢r felhajtoerd tényezé gorbéjének kozel linedris
szakaszan a profil végénél sima learamlidas (13.12. dbra) talalhato.
Ez a szakasz azért fontos, mert ennek pontjai jol szamithatok sur-
1,0 lodasmentes aramlas feltételezésével (12.2. példa). Tul nagy
megfljasi szognél (az abran aumegpijas > 15°) a profil szivott oldalan
nagy levalas keletkezik (13.13. dbra). Itt az dramlasi veszteség is
nodvekszik, amit a ¢, ellendllaserd tényezo gorbéje is jelez. Tul kis
SZOENEl (Omeghijas < - 8°) a profil masik oldalan jelentkezik a nagy

\ r 14 14 r . r r e /4 r .
| = | megfijasi szog  levalas. A jol szdmithato (sima ledramlast) tartomany hatdrai ne-
; t i hezen szamithatok (méréssel hatarozzuk meg).
10| 10| 20 fok , _ _
Erdemes megfigyelni, hogy a diagrammon ¢ és c.

Nagy |, Sima ledramlds |Nagy levalas  skaldja kiilonboz0d, ¢, nagysagrendje ~ 1,0 , c. nagysagrendje ~
levalasT  tartomanya | 0,01 . Egy szarnyprofil annal "jobb", minél nagyobb a c; értéke
és minél kisebb ¢, érhetd el vele. Az idedlis megfujas pontja
(amikor a profilhoz kozeled6 aramlas sebességeloszlasa a szarny
két oldalanak elején kozel egyforma) a c. minimuma kozelében
talalhat6. Amikor adott alkalmazashoz (repiil6gép, vizgép lapa-
tozas) katalogusbdl szarnyprofilt valasztunk, az ideélis pont he-
lye fontos adat.

13.16. abra. Szarnyprofil ¢, és c. diagramja
adott Reynolds szamnal
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Példaként az A18 jeli
szarnyprofil (13.17. abra) jel- o

leggorbéit mutatjuk be. A /\
13.18. és 13.19. abrat az Illi- f

oniszi egyetem kiilonb6z6 Rey-

nolds szamoknal mért jelleggdr- -0 - - . : : : . . -
béibél szamitottuk e o1 0z 03 04 05 o0& 07 08 08 i
(www.amber.aae.ujuc.edu/~m- 13.17. 4bra. A18 profil, tervezte R. Cooney, University of Illionis

selig/pd/pub/lIsat/voll).

, iz "
/ \’“‘/’J 3 6,66
o5 /4 ’
C} ":4 /'// Ce \ 004 < :.
‘% \ 003 // \\ / >
10 5 /ﬁf 5 10 15 20 25 \§ .u\é% P :/%/
) megfﬁjam SZﬁg (fOk) -10 5 % 0 5 10 15
~+ Re=40000 - 60000 —+- 100000 ~- 200000 - 300000 megfujasi szog (fok)
13.18. dbra. Az A18 profil felhajtoerd tényezdi 13.19. dbra. Az A18 profil ellendllas tényezdi

Az A18 profil vékony, enyhén ivelt és a hatoldala hasonlit egy henger feliiletéhez (13.17. dbra). A sima
learamlas tartomanyat a - 3° < Quegpjas < +10° hataroknal allapitjuk meg (mindkét diagrammot figyelembe véve).
Ebben a szogtartomanyban a ¢, tényezd csak kissé fligg a Reynolds szamtol, alatta és folotte azonban a ¢ -ben
eltolodasok jelentkeznek. A c. tényez6 hatarozottan csokken Re ndvelésével, bar vannak egyedi hatasokra utalo
jelek is. Arra kovetkeztetiink, hogy cmegsjas < +10° esetén a hatarréteg még nem valt le a profil hatoldalardl.

Repiil6gépeknél a gép sulyat a szarnyon ébredd felhajtoerd ellensilyozza. Annak érdekében, hogy a
felhajtoerd repiilés kozben mindig (1églokések esetén is) biztonsagosan meglegyen, a tervezd a gép lizemi pont-
jat a ¢y gérbén a maximumtol tavolabb (példaul az idedlis megfujas pontja kdzelében) valaszthatja meg, az év-
tizedek soran Osszegylilt repiilési tapasztalatok alapjan.

A szarnyprofilok koviili aramlas jol szamithaté surlédasmentes modellekkel, de csak a sima ledramlést
tartomanyban, amit a Vgive = Vayoms €gyenloséggel (13.15. abra) lehet figyelembe venni (de helyette hasznalhato
a Kutta-Zsukovszkij feltétel is, 1asd a (12.36) egyenlet utan.) A 12.2. példa kozelité egyenletei is a sima ledram-
las feltételén alapulnak.

Szarnyprofilok koriili aramlasok surlodasmentes szamitasaiban a profil kontirjan az aramlasi sebesség
érinti a kontlrt (5.1. példa). Azonban, ha a viszkozus Navier-Stokes egyenletet alkalmazzuk a szarnyprofil kortili
aramlas szamitasara, akkor az allo profilon a sebesség zérus (5.1. példa). Azonban a sima learamlas feltételét
ebben az esetben is valamilyen modon figyelembe kell venni. Ekkor a vgivs = Vayome €gyenlOséget a profilvég
kozelében a hatarrétegen kiviili sebességre lehet alkalmazni. (A nagy levalas kezdete, és a sima learamlas tar-
tomanyanak hatarpontjai ma még biztonsaggal nem szdmithatok.)

A valosagos aramlasok torvényszertiségeit ugy foglalhatjuk 0ssze, hogy a surléddsmentes dramlasok
jol kovetik a valdsadgot mindaddig, amig hatarréteg levalast nem tapasztalunk. A levalas megjelenését tobb té-
nyez6 befolyasolja: a hatarolé fal érdessége, a hatarréteg allapota (laminaris vagy turbulens), a féaramlas tur-
bulencidja, a fal és a levalt hatarréteg kozotti tér (alakja €s mérete). Esetenként a hatarréteg visszafekszik a testre
(kedvez6 hatasokat okozva), ami attdl fiigg, hogy a geometria (a falak alakja) lehet6vé teszi-e depresszios zondk
létrejottét. Ezeket ma még nem tudjuk pontosan szamitani, ezért kisérletekre vagyunk utalva.'®’

167 Helytelen az a gyakorlat, hogy laboratériumokat sziintetnek meg, arra szamitva, hogy mindent tudunk szdmitani.
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14. fejezet. Vizgépek erohatas szamitasai

Sziikebb értelemben vizgépeknek nevezik a vizet tovabbito szivattyvkat és a vizturbindkat.'*® A
szivattyuk tilnyomo tobbsége orvényszivattyu. Ezeknek f6 szerkezeti eleme a lapatokkal ellatott forgo
Jjardkerék [89] (7.2. példa).'®® Mas kozegekkel miikodnek, de szerkezetileg hasonlé felépitéstiek a ven-
tilatorok, fuvok, turbokompresszorok, gaz- €s gbézturbinak. Az drvényszivattyuk és a vizturbinak ezek-
kel egyiitt az Aramlastechnikai gépek nagy csaladjat alkotjak (angolul turbomachines). K6zos szer-
kezeti jellemzdjiik a lapatokkal ellatott forgorész. Magyar neviik abbol ered, hogy a miikodési elviik
(és a tervezésiik) egy aramldstechnikai torvényen, nevezetesen a (IIId) axioman alapul.

14.1. példa. Szarnylapatos szivattyl jarokerék alapegyenlete
Az aramlastechnikai gépek alapegyenletét Csanady [4] nyomén szdrnylapdtos szivattyira'® mutatjuk be.

A szivattyu (14.1. abra) stacio-

narius izemét vizsgaljuk. A gép n fordu-

latszama és @ vizmennyisége idében

kozel alland6. A lapatok eldtt és utan ki .

van jeldlve a bearamlas 4. és a kidramlas %, N

A korgytrh alakd szelvénye. Ezeken is-

merjiik az aramlési sebességeket példaul ‘x\
N
N\

mérésbol (az abra jobb oldalan lathatok a
betolhatd sebességméré miiszerek). A
szaggatott vonallal kijeldlt térfogatban a

viz és az acél egyetlen kontinuumot alkot, _

a lapatok feliiletén a szakadadsi feltételek LA
érvényesiilnek (5.1. példa). Egyszerliség O
kedvéért a jarokerék tomor acél, példaul \]

e

Hooke-féle rugalmas test.'”" A viz aram- \
lasa surlodasos és turbulens. Ezek a felté- 3
telek a valosdgos éramlasi viszonyokat

jol kozelitik. A felallitando elméleti mo-

dellt nagyjabol + 1 % pontossaggal kivan- 14.1. abra. Szarnylapatos szivattyu jarokerék vazlata

juk hasznalni (lasd 1. fejezet 1. tablazat).
172

Hengerkoordinatakat valasztunk (7, ¢, z), az Origo a tengely kdzépvonalan van, és a z tengely n. egy-
ségvektorat folfelé iranyitjuk (14.1. abra). A szaggatott vonallal jeldlt ellendrz6 feliiletre alkalmazzuk a (I11d)
axiomat ~ (3.6) egyenletet:

0=- J.rxpc(cdS)+ J. rxpgdV + J.erdS . (14.1)
S(4) V(t) S(#)

ahol r a helyvektor, p a viz slirlisége, ¢ az aramlasi sebesség (abszoluit sebesség, a szivattyl allorészéhez ké-
pest), g a nehézségi gyorsulas (fliggbleges), F a fesziiltségtenzor (a viszkozus €s turbulens fesziiltségtenzor
Osszege, (8.25) egyenlet). Annak érdekében, hogy tengelyre vonatkozé nyomatékokat kapjunk (mint az 1.7.
példaban) az egyenletet skalarisan szorozzuk n. egységvektorral, és az elsé tagot atvissziik a masik oldalra:

18 Tagabb értelemben a vizgépészethez sok mas berendezés tartozik.

199 szivattylik mdsik nagy csoportja a térfogatkiszoritdsos (dugattyus) szivattyuk. (Nagy nyomasokra alkalmazzak).
17Magyarorszdgon 354 nagy belvizatemeld szivattyitelep miikodik a Viziigyigazgatosagok kezelésében. Hoolvadas vagy
nagyobb esOk utan a foldekrol a csatornakkal dsszegyiijtott vizet ezek a szivattyttelepek emelik a folydomedrekbe. A feladat
nagysagat jellemezi, hogy az Eurdpai Unidban a belvizmentesitett teriilet nagysdaga Franciaorszag utan hazankban a legna-
gyobb. A feladatot manapsag nagyméretll szdrnylapatos szivattyiik latjak el [88].

1A valésagban a jarokerékagy iireges, de ez a jarokerék és az aramlas kolcsdnhatdsa szempontjabol érdektelen. A rugal-
massag feltétele lehet6vé teszi példaul a lapatrezgések hatasanak vizsgalatat is, ami ma még Gjdonsag.

172A ma haszndlatos szamitési szoftverek a szivatty(k munkapontjanak és hatasfokanak szadmitasara + 5 % pontossagot
igyekeznek garantalni. A = 1 % elérése elérelépést jelentene.
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n_ Irxpc(cdS):nz I rxpgdl +n, IerdS , (14.2)

S(t) V() S(y)

A térfogati integral zérus, nz(rxg) = 0, mert n, és g parhuzamos.

Az abra alapjan: S(t1) = Agip + Ave + Aniz + Ai + Aagy - (14.3)
Az Axap, Andz, Aagy feliileteken: edS = 0, Ape felilleten: edS = - cimdA, és Ay felileten edS = comdA.

=n, Irxpc(cdS) = IrpCZucz,ndA - IrpcmcmdA
S(n) Ay Ape

ahol r az elsd hengerkoordinata (a d4 elemi teriilet tavolsaga a tengely kdzépvonalatol), a sebességek a 14.1.

abra szerintiek, c1u €s c2u pozitiv, ha u irdnyaba mutat, cim €s cam pozitiv (a legjobb hatasfoku pont kdzelében

mindegyik korgyliriiben). comdA és cimdA a dA felilletelemeken folfelé aramlo vizmennyiségek, Mimputzus az im-

pulzuserdk tengelynyomatékénak (-1)-szerese'”®, amit az 1.7. példa nyoman szamitunk az impulzuserdk u ira-

nyu komponenseinek (-1)-szereseivel: pcau (camdA), pciu (cimdA) és az r erkar szorzataival.

, (14.4)

impulzus

A szaggatott ellenérz6 felilleten ébred6 fesziiltségek nyomatékat az 1.7. példa mintajara szamitjuk:

n, jerdS - _[r T, dA (14.5)
S(t) S(t)

ahol 7, a dA feliiletelemen ébredd, a ¢ koordinatavonal iranyaba mutato cstisztato fesziiltség, 7, pozitiv, ha a
jarokereket a gép forgasiranyaba igyekszik forditani. Az Aagy feliileten (14.1. dbra) a tomor acélban ébredd t
fesziiltségek a tengely nyomatékat kozvetitik az ellenérzo feliilettel hatarolt tomeg felé (lasd alabb (14.6);
egyenletet). A vizben a viszkozus csusztatd fesziiltségeket mindeniitt elhanyagoljuk, kivéve a jarokerékhaz és a
jardlapatok kozotti résben. Az ott ébredd surlodas visszatartani igyekszik a jarokereket (ezért szerepel (14.6).-
ben a minusz eléjel).'’* Az A, feliileten egy kicsiny nyirofesziiltség ébred, ami a vizterel6kupot forgatja a
forgas nélkiil érkez6 folyadékban, ezt azonban elhanyagoljuk. A turbulens nyird fesziiltség az Ape szelvényen
szintén elhanyagolhato, de az Ay; szelvényen a 8.2. példa alapjan figyelembe kell venni! Tehat a nagyobb nyo-
matékok:

Ir t,dA=M .. . Ir t,dd=-M,,. , Ir t,dA=M,,, . (14.6)

Augy Ahdz Aki

A szarnylapatos szivattyu jarékerék alapegyenlete:
-M

= J.rp02uc2mdA - jrpc1uc1mdA =M haz +Mturh . (147)

AI:[ Abe

impulzus tengely

Az egyenlet szerint az impulzusnyomaték és a tengelynyomaték Iényegében egyenld. A masik két nyo-
maték csak korrekcios tag.'”

A (14.7) alapegyenlet Osszefliggést teremt a szivattyu egyik kiilsd lizemi paramétere (a tengelynyoma-
ték) és a gépben kialakuld dramlas egyik fontos belsé paramétere (az impulzusnyomaték) kozott. Jarokerekek
tervezésénél ezzel allapithatd meg a sebességek peremfeltétele a 14.1. abra szaggatott ellenérz6 feliiletén. A
jarokerékaramlasok ellendrz6 méréseinél ennek a teljesiilése igazolja a tervezéshez felvett értékek helyességét.
Az alapegyenlet jelentdségét az elvart = 1 %-os pontossag emeli ki!

173 Az igy definialt Miypuzs a szivattyl normél iizemallapotaiban pozitiv, és a mérésekbdl konnyi kiértékelni. Szemléletes
jelentése: a jarokerék ennyivel ndveli meg az ataramlo folyadéktdmeg impulzusnyomatékat.

174 Hibés szerelés kivetkeztében az is eléfordulhat, hogy a lapat vége hozzaér a hazhoz, és fémes strlodas probalja visz-
szatartani a jarOkereket. Helyes szerelés esetén is el6fordulhat, hogy egy résbe keriil6 kavics visszatarto hatast fejt ki.

175 Atlagos szarnylapatos szivatty(i legjobb hatésfoki tizempontjara becslés: Mig: < 0,01 Miengety » 65 Murs = 0,02 Miengery. Ez
a becslés a 2000-es években hasznalatos » = 0,0005 D résméreti gépekre vonatkozik (D = 1000 mm atmérdjh jardkerck
résébe r = 0,5 mm nagysagl hézagmérd dughato be).
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14.2. példa. Az Euler-Segner egyenlet
A (14.7) alapegyenletbdl elhagyjuk a korrekcios tagokat:

= J.FPCZuCZmdA - J.rpc'luc1mdA = Mimpulzus . (148)

Aki Ahe

tengely

Az w szOgsebességgel szorozva, az Ap. felilleten ¥@ = u; a helyi kerlileti sebesség, az Ay; feliileten raw = u> ,
ezekkel:

Mtenge,ya) = juz pPCy,Co, dA — Iu1 pCy,CqpdA (14.9)

Ay Ape

Az elméleti szallitomagassdgot az energiamegmaradas alapjan definidljuk: Miengery@ = pOgHeimsleri . A szi-
vattyu ezt a szallitbmagassagot produkadlnad, ha nem lenne veszteség. E16bbi egyenletbdl erre:

qu Cp,CoydA — J.u1 C1,C1,,dA

Aki Abe

Helméleti = gQ . (14 1 0)

Tekintettel arra, hogy: 0= _[ CipdA = jczmdA , (14.11)
Ape Ay

lathato, hogy Heimeieri két siilyozott integralkizép kiilonbsége, ahol a silyok a ¢, meridiansebességek.

Ha az Ape és Ay feliiletet felbontjuk 2rm(dr) teriiletli elemi korgyiiriikre, amelyekben az aramlast kor-
szimmetrikusnak tekintjiik (tehat cim = com allandd a korgytriin beliil), akkor (14.10)-ben az integralokbol a
korgytirlikben konstans u, cau, U1, C1u Sebességeket kiemelve, és O-val egyszeriisitve kapjuk:

u,c, —Uu,C
t'7® (sugartol fiiggéen) H i1eir) = % : (14.12)
Tovabbi egyszeriisitésekkel az egyenletnek tobbféle alakja nyerhetd. Ha figyelembe vessziik a jaroke-
rék hatasfokat, akkor Higrskerek () = Hjarokerek Heimelen(v) egyenlbség a jarokerék tényleges szallitomagassdgat
szolgéltatja a sugér fiiggvényében.'”” Az egyenlet az egész jarckerékre is vonatkoztathatd valamilyen atlagos
sebességekkel (példaul az Ape és Ari szelvények teriiletfelezé korén érvényes értékeikkel). Ha az aramlas forgds
nélkiil érkezik a jarokerékre (a tervezé igyekszik ezt biztositani), akkor c1, = 0 minden sugaron és:

Euler-Segner egyenle

U Cy,

g

A szarnylapatos szivattyuk tervezdi és lizemeltetdi ezt az egyenletet is széles korben hasznaljak. Az
alapegyenlethez hasonldan ez is a szivattyt egyik kiilsé jellemz6jét (a szallitomagassagat) hozza kapcsolatba
egy bels6é paraméterrel (c2u), azonban az elhanyagolasok miatt nem olyan pontos, mint a (14.7) alapegyenlet.

Euler-Segner egyenlet (forgasnélkiili belépésre) H elméleti(r ) = (14.13)

176 Ezt az egyenletet a kiilfoldi szakirodalom Euler turbina egyenletnek nevezi. Itt hozza tettiik Segner nevét a torténeti
hiség kedvéért. Segner Janos Andras (1704 — 1777) Pozsonyban sziiletett, kozépiskolait Debrecenben, az egyetemet Jéna-
ban végezte. Ezt kovetden meghivtak az akkor alakuld géttingai egyetem matematika professzoranak. A matematika gya-
korlati bemutatasara Newton elvei alapjan tervezett egy vizturbinat, ami Gottinga kdzelében mitkodott is. (A vilagon ez
volt az elsd gép, amit aramlastechnikai térvény alapjan terveztek.) Publikacidjat és szamitasait megkiildte Eulernek, aki
nagy rendszerezd 1évén egyszerii képletbe foglalta (turbindra a képlet hasonld (14.12)-hoz). Tisztelettel erre emlékezve,
Segner nevét az egyenlethez kapcsoltuk.

177 Az Njgrokerek meghatdrozasa nehézkes. Bizonytalan szabaly: #jarskerek = (1 Hszivartyi)/2.
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14.3. példa. Szivattyu talpcsapagyara hatd erd

A 14.2. 4bran vazolt szarnylapatos szivattyu talpcsap-
dgyara hatd er6t szamitjuk adott n, O, H lizemi pontban. A
szaggatott vonallal jelolt ellenérzo feliilet koriiloleli a jaroke-
reket, majd a tengely mellett halad a talpcsapagyig. Itt erdat- - motor
adas torténik, végiil a feliilet koriilfogja a gumidugos tengely-
kapcsolo felet. Légkorhoz képesti tilnyomasokkal szdmo-

lunk, ezért a levegében levé feliileteken a feliileti erd zérus. = tengely-

A fiiggdleges erékomponenst szamitjuk (ITd) ~ (3.5) egyen- || (L LT kapcsolo

lettel: 5

Ftalpcsap = Gjbrgo’rész + Gyiz + pzAz +h- plAl -1 . (1414) ‘r:‘"j - talpcsapégy
Giforgores: a szivattya forgorészének a sulya, i ‘ nyomo-
Gyiz az 1 és 2 szelvények koz¢ zart viz stlya, tomités i /J_/kény('ik
p242 a2 szelvényen a nyomasbol lefelé hato erd, | —
p1di1az 1 szelvényen a nyomasbdl folfelé hato erd, tengely | o
Hl

R,

D a2 szelvényen lefelé hatd impulzuserd,
11 az 1 szelvényen folfelé hatd impulzuserd.

_—( wfgém

Az als6 nyakcsapagyban és a tomitésnél fiiggdleges eréatadas
nincs, mert, ha az egyik irdnyban (a forgassal) legy6ztiik a str-
16dast, akkor a mésik irdnyban sem jelentkezik.'”™ A gumidu-
g0s tengelykapcsolonal is a fiiggbleges erd elhanyagolhato.

=041, cm=0/42, c3=0/43 , 0 —
h=cipQ , L=cmpQ . (1415 T '2:%]

A manometrikus szallitomagassag a nyomocsonkra vonatko-
zik, ezért a jarokerék szallitomagassaga kicsit nagyobb:
2

C3
Jjarokerék = Hmanometrikus + CE ) (1416)

vizszint

=z

lﬁ |_vezetdlapat

H

ahol ¢ a vezet6lapatozas, a felszalld cs6 és a nyomokonyok
veszteségtényezbje (becslés: ¢ ~ 0,7). A jarokerék elméleti

szallitomagassaga: Heimeiei = Hjarokerek! Tjarokerek (becslés:
Njarskerék = 0,96 alegjobb hatasfokt pontnal). Végiil az Euler-

Segner egyenletbdl: cou = (gHeiméler)/ 12 , mert c1, = 0. Ezzel .
a sebességek mindeniitt ismertek. 14.2. abra. A szivattyl talpcsapagyara hato erd

A pi nyomast a 0 és 1 pontra felirt Bernoulli egyen- szamitasahoz
letbdl, a p2 nyomast pedig a

2 + 2 2
H jiysterck = &"'M"'Zz - &"'C_l"'zl
' g 28 rg 28

egyenletbdl nyerjiik. gy mindent ismeriink ahhoz, hogy a
talpcsapagyra hato erdt a (14.14) egyenlettel kiszamitsuk.

178 Régebben gyartottak olyan egyenaramii generatorokat, melyeknél a forgdrész nem volt axidlis iranyban megtdmasztva.
Uzem kézben a forgorészt az allérész kicsiny magneses ereje huzta a helyére. A stilyos forgorészt iizem kdzben egy ceru-
zavéggel el lehetett tolni, mert a csiiszocsapagyban a forgas a strlodast a keriileti iranyba legy6zte, és igy axialis iranyban
sem jelentkezett. Ugyanezt dllé gépnél a Coulomb surlodas miatt nem lehetett megtenni.
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15. fejezet. Vizgépek sebességeloszlas szamitasai

Sebességeloszlasok szamitasara a kereskedelmi forgalomban kaphat6 szoftverek is alkalmasak,
de sajat magunk is készithetiink céljainknak megfeleld kis célprogramokat. Gyakorlati szempontbo6l
mindkét megoldas egyforman értékes, ha az eredmény jo.

A kereskedelemben kaphat6 nagy szoftverek altalaban vagy végeselemes programok (amelyek
az ismertetett axiomakbol szarmaz6 variacios elveken alapulnak), vagy a véges térfogatok modszerét
alkalmazzak (melynél az egyes térfogatelemekre lényegében az axiomakat'”® vagy ezek kovetkezmé-
nyeit irjak fel). Mindkét modszernél stiri ponthald tolti ki az dramlasi teret, ami nagy memoria kapa-
citast igényel. Ezek a szoftverek sok matematikai kinlodastol megovnak, de koltségesek, és csak akkor
eredményesek, ha aramlastani szempontbol helyesen alkalmazzak 6ket.'8°

Kis célprogramok készitésénél altalaban a peremelem médszert részesitjiik elonyben. Ekkor
a ponthalo csak a peremre terjed ki, €és a differencidlgeometria integralképleteit alkalmazzuk a megol-
das eldallitasara. A peremelem modszerek hossza programokat, de sokkal kisebb memoriakapacitast
igényelnek, mint az elébb emlitett nagy szoftverek, ezért személyi szamitégépen is kényelmesen fut-
tathatok. A kovetkezd példakban ilyen célprogramokat is bemutatunk.

15.1. példa. Forgasszimmetrikus aramlas szamitasa

Hatargorbéivel adott forgasszimmetrikus térben surlodds-
mentes, forgasszimmetrikus aramlast szamitunk (15.1. abra). (Az
abra egy félaxialis szivattyu jarokerekének meridianmetszete. A la-
patmentes térben kialakul6 dramvonalakat kivanjuk szamitani.) A v
aramlasi sebesség az abra sikjaba esik, a koordinatai: v.(z,r), v(z,r).
Az E, szakaszon egyenletes bearamlast, E,-en szakaszon egyenletes
kidramlast vesziink fel.

A feladat szamitasara a szakmai irodalom tobb moddszert is
ajanl. Itt olyan megoldast mutatunk be, ami az dsszenyomhatatian és
cirkulaciomentes aramlasok alaptulajdonséagait hasznalja ki, és koz-
vetleniil a keresett aramvonalakat szolgaltatja. Ez egytttal szemlél-
teti, hogy a sajat készitésii célprogram milyen egyszeriien nyujthat
hasznalhat6 eredményt.

Felvessziik az abra szerinti E1, Eo, ..., Ei, ..., E, egyenes
szakaszokat a végpontjaikkal, amelyek a bels6 és a kiilsé hatargor-
bén vannak. Magukat a hatargdrbéket is e szakaszok végpontjaival
adjuk meg, igy viszonylag kevés bemend adatot kell elékésziteni.

z Az aramlasi feladatot iteracioval oldjuk meg. Kezdéshez
mindegyik egyenes szakaszon felvesziink m szdmu pontot (Pjs pon-
tok,1=1, ... ,n,s=1, ... ,m). Ezek tetszés szerint felvehetdk, de
célszer(i, ha a kozottiik levo szakaszokhoz egyforma csonkakup te-
riiletek tartoznak.'®!

15.1. abra. Forgasszimmetrikus dram-
las szamitasa az ABCDA ttvonallal

Rogzitett s esetén, middn i végigfut azi=1, ... ,n indextartomanyon, a Pis pontok egy kezdeti aram-
vonal pontjait reprezentaljak. A régzitett s-hez tartozd pontokat kis egyenes szakaszokkal 0sszekotve, a torott
vonal egy kezdeti aramvonalat képvisel. Két egymas melletti torott vonal hatarol egy aramlési csatornat, ami
igy sok kis négyszogbdl all. A belépd E1 egyenesen ismerjiik a belép6 sebességet. Ezzel kiszamitjuk mindegyik

179Szamitastechnikai okokbol elényds az integral alakil axiomak hasznélata. Szakadasos esetben lényeges, hogy (Ih), (ITh)
és (IVh) is szerepeljen az egyenletek kozott!

180Fisher és szerz6tarsai (VOITH cég) irtak [26]: "Egy jol belétt alacsonyabb szintli (szamitdstechnikai) eszkoz egy hidra-
ulikai betekintéssel rendelkezd tapasztalt tervezé mérnok kezében (a szerzok "kalibralt" mérndknek nevezik, ami a mér6-

ey

nincs betekintésiik." Ez a megallapitas ma is érvényes.
B1A Pjs és Pis+1) pontok kozotti tdvolsag forgatasaval el6alld csonkakiiprol van szo.
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csatornaban az ataramlo folyadékmennyiséget. (Ha az E1 egyenesen a pontok k6zotti szakaszokhoz egyforma
korgylir teriiletek tartoznak, akkor mindegyik csatornaban ugyanaz a folyadékmennyiség aramlik!) A Pjis pon-
tok ismeretében az aramlasi tér minden pontjanal kiszamitjuk a sebesség egy kozelito értékét ugy, hogy a kis
négyszogek kozépvonalan (pont-vonallal huzva) a kozelit6 sebességvektor érinti a kozépvonalat, és a nagysaga
a folyadékmennyiség osztva a keresztmetszettel.

Olyan sebességmezodt kivanunk eldallitani, amelyre az dsszenyomhatatlansag és az 6rvénymentesség is
teljesiil. A sebességeket az el6bbiek szerint szamitva, az 6sszenyomhatatlansag eleve teljesiil. [gy mér csak az
orvénymentességet kell biztositani. Tekintsiik az aramlasi tartomany egyik belsé pontjat, Pis-t (15.1. abra). Eh-
hez négy kis négyszog kapcsolddik. Szamitsuk ki a cirkuldciot Pis koriil az ABCDA zart tér6tt vonalon az
elébbiek szerinti sebességekkel. A kis egyenes szakaszokon a sebesség vonalintegraljat kozelitjiik a két vég-
pontndl érvényes sebesség atlaganak és a szakaszt képviseld vektornak a skalar szorzataval. Ha a cirkulacio
zérus, akkor a Pys pontot helyben hagyjuk. Ha nem zérus, akkor Pys-t az Ex egyenesen kicsit elmozditva (a tobbi
pontot valtozatlanul hagyva), Gjra kiszamitjuk a valtozott ABCDA-n, a valtozott sebességekkel a cirkulaciot.
Az igy kapott két cirkulacio értékbdl linearis interpolacioval meghatarozzuk az Ex egyenesen azt a helyet, ahol
a cirkulécio zérus lenne. A Pys pont uj helyét itt allapitjuk meg. A szamitast az aramlasi tartomany dsszes belsé
pontjara igy elvégezve (a kiilsé pontok valtozatlanul maradnak), az 0 bels6é pontok 0j aramlasi csatornakat
hataroznak meg, melyekre az egész szamitas megismételhetd. Az iteraciot addig folytatjuk, amig a Pys pontok
meg nem allapodnak. Ekkor a tartomany belsd pontjainal szamitott kis cirkulaciok négyzetosszege is nagyon
kicsi. Az eljaras elve tehat az, hogy "kicsiben" biztositjuk a cirkulacié zérus voltat, és igy - mivel nagy zart
gorbék cirkulacidja mindig 6sszetehetd a belsejiikben hiizott kis zart gorbék cirkulacidinak 6sszegébdl - barmely
nagy gorbén is zérus a cirkuléacio.

Az igy elvégzett iteracio tobb esetben nem konvergalt. Ekkor relaxdcios iterdciot'™ alkalmaztunk (R =
0,5 relaxacios konstanssal). Az iteracié esetenként akkor sem konvergal, ha a kis négyszogek nagyon laposak,
ekkor Uj pontelosztassal kell inditani a szamitast. Az eredményiil kapott Pxs pontok meghatarozzak a forgas-
szimmetrikus, dsszenyomhatatlan és 6rvénymentes dramlés keresett aramvonalai és a felvett E; egyenesek met-
széspontjait. A 15.2. abra egy eredményfajl.

~jdrékeréklapdtok helye

T T T

15.2. 4bra. Félaxialis szivattyu meridianaramlasa (forgdsszimmetrikus aramvonalak a lapatnélkiili térben).

827 ¥ valtozo iteracidjat nem az eljards altal javasolt Viaason értékkel folytatjuk, hanem Vi = Visgi + R (Viavason — Vrégi)
értékkel. Az R relaxacios konstanst megvalasztva, 0 < R < 1 esetén kisebbet 1épiink, mint a javasolt 1épés!
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15.2. példa. Szivattyuk jelleggorbéjének szamitasa

Az el6bbi példaban bemutatott meridianaramlas lapatcsatornai kényelmes kiindulé adatrendszert bizto-
sitanak a szivattyu jelleggdrbék szamitasahoz. A lapatok belépd és kilépd élét berajzoljuk a meridianaramlésba.
A lapatok a két €l kozott elterelik az aramlast. A kialakulo aramlas szamitasara kozelité modszert alkalmazunk.
Ennek elsé 1épése az, hogy a lapatcsatorna kozépfeliiletét leképezziik egy sikra.

bsz'k

15.3. 4bra. A lapatcsatorna leképezése sikra

A 15.3. abra bal oldalan egy lapatcsatorna lathato, amit (7,¢,z) hengerkoordinatakkal kezeliink (7 és z
lathat6 az abran, és ¢ egy sz0g, a z tengely koriil) A lapat kozépfeliiletén kijeldliink négy pontot (1,2,3,4), és
ezeket leképezziik a sikra a kovetkez6 egyenletekkel [131,127,128]:

r tN, C

S
x:C¢ 5 y:CI% 5 Wi = W Czﬂ 5 [ :761 b ik :b (151)
0

C tér 2 o ter si tér*
ahol § az (r,z) ponthoz vezet6 ivhossz (15.3. abra), (a pontjaival adott vonalon egyszerlien szamithato), x és 'y
a sikbeli koordinatak, w a lapatokhoz képesti relativ sebesség nagysaga (a leképezés egymasnak megfelel
pontjaiban), C a leképezés konstansa, Nipar a jarOkerék lapatjainak szama, ¢ a lapatok osztasa a sikon (15.3.
abra), a a lapat vastagsaga a kozépfeliileten illetve a sikon, b a lapatcsatorna szélessége (a térben és a siknél
egyforma). A kozépfeliilet ilyen leképezése szogtartd, a lapatok koriili cirkulaciot'™ és a csatorndban haladd
vizmennyiségeket megtartja. A 15.3. dbra valtozd szélességii sikbeli lapatracsaban a surlédasmentes aramlas
egyenleteit a hidrodinamikai szingularitasok modszerével'® szamitottuk, majd a sebességeket visszaképeztiik a
térbe.

A szamitasi modell célja a szivattyu adott n fordulatszamahoz tartozo H - Q és  — Q jelleggorbéinek
(15.5. abra) becslése. A 3D-s turbulens aramlasok szamitasai bizonytalanok. Ezért az aramlasi veszteségeket
jolismert 1D-s képletekkel becsiiltiikk. Olyan hatarrétegre, amelyik egy belépd €1t6l vastagszik, a siklap hatarré-
tegére ismert c. tényez6t alkalmaztuk az aramlast hatarold nedvesitett falakon ébredd t csusztatd fesziiltség
meghatarozaséra. Olyan feliileten, amelyikre kialakult hatarréteg érkezik, a csdsurlodasi diagram A veszteség-
tényez0jét hasznaltuk, a (13.6) egyenlet alapjan. A jarokerék lapatokra ferdén kozelité aramlas iitk6zési veszte-
ségét a Borda-Carnot képlettel becsiiltiik. A kozelitésként alkalmazott képletek valamennyien 1D-s dramlasokra
vonatkoznak (ezért nem érdemes a sebességek szamitasara 3D-s eljarast alkalmazni). Az elébb ismertetett 2D-
s szamitassal a falakon nyert sebességekkel és az 1D-s veszteségtényezOkkel szamitottuk a hatarréteg vesztesé-
geket. Ehhez a A és ce tényezén kiviil mds tapasztalati tényez6ét nem hasznaltunk (ez a Csemniczky Janostol
szarmazo6 elv teszi lehet6vé, hogy a szamitas kiilonleges alaku szivattytkra is alkalmazhatd). A részletek meg-
talalhatok a kozleményekben [127, 128, 129, 131]. Egy szamitasi eredményt a X. tablazat és a 15.5. dbra szem-
1éltet.

183 A térben a lapatok koriil a kozépfeliileten a Wy sebességgel szamitott cirkulacié megegyezik a sikban a lapatok koriil a

Wik sebességgel szamitott cirkulacioval.
184Griber Jozsef és Czibere Tibor mér a szamitogép korszak eldtt kidolgoztak a szingularitdsok modszerét, amit a "ma-
gyar aramlastani iskola" szamos jeles képviseldje tovabbfejlesztett, lasd a Magyar Tudomanyos Akadémia konyvtaraban.
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X. Tablazat. C szivattyu veszteségei, n = 1480 ford/perc

Q, /s 40 60 80 100 120

Lapatok surlodasa % 1,1 1,3 1,8 2,8 4,3

Surlédas kiils6é gyliriin % 0,8 1,1 1,6 2,4 3,7

Surlédas az agyon % 1,0 1,3 1,8 2.8 4,1
Keveredési veszteség % 0,2 0,1 0,1 0,1 0,1

— Rés surlddasi vesztesége % 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
- Jarokerék titkozési veszt. % 2,6 1,1 0,1 0,2 1,7
L | Lapatvég veszteség % 0,6 1,6 32 5,9 10,3
Csigahdz hatarréteg veszt. 0,2 0,2 0,3 0,4 0,6

15.4. dbra. C szivattyl metszetrajza "G oahay iiticoési veszt. % | 83 | 46 | 19 | 0.6 | Ls

Osszes hidraulikai veszt. % | 14,9 | 11,4 | 11,0 | 15,1 | 26,4

Ervényességi tartomany| Rés volumetrikus veszt. % 23 [ 1,5 [ 10 | 07 [ 05
g Téarcsasurlodas % 4,0 3,0 2,6 2.5 2.5
_ = a0 Mechanikai veszteség % 1,2 1,2 1,1 1,1 1,1
0 Osszes veszteség % 224 17,1 158 194 30,5
H /< o0 H, m 346 | 31,9 | 27,9 | 22,6 16,2
m " mért / P, kW 17,2 | 22,4 | 258 | 273 | 27,0
35 e / £0
o] szamitott 1, % 78,9 | 83,6 | 84,8 | 81,3 70,6
30 \ 4
52 \k\ A lapatcsatornat a kiils6 gytri belsd oldala is hatarolja, ezen ébred
” N a "Surlodas kiilsé gytiriin", valamint a masik oldalon "Strlodas az
N agyon", és a jarokerék kiils6 feliiletein a "Tarcsasurlodas". Zart ja-
13 rokerék esetén a résnek surlodasi veszteséget nem tulajdonitunk, de
10 van volumetrikus (résviz) vesztesége. A mechanikai veszteség a to-

0 20 .40 605 Chid f00s 20 mitést6l és a csapagytol szarmazik. A mért és szamitott gorbék az

) . ~ érvényességi tartomanyban (15.5. 4bra) elég jOl egyeznek. Az elté-
15.5. abra. C szivattyt jelleggdrbéi  rést (kis Q értékeknél) egy nagy levélasi zéna okozta.'®

15.3. példa. A peremelem modszer

A peremelem modszerek k6zos alapgondolata az, hogy az ismeretlen fliggvényt elészor a vizsgalt tar-
tomany peremén hatarozzuk meg (hosszl kiilonleges szamitassal), majd a peremértékek ismeretében a tarto-
many belsejében a keresett fliggvényt (egyszerii integralassal). A modszerek elénye, hogy a szamitas els6 fazi-
saban az ismeretleneket csak a tartomany peremén keressiik. Ezért kevés linedris egyenletet kell megoldani. Az
eljaras néhany fogasat mar vazoltuk skaldr fliggvényekre (12.3., 12.4., 12.5., 12.6. példa). Itt egy vektor értékii
fliggvényre mutatunk be egy 3D-s elvi szamitdsmenetet.

Tekintstink egy V tartoméanyt, melynek hatara (amit peremének neveziink) S. A tartomanyban lehet egy
Sp szakadasi feliilet is (példaul a lapatok és a viz elvalaszto feliilete). Egy v(X) fiiggvényt keresiink a V tarto-
manyban (példaul az dramlési sebességet).

Tetszoleges fiiggvény eloallithaté
v =—grad ¥s +rot ws , (15.2)
alakban, ahol ¥s és ws a Stokes potencialok (22. fejezet) melyekre (22.3) és (22.4) alapjan:

divv
a TS(XO)ZJT‘ZV + J‘[%]ds—j%ds , (15.3)
v S, S
a ws(xo)zj.?dV—J.[v]de +vards . (15.4)
v Sp s

185Szivattytik mért és szamitott jelleggdrbéinek eltérése, a jo hatasfoka érvényességi tartomdanyban (15.5. abra), a H és 5
értékében dltalaban + 5 % hatarokon beliil van. Ennek oka bizonyéra az, hogy az dsszveszteség szamitasa sok kis tételbdl
tevodik Ossze, és valamelyiknek akar 50 %-os hibdja a végeredményt alig befolyasolja.
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ahol X, tetszdleges rogzitett pontja V-nek, o a V térfogat latdszoge Xo-bol (lasd a 21.11 egyenletnél), és
r=Ix-x,laz integralas X futopontjanak és a rogzitett X, pontnak a tavolsaga.

A (15.2) - (15.4) egyenleteket is valaszthatnank a megoldas alapjaul. Azonban (15.2) egyenlet szerint
v-t differencidldassal nyerjik ¥s és ws értékébdl, ami numerikusan kedvezétlen. Ezért célszertibb #s gradien-

s

il:_iir:_on_xzx_xo =f(x—-x,) , ahol f(x)= .
dx, r 72 dx P2oor » |X|3

X

(15.5)

A (15.3) integraljainak a gradiensét képezziik X, szerint. A gradiens képzés miiveletét felcseréljiik az
integralassal. Az integralban y/r tipust tagok szerepelnek, ahol y az X,-t6l fiiggetlen. igy (20.9) szerint:

1 d 1l yx-x,)
(_ij:y Lo20X0) gy, (15.6)
r dx, r r
A (15.4) integréaljainak rotaciojat képezve, ebben y/r tipusa tagok szerepelnek, (20.13) alapjan:
1 d 1 -
VX(—)’j:(——jxy=W=f(x—x0)xy , (15.7)
r dx, r r

ahol x a vektorialis szorzast jelenti. A (15.2) egyenlet szerinti differencialasokat elvégezve:

av(x,)=—-|f(x=x,)divvdV — [ f(x—x,)([vlaS)+ | f(x—x,)(vdS)+
| J

v Sp S

+J-f(x—x0)><r0t v dV — J-f(x—xo)x([v]de)+J-f(x—xo)x(vde) . (15.8)

14 Sp S

Ez a peremelem szamitasok egyik alapegyenlete. Tetsz6leges v(X) fliggvényre azonossagként teljesiil
(ugyantigy, mint példaul Gauss integraltétele). Ha nincs szakadasi feliilet V-ben, akkor az Sp-n szamitando
integralok elhagyandok.

A legtobb fizikai folyamatnal a divergencia és a rotaci6 kitiintetett szerepet jatszik. Ha ezek értéke is-
mert, akkor a térfogati integralokat ismert fliggvényekre kell szamitani, ami megtehetd mondjuk egy végesele-
mes felosztassal. Ha a divergencia és a rotaciéo nem ismert, akkor felépithetiink egy olyan iteraciot, melynél a
térfogati integréalokba az el6z4 iterdciés lépésben kiszamitott divergenciat és rotaciot helyettesitjiik. Igy a térfo-
gati integralast minden iteracios 1épésben ismert fliggvényekkel végezziik, és amikor az iteracié végén a keresett
fiiggvény mar alig valtozik, akkor a divergencia és a rotacio is a keresett fiiggvény divergenciajanal €s rotacio-
jénal allapodik meg.

A megoldand¢ feladat tehat a kovetkezo:
(1) egy v(x) fiiggvényt keresiink egy V térfogatban,
(i1) v(x) divergencidja és rotacidja ismert V-ben,
(i)  v(x) néhany komponense ismert V" hataranak egyes részein.

Ekkor a (15.8) egyenletre alapozott peremelem modszer egyik megoldasanak elvi menete az alabbi.
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A feliileten két ponthalot valasztunk: X, és X1 pontokat (példaul

15.6. 4bra szerint), melyek elég siiriin behalézzak az S feliiletet. (Egy- X1, o X4
szeriibb esetben x, €s Xj pontok egybeesnek.) A v ismeretlen kompo- Xo Xo
nenseit az X1 pontoknal keressiik. A (15.8) alapegyenletet viszont az Xo X ¥Xo KXo
pontokra irjuk fel téglanydsszeg formajaban (vagy a peremelem mod-

szer valamelyik masik formulgjaval [5] ) Gigy, hogy az integralok koze- X4 " X1 5 X4
lité 6sszegeiben a v(X)-nek az X1 pontbeli komponensei szerepeljenek. Xo Xo

A (15.8) bal oldalan is v(Xo) értékét interpolacidval az xi-beli kompo- ¥Xo Xo XXo
nensekkel fejezziik ki. Ha Xo az Sp szakadasi feliilet pontja (ahol van X4 X X4
érintdsik), akkor (15.8) bal oldalan v(Xo)-t a kdvetkezd helyettesiti: )‘(‘o ;éo

v(X,) ~ VI (X0) £V (%) . (15.9) 15.6 abra. Ponteloszlas
2 a peremelem modszerhez

Barmelyik X, pontra felirt vektor egyenlet harom linearis egyenletet jelent az ismeretlen komponen-
sekre. Elegendd szamu X, pontot felvéve tobb egyenletiink van, mint ahany ismeretlen. A talhatarozott linearis
egyenletrendszert megoldjuk, példaul a legkisebb négyzetes hiba médszerével. igy a peremen megismerjiik v(x)
értékeit. Ezt kovetden a V térfogat belsejében v(x) értékeit a (15.8) egyenlettel nyerjiik, egyszerli integralassal.

16. fejezet. Viziités szamitas

Folyadékokat is tartalmazé hidraulikai rendszerek (pl. szivattyttelep és cs6vezetéke) legfon-
tosabb tlizemallapotai azok, amikor a rendszer stacionarius moédon, hosszi ideig egyenletesen iizemel
(ekkor jelentkezik az lizemkoltség donto része is). Azonban a rendszernek hibatlanul kell mikddni az
indulas, lizemallapotvaltas, és leallas folyamata soran is, ezért ezeket a tranziens (atmeneti) lizemalla-
potokat is szamitasokkal kell kovetni. Ilyen célt szolgdl a viziités szamitdas.

Megkiilonboztetiink lassu és gyors tranziens folyamatokat. A /assu folyamatoknal a rendszer
elemei kozelitoleg ugy miikodnek, mintha stacionarius tizemallapotban lennének. A szamitasokat is az
elemek ismert stacionarius jelleggorbéivel végezziik. A gyors folyamatoknal azonban egészen mas a
helyzet. Analizalni kell az egyes elemek (elsdsorban a csdvek) tranziens viselkedését, és a szamitast
erre kell alapozni.

Hidraulikai rendszerek esetén egy masik koriilmény is szerepet jatszik. A rendszer Osszes ele-
mének 3D-s szamitasa altalaban nem kivitelezhetd (a hosszu csévek oriasi memoriat igényelnének).
Ezért a csovekben az dramlast 1D-s kozelitéssel végezziik, annak tudataban, hogy ezzel komoly elha-
nyagolast tesziink. Ilyen esetekben nagy jelentésége van annak, hogy: (a) a szamitasi modszert masok
is sikeresen alkalmaztak, (b) megfeleld biztonsagi tartalékot kell hasznalni.

16.1. példa. Egyenes cs6 lasst tranziens folyamatban A a
A 16.1. abra csOszakaszaban viz aramlik. A cs6 két végénél a nyo- pr-—-—--m
mas kiilonbozik: p1 > pa. A cs6 olyan rendszer része, melyben ez a nyomas- / :

kiilonbség lassan jott 1étre, €s a (p1 — p2) nyomaskiilonbség nagy (nem tulaj-
donithaté cséfalon ébredd strlodds hatasénak). Ilyen koriilmények kozott a  16.1. abra. Gyorsitd nyomas-
nyomaskiilonbség a csében levo folyadéktomeget gyorsitja. kiilonbség

A folyadék tomege: m = p A [, ahol 4 a csOkeresztmetszet teriilete, / a csé hossza (16.1. abra). Newton
II. torvénye alapjan: (pi1 — p2)4 = ma, ahol a folyadéktomeg gyorsuldsa, (p1 — p2) = p & Hgyorsits » ahol Hyyorsis @
nyomaskiilonbségnek megfeleld gyorsito folyadékoszlop magassag. Az egyenletekbol:

a=Hyorsis g/l . (16.1)
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Lasst tranziens folyamat esetén a csdben levd viztdmeg mozgasa ezzel a gyorsuldssal szamithato. Az
eljarast nevezik "merev oszlop kozelitésnek" is, mert a levezetés soran a csdben levod viztomeget Ggy kezeltiik,
mintha allando stirtiségl szilard test lenne.

Szampélda: [ = 10 m hosszi cs6 végei kozott Heyorsis = 1 m hat. A folyadéktomeg gyorsuldsa: ¢ =0,1 g .

Egyszerii szivattyutelep leallasa

szivattyu csappantyii

16.2. abra. Egyszer( szivattyutelep vazlata

A 16.2. dbran a szivattyl a vizet alacsonyabb vizszintii medencébdl magasabb vizszintli me-
dencébe nyomja. A szivattyu utan egy sulyterhelésii csappantyu lathatd, ami a tengelye koriil el tud
fordulni. Amikor a szivatty all, a zart csappantyt megakadalyozza a viz visszaaramlasat. A szivattyu
inditdasakor a nyomas a szivattyu és a csappantyl kozott megemelkedik. Mivel a csappantyu tanyér
also része nagyobb teriiletii, mint a felsd, amikor a szivattyl nyomasa elég nagy, a tanyér also részén
¢bredd nyit6 iranyt eré nyomatéka a tengelyre nagyobb, mint a tanyér felsd részén hatd erd és a zaro-
suly egyiittes zard iranyll nyomatéka. Ekkor a csappantyu kinyit, és megindul a viz dramlasa. A szi-
vattyu ledllitasakor a csappantyu el6tti nyomas lecsokken, €s a nyitott tanyér a zarosuly hatasara visz-
szafordul az iilésére. (A csappantyu automatikus elzaroszerv.) A leallas idotartama alatt a felviz és az
alviz szintkiilonbségének hatdsara a nyomocsében a viz aramlasa megfordul. Sok szivattyltelepen ez
még a csappantyu bezarodasa elott megtorténik. A csappantylitanyér az iilésére érve titésszeriien meg-
all. Ez {itésszeriien megallitja a nyomocsdben visszafelé aramlo viztomeget is. A nagy mozgo viztdmeg
gyors megallitasa nagy er6t igényel, ekkor jelentkezik a viziités. Két esetet vizsgalunk:

A). Rugalmas folyadék merev csében.

Kozelitéleg ilyen példaul a betoncsdben aramlo viz. A csappantyt zarasakor a nyomocsé hosz-
szl vizoszlopaban elindul egy 16késhullam a nyomocsé vége felé (ugyanugy, mint a 2.6. példaban). A
csappantyu ¢és a lokéshullam frontja kozotti vizoszlop dsszenyomodik. Ezt a viz rugalmassagi modu-
luszaval, az E,;: anyagallandoval tudjuk szamitani, amit a kdvetkezd képlet értelmez:

AV Ap

Ap = EVl'Z 7 =Ly, — , (162)

ahol AV a V' térfogat 6sszenyomoddasa a Ap nyomasndvekedés hatasara, és Apa viz stirliségndvekedése.
Mivel E,i: = 2.10° N/m?, és p= 1000 kg/m’, a 1okéshullam sebessége a (2.33) képlettel:

E_
w= |7 = 1414 s (16.3)
p

A csbben ilyen sebességgel halad a nyomas 16késhullam. A jelenség hasonlatos a 2.6. példaban leir-
takhoz. (Az egyenletek egy része is azonos.)
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B). Rugalmas folyadék rugalmas csében

Ha a viz acél csében aramlik, ak-
kor a viziités soran a viz Osszenyomodasa
mellett az acél cso kitagulasat is figyelembe
kell venni. A 16.3. abran a cs6ben kezdet- R
ben allandd sebességli és allandd nyomasu : :
aramlas uralkodott p1, vi, p1, A1 paraméte- o -

rekkel. A cs6 baloldali végén a nyomas L
gyorsan megemelkedett p1-16l a p» értékre, 1 dimenzi6s | 3 dimenzios: 1 dimenzios
és a nyomds ezen az értéken stabilizalodott. By Ay 0= il L Py, Ay oy = Al

A nyomasemelkedés hatdsa terjed a csé
belseje felé. A =1 idopillanatban az abra
jobb oldalan még az eredeti aramlas para-
méterei tapasztalhatok. Ett6l balra egy 3 di-
menzids aramlasi mez6 taldlhatd, a nyo-
masemelkedés hatasara a rugalmas cséfal e —————
kifelé tolodik. (A csofal keresztiranyu len- : !

géseit Pattantyts targyalta [53], a lengések

szaporak és gyorsan csillapodnak.) Az 4dbra 16.3. abra. Rugalmas csében halad6 viziités hullam

bal oldalan mar a p> nyomasnak megfelel6 allandosult viszonyokat talaljuk 1D-s aramlassal. A ¢ =1
id6pillanathoz tartozo fels6 abran az egész cs6szakaszon teljesiilnek a szakadasos kontinuum axiémai
(integral alakban ¢s differencialis formaban is). Feltételezziik, hogy az egész aramlasi mezo a csGben
jobbra halad w sebességgel (az értékét alabb szamitjuk).

A 16.3. abra als6 részén az aramlasi mez6t egy késobbi ¢ = £, idépillanatban mutatjuk. Barmely
pont (p, v) paramétereit egy eltolas a w(t-1) hossziisaggal jobbra vitte. Mivel a #1 pillanatban teljesiil-
tek az alapegyenletek, ezért a > pillanatban is teljesiilnek, mert az eltolas az integralokat ¢s a differen-
cialhanyadosokat valtozatlanul hagyja. Ezt elmondhatjuk a #1 és #, kozotti barmely pillanatra is. Tehat
elvileg megtalaltuk az alapegyenletek (kozottiik a differencidlegyenletek) megoldasat. Azt jelenti ez,
hogy a valdsagban is ez fog torténni? A megoldas egyértelmiiségének a kérdésével allunk szemben.
Sajnos a newtoni kontinuum alapegyenleteire teljes altalanossagban a megoldas egyértelmiisége nincs
bizonyitva. (Ismeriink néhany olyan aramlast, ahol két megoldas van, névlegesen azonos viszonyok
kozott, ezek azonban kivételek.) Esetiinkben a viziités mérések is haladé hullamokat jeleznek. A viz-
iitésre tehat egyediil a 16.3. abra szerinti megoldas az érvényes. Ezzel megfogalmazhatjuk a viziités

galmas csében, és egy (p2 — p1) nyomdskiilonbséget tovdabbit a csé mentén.

Emlékeztetiink arra, hogy minden szakadasi réteg helyettesithetd szakadasi feliilettel (2.6.
példa és 6. fejezet). Esetiinkben a 3-dimenzids zonat 6sszehuzva egy feliiletté, a viziités kozelithetd
egy (p2 — p1) nagysagu lokéshulldmmal '3

186Ez a 1épés természetesen elhanyagoldsokkal jar. Ezért esetenként a viziitést szakadasi réteg formdajaban kezeljiik. Pél-
daul a viziités athaladasa a csGvezeték konyodkein csak a szakadasi réteg elképzelésével érthetd meg.
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A viziités hullimsebessége

A 16.4. abran szaggatott vonallal jelolt ellendrzo fe-
lilletbe zart tomegre felirjuk az (Ie) ~ (3.1) egyenletet: e —

L dS)=0 . (164) v A gy i
EJ‘/) +Ip(v )=0 . : /pz 7 -

A
Vo A ZJE% I H";’EM

Abban a szerencsés helyzetben vagyunk, hogy mindkét in- g p¢ e FE F
tegralt pontosan ki tudjuk szamitani. Az els6 tag az ellenérzo 2 2 o
feliiletbe foglalt tomeg valtozasa a t'— t = At id6tartam alatt.

Ugyanazt a viztdomeget vizsgaljuk két kiilonboz6 idépont- 16.4. 4bra. A viziités hullam-
ban. (F2' és Fy' feliiletek kozotti tomeg ugyanakkora, mint F, sebességének szamitasahoz

és F feliiletek kozotti tomeg.) Igy a Vo térfogatba foglalt to-

meg At idétartam alatti megvaltozasa csak az F» feliileten belépd (sraffozott térfogat) és az F; feliileten
kilépd (szintén sraffozott térfogat) tdmegének a kiilonbségébdl adodik. A belépd és a kilépd szakaszo-
kon az aramlés stacionarius és egyenletes, ezért (16.4) egyenlet igy irhato:

1
A_t(p2 wAtdy = pywALdy )+ (prApvy = prAyvy) =0 (16.5)
amibdl: w(py Ay = p1 A)) = (py Ay vy = pr 41 vy) (16.6)
Alkalmazzuk (Ilc) ~ (3.2) egyenletet aramlas iranyaba mutaté e egységvektorral (16.4. abra):
e%JpvdV+erv(vdS)=ejpng+eJFdS . (16.7)
v, S, v, S,

Az el6bbihez hasonl6é gondolatmenettel:

1 2 2

L 2 2
amibdl w(py Ay vy = py Ay vy) + (plAlvl —p24yvy )Z Py Ay —pr 4 (16.9)
Ebbe w szorzojat (16.6) jobboldala alapjan helyettesitve:
2 2
w?(py Ay = py Ap) + (plAlvl —P24yvy )Z Py Ay —pr 4 . (16.10)

Figyelembe véve, hogy vi és v2 sokkal kisebb, mint w, a vi és a v2 négyzete méginkabb elha-
nyagolhato w négyzete mellett. igy p2- p1=Ap, va—vi = Av, A2- A1= AA, pr- p1= Ap jelolésekkel:
2_Pdy—piA _ AHAp+p A 1 _ 1 . (16.11)

Py —p1Ay Ay Ap + pAd Ap MM 1 D
1 Pviz E

w

s
Ap  Ap 4,

viz S fal Eacel

Itt a k6zépso tort szamlalojaban a masodik tagot elhanyagoltuk az els6 mellett, és (16.2) egyen-
letet, valamint a csére Hooke torvényét és a csovekre alkalmazhat6 "kazanformulat" helyettesitettiik.
A képletben sy az acélesd falvastagsaga, D a cs6 atmérdje. A viziitést jellemz6 3-dimenzids dramlasi
zona tehat ilyen hullamsebességgel halad a cs6ben. Rugalmas csdvekben a hullamsebesség mindig
kisebb, mint a (16.3) egyenletben megadott érték, mert a viz 6sszenyomddasa mellett a cs6 is kitagul.

Szampélda: 6 bar névleges nyomasu, vizet szallitd acélcsdvekben (szabvanyos sy értékkel) a hullam-
sebesség: w = 1000 m/s.

Megjegyzés: Ha a cs6ben a viz 1égbuborékokat tartalmaz, vagy ha 1égzsakok rejtéznek a cs6-
vezetékben (pl. cséesatlakozasoknal, elzaroszerveknél, magaspontoknal) akkor a levegd 6sszenyomo-
déasa miatt a csdvezeték "rugalmasabban" viselkedik, €s a hullamsebesség lecsokken.

A legnagyobb viziités a legkevésbbé rugalmas cso esetén keletkezik, ezért a viziités szamitast
a legnagyobb varhat6 hullamsebességgel célszerii végezni.
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Az elobbi gondolatmenet bemutatta az (Ic) és (Ilc) axidomak alkalmazasat a csévezetékre. Az
egyenletek azonban még tovabbi fontos ismeretet rejtenek magukba. A (16.9) egyenletben w nagy
értéke miatt a masodik tagot, valamint p és 4 kicsiny valtozasait elhanyagolva nyerjiik:

Allievi képlete: Pr—pr=wp(vy —vy) . (16.12)

Ez a viziités szamitas alapképlete. Egyik tanulsaga az, hogy viszonylag kis sebességvaltozas is
jelentds nyomasvaltozast okozhat (16.2. példa).

16.2. példa. Allievi-féle nyomaslokés

A 16.2. abra szivattytltelepének acél csdve 6 bar névleges nyomasu (w = 1000 m/s). A telep leallasa
soran, a csappantyt zarddasa el6tt a viz mar visszafelé folyik vi =—1 m/s sebességgel. A csappantyu zarodasakor
keletkezd viziitést lokéshullamkeént kezeljiik, ami a cs6ben a csévég felé halad. A csappantyu felé es6 oldalan a
viz all: v» = 0. Az Allievi-féle nyomaslokés:

(p2—p1) = wp(v2 — vi) = 1000 m/s 1000 kg/m* 1 m/s = 10° kg m/s*/m*= 10° Pa =10 bar.

Tehat ebben a csdben 1 m/s sebességvaltozas 10 bar nagysagli nyomaslokést okoz! Ez a csdvet szétrepesztheti!
(Annak érdekében, hogy ez ne kdvetkezzen be, a csappantyu zarosulyat ugy kell beszabalyozni, hogy a zarddasa
lehet6leg akkor kdvetkezzen be amikor a viz megfordul.) A csappantyu zarddasakor tehat elindul a cs6ben egy
ilyen nagysagu 16késhullam a csé szabad vége felé. Elérve a cs6 végét visszafordul (mas (p,v) paraméterekkel)
és visszafut a bezart csappantyuhoz, ahol ismét visszafordul, és ez igy folytatodik. A nyomdcs6ben tehat oda-
vissza futo 16késhullamok jelennek meg.

Allievi egyenletének alkalmazasai

A (16.12) egyenlet a # idOpillanathoz tartozo ]
(p1,v1) €s (p2,v2) paramétereket tartalmazza. A tovabbiak \\P(i,tl)/_
konnyitése érdekében ezeket 0j indekszekkel latjuk el. Az 4 iddpillanat: (p,.v,,) (BsVin)
A pont a kivalasztott cs6szakasz kezd6pontja, B a vég-
pontja (16.5. ébra). &) )
. i : A B
(p1a,v1A): p €s v az A pontban a #; idopillanatban, ( 0
(p1B,viB): p €s v a B pontban a #; id6pillanatban.
Ezekkel (16.12) egyenlet: 16.5. abra. Allievi adott idopillanatban
Allievi képlete adott idépillanatban (e/sé alkalmazds)  (piB-pia) =wp (VIB- Via) . (16.13)
A tovabbiakban a 16.6 abran az x koordinata iranyaban o T >, BNt
haladé nyomashulldm viszonyait vizsgaljuk az 4 és B pontok- e h ’ 2
nal (melyek egymastol tavol is lehetnek). A # idopontban ér-
vényes (pia,via), (piB,viB) értékekre (16.13) érvényes. A 16.3. FAS
abrahoz flizott gondolatmenet alapjan azonban tudjuk, hogy a X
nyomashullam a cs6ben egyszerlien eltolodik. (Ez a fizikaban w(t-1) )
mas hullamok esetén is igaz.) Tehat, az 4 pontnal érvényes A B

(p1a,v14) értékek a w(t2-11) utat megtéve a B ponthoz érkeznek:
B-nél a 1, idépontban pog = pia , v2B = via értékek uralkodnak. 16.6. dbra. Nyomashulldm csében

Allievi képlete kiilonb6z6 idépontokban (mdsodik alkalmazas): (p28-piB)=wp (v2g-vie) . (16.14)

Azt nyertiik tehat, hogy ha a cs6 egy pontjanal, a B pontnal a #1 iddpillanatban p1s,vis talalhato,
¢s a pontnal w sebességli hullamok haladnak a pozitiv (x) iranyba, akkor tetszéleges késébbi 1> 1d6-
pontban a B pontnal csak olyan (p2B,v28) lehet érvényben, amely (16.14) egyenletet teljesiti. Ezzel pog
¢€s v még nincs meghatarozva (mert a szembejovo nyomashulldmok is befolyasoljak) de legalabb van
egy egyenletiink, amit ezeknek teljesiteni kell. (Ha Allievi egyenlete nem lenne igy érvényes, akkor
vagy a hullam eltolodas (16.6. abra), vagy az 4B csOszakaszon (Ilc) axioma nem teljesiilne!)
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Allievi egyenletei harom pontnal (harmadik alkalmazas) (16.7. abra).

t, iddpillanat:

t, idépillanat: p v

1A’ 1A }ljB’VlB

A B C
16.7. abra. Allievi egyenlete harom pontnal
A cs6 4, B, C pontjaindl a #1 id6pillanatban (p1a,v1a), (p18,v1B), (P1c,Vic) paraméterek igazak,

¢s a B pontndl a £, iddpillanatban (p2B,v28) uralkodik. Ezekre Allievi eldbbi képleteivel, a hullamok
mindkét irAnyba torténd haladasat figyelembe véve:

Pozitiv iranyba haladas: Negativ iranyba haladas (- w sebességgel):
Elsé6 alkalmazas: (piB-pia)=wp (vie-via) , (piB-pic)=-wp (ViB-Vvic) , (16.15)
Masodik alkalmazads:  (p2s-piB)=wp (v2B-viB) ,  (p2B-p1B) =-wp (V2B- VIB) , (16.16)

¢s az egyenleteket 0sszeadva nyerjiik a harmadik alkalmazast:
Allievi harom pontra: (p2s-pia) =wp (vaB-via) . (p2B-pic) =-wp (v2B- vic) . (16.17)

Az utdbbi egyenletek a viziités szamitas alapegyenletei.

16.3. példa. Viziités szamitas

Bonyolult csévezeték rendszerekben (példaul egy varos vizvezeték haldzataban) a tranziens {izemalla-
potok soran nyomashullamok futnak a cs@szakaszokban. A viziités szamitds célja ezek szamitésa.

Egy egyenes cs6é mentén x a cséiranyu koordinata, x = 0 a kezdeténél, x = [ a végénél. A tranziens
folyamat a ¢ = 0 id6pillanatban kezddédik (példaul a rendszerben kikapcsolnak egy szivattyut). A csdben futd
hullamokat a p(x,?), v(x,t) fiiggvények irjak le, amiket iddben Iéptets eljarassal szamitunk, a 16.8. abra pontra-
csanak pontjainal. Az x tengelyen a pontok tavolsaga 4x, az id6tengelyen A¢, ugy megvalasztva, hogy 4x = wAt.
A t = 0 idépillanatban ismerjiik az 6sszes p(x,0) és v(x,0) értéket (ezek a kezdeti stacionarius lizemallapot
ismert paraméterei). A kovetkez ¢ = At id6pillanathoz tartozé p(x,4¢) és v(x,A¢) értékek szamitasat Allievi
egyenletének harmadik alkalmazasaval végezziik. A nyoméashullamok a B ponthoz (16.8. abra) At id6 alatt két
iranybol kozelitenek, 4-bol w sebességgel, és C-bol — w sebességgel.

A
B0 a 4 B C x=1

At

16.8. abra. A viziités szamitas 1épései

Allievi harmadik alkalmazasa alapjan a 16.7. abra B pontjanal két egyenletet irhatunk fel:
A C-bdl inditott nyil mentén: Do — Pic =—P WO, — Vi) - (16.18)

Az A-bol inditott nyil mentén: Do —DPia=PWWVyp —Vy,) . (16.19)
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ahol p14 és vi4 az A pontndl ismert értékek, pic és vic a C pontnal ismert értékek, pog és vog pedig a B pontnal
a kovetkezo idopillanatban érvényes, még ismeretlen értékek. A két egyenletbdl a két ismeretlen meghataroz-
hato. igy a 1, = At egyenes szakasz 6sszes belsd pontjaban p és v szamithat6. A két széls6 pontnal csak egy ilyen
egyenletiink van, de ismert a hatarfeltétel (példaul 16.2. abra szerinti cs6 zart csappantytjanal v(0,7) = 0, a nyitott
csévégnél pedig p(1,f) = a vizszintnek megfelelé konstans). gy idében 1éptetve, egyenesrél egyenesre szamitjuk
p és v értékét. Tovabbi részletek a béséges szakmai irodalomban [24, 28, 32, 62, 64] talalhatok.

A géphaz falara hat6é dinamikus eréhatas

A csappantyl zarodasakor a viziités megloki a csappantyu tanyért és az egész csappantyut a
szivattyu felé taszitja (16.9. abra). Az igénybevételt a csévezeték elemei kozvetitik a géphaz falahoz.
Mivel az épiiletek modern tervezésénél figyelembe kell venni az épiiletre hatd dinamikus ercohatdsok
idobeli lefutdsat is, ezt is ki kell szamitani.

A 16.9. abran a nyomodcso
egyik szokasos megfogasa lathato.
A szivattyll utan egy teleszkop-
szerll szerelési kozdarab megaka-
dalyozza, hogy a nyomdcso barmi-
lyen erdhatast atadjon a szivaty-
tytra. A csappanty ala van ta- X il RN
masztva, de a csétengely iranyaban \ \
el tud csuszni. A nyomocsovet a
géphaz falaban a cs6hoz hegesztett
befalaz6 karima rogziti.

szivattya csappantyu géphaz fala

16.9. abra. A géphaz falara hato eré szamitasahoz

A csappantyu zarasakor keletkez0 viziités 16késszerii igénybevételét tehat a nyomocso kozve-
titi a géphaz falahoz (16.9. abra). A csdfalban halado fesziiltség [6késhullamok 1D-s kozelitése (a 2.6.,
5.4. és 16.3. példakhoz hasonldéan) ugyaniugy szamithatd, mint a viziités [24, 25], csak a hullamsebes-
ség acélban, a (2.33) képlettel szamolva: w = 5000 m/s.

Az igy végzett szamitasok (és a viziitések hatasainak gyakorlati megfigyelései) igazoljak, hogy
a viziités nagy nyomasokat és nagy erdket kelthet, melyek a csovezeték részeit és az épiileteket veszé-
lyeztethetik. Ezért a viziités szamitas az ezzel foglalkozé szakemberek fontos eszkoze, amit az eljaras
kozelito voltara tehintettel biztonsagi tartalékkal kell alkalmazni.
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Fiiggelék: Vektor- és tenzorszamitas

17. fejezet. Alapmiiveletek
A vektor- és tenzorszamitas alapmennyiségei: skaldrok, vektorok és tenzorok.

e A skalar valos szam, amelyre a valos szamok algebraja és fliiggvénytana érvényes.
e A vektor nyil, amelyre (az erékre is érvényes) specialis miiveletek értelmezhetok.
e A tenzor linearis vektor-vektor fiiggvény, amely matrixként is kezelheto.

A skalarokat dolt bett (¢, F), a vektorokat allo félkovér kis betii (a, v), a tenzorokat allo félko-
vér nagybetll (A, S) jeldli. (Kézirdssal a vektorok egy, a tenzorok két alahtuzassal jeldlhetok [31]).

A fizikai alkalmazasokban a skalarok olyan mennyiségek, amelyeknek csak nagysaga van (t6-
meg, stirtiség, energia), a vektoroknak a nagysaguk mellett irdnyuk is van (sebesség, erd), a tenzorok
pedig a 3-dimenzios térben harom fiiggetlen irdnyhoz tartozoéan egy-egy vektorral adhatok meg (fe-
sziiltség, alakvaltozas).'8’

A vektor- és tenzorszamitas alapoz6 fejezetei:

o Algebra: az 6sszeadas €s szorzas miiveletének altalanositasa vektorokra és tenzorokra.
e Analizis: a differencialés €s integralas miiveletének altalanositasa kiilonféle fliggvényeikre.

Algebrai alapszabalyok

A valos szamok algebrajaban az dsszeadds €s a szorzas miiveletére a kovetkezé szabalyok ér-
vényesek, 4, B és C tetszOleges valos szamok:

Asszociativ (tarsithato): (4+B)+C = AH(B+C) = A+B+C, és (AB)C=A(BC)=ABC. '3  (17.1)
Kommutativ (felcserélhetd): A+B = B+A, és AB = BA. (17.2)
Disztributiv (szétoszthato): (A+B)C = AC + BC. (17.3)

A vektorok és tenzorok miiveleteire ezeket altalanositjuk (ha lehetséges).

Vektorok értelmezése

A vektorok a geometria eszkozei. Az euklideszi térben az iranyitott szakaszokat (nyilakat) ne-
vezik vektoroknak [31]. Barmely vektor (nyil) 6nmagéaval parhuzamosan eltolhato, ekkor az azonos-
sagat (jelét) megtartja.

A fizikaban beszélnek "szabad" és "kotott" vektorokrol is. Itt a szabad (eltolhatd) vektor az
alapfogalom (ugyantigy, mint a geometriaban) €s a kotott vektorokat fiiggvények segitségével kezeljiik.
A kotott vektort ugyanis a fizikai jelentése koti a tér valamely pontjahoz. Példaul legyen v vektor egy
forgo test valamelyik pontjanak sebességvektora. Ez ahhoz a ponthoz koétédik, amelyiknek a sebes-
sége. Vagy legyen f egy kiterjedt testre hato erd vektora. Ez kdtve van a tdmadasi pontjahoz. Ezek a
kotottségek v(r) és f(r) fiiggvényekkel kezelhetdk, ahol r a tér helyvektora. (A szabad vektorok elonye
megmutatkozik példaul az er6k eredéjének szerkesztésénél is, amikor az f vektort a rajz barmely pont-
jaba eltolhatjuk.)

Képzeljiik el, hogy egy gépterem belsejében levo testeket vizsgalunk. A testek mozgasat a gép-
terem falaihoz viszonyitjuk — ez a fizikai vonatkoztatasi rendszer (1asd az 1. fejezetben). A térbe beve-
zetlink egy derékszogii Descartes (DD) koordinatarendszert, amit gondolatban a vonatkoztatasi rend-
szerhez rogzitiink. A térben képzeljiink el nyilakat (vektorokat). Ezeknek fizikai jelentése is lehet, de

187 A vektor- és tenzorszamitas dltaldnos elméletében az itt hasznalt tenzorokat mdsodrendii tenzoroknak nevezik. Ezzel a
terminoldgiaval a skalarok nulladrendi tenzorok, a vektorok elsérendii tenzorok, és beszélnek harmad- és magasabbrendii
tenzorokrol is. A mechanika bevezetd jellegli targyalasaban azonban az utobbiakra nincs sziikségiink, igy tobb szerzével
Osszhangban itt csak skaldrokrdl és vektorokrol beszéliink, és a masodrendil tenzorokat egyszeriien tenzoroknak nevezzik.
188 TetszOlegesen atzarojelezhetk. Ezért az sem okoz tévedést, ha a zardjeleket elhagyjuk.
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ennél a gondolatmenetnél ez 1ényegtelen. Tekintsiink egy vektort, amit a-val jeloliink. Az a vektort
onmagaval parhuzamosan eltoljuk ugy, hogy a kezddpontja a koordinatarendszer origdjaba keriil. Ek-
kor a vektor végpontia harom koordinataval adhaté meg: a = (ax, ay, a-). Ha a meglévo derékszogl
Descartes rendszerr6l egy masik derékszogii Descartes rendszerre tériink at (a tengelyeik kiilonboz-
nek), akkor a vektor koordinatai megvaltoznak (lasd (7.4) egyenletet), de a vektor maga nem, mert a
nyil helyzete a fizikai vonatkoztatasi rendszer testeihez képest ugyanaz maradt. A vektor tehat fligget-
len a koordinatarendszertdl, invaridns a koordinata transzformaciokkal szemben.

A vektorok elmélete (algebra és analizis) megalapozhat6 a koordinatarendszertdl fiiggetleniil
is, ezt nevezik direkt vagy invarians vagy szimbolikus vagy koordinatamentes targyalasnak [31,59].
De felépithet6 a koordinatakbdl alkotott szamharmasokra is, ezt nevezik indexes vagy koordindtds
targyalasnak [95]. Ebben a kdnyvben a fogalmakat koordinatamentes targyalassal értelmezziik, és az
alapegyenleteket is ebben irjuk fel, mert igy egyszertiek [3,59]. A konkrét szamitasok végzésénél azon-
ban legtobbszor at kell térni koordinatakra, ezért a koordinatas targyalas alaplépéseit is bemutatjuk.

Vektorok osszegét a parallelogramma vagy haromszog szabaly értelmezi

(17.1. abra)'®. A vektor dsszeadas asszociativ és kommutativ. Az a +b

vektor koordinatai: b «ax“
(ax + bx, ay+ by, a-+ b;) . (17.4)

Vektor abszolut értéke: Az a = (ax, a,, a:) vektor nyilanak hosszat a
vektor abszolut értékének nevezziik, jele |a|. A koordinatakban:

|a|=1/af+a§+af . (17.5)

Skalar és vektor szorzata: A skalar szam, a vektor. A la szorzat olyan vektor melynek hossza: |/|.|a|,
irdnya megegyezik a iranyaval ha 1 > 0, és ellentétes, ha A < 0.1°° Ez a szorzas asszociativ, kommutativ,
¢s disztributiv a skalar dsszeadasra ¢és a vektor Osszeadasra is. Ezen értelmezés magéaba foglalja az:
a + a = 2a szabalyt is. A szorzatvektor koordinatai:

(Aax, /lay, Aaz) . (176)

Két vektor skaldris szorzata: Az a és b vektorok skaldris szorzatdt ab vagy a-b jeloli'®!, az értéke egy
szam (skalar): ab = |a].|b|.cos y, ahol y az egy pontba tolt a és b vektorok altal bezart sz6g. A skalar-
szorzas kommutativ, valamint a vektor 0sszeadasra disztributiv. A koordinatakban:

ab = a.bx + ayb, + a:b: , (17.7)

Két vektor vektorialis szorzata: Az a és b vektorok axb vektorialis szorzata olyan vektor amely merd-
leges a-ra és b-re, hossza: |axb| = |a|.|b|.sin v,'°? olyan iranyitassal, hogy a, b és axb jobbrendszert!®?
alkot. Ez a szorzas nem asszociativ (1asd (19.2) egyenletet), és nem kommutativ, mert:

17.1. abra. Vektor 6sszeg

bxa = - axb , (17.8)
de a vektor 0sszeadasra disztributiv. A koordinatai:
axb = (aybz —-ab, ,ab -ab_,ab, ~ aybx) , (17.9)

ami konnyen megjegyezhetd a (19.36) egyenlet szerint.

Az elemi vektor miiveletek alapoz6 ismertetése megtalalhatdo Hajos konyvében [31].

189(Jgy tiinik, hogy elészér Newton konyvében [1] jelent meg ilyen abra.

190Ha J = 0, akkor Aa = 0, a nullvektor [31].

Y1V ektorok skalarszorzasat egyes szerz8k pont nélkiil irjak [31,59,30,16,63,149], méasok ponttal jelolik [95,3,8,39,49,138].
Mindkét jelolést elfogadjuk, de ebben a konyvben a képletek roviditése érdekében altalaban pont nélkiil hasznaljuk. A pont
also helyzetben (.) skalar szamok szorzasat jelolheti (de elhagyhato), f6lsd helyzetben () vektorok skalar szorzatat jelolheti
(de elhagyhato). Lasd még 19.2. példaban.

192axb nagysaga egyenld az a és b altal kifeszitett parallelogramma (17.1. abra) teriiletével.

193Ha az a vektort a b vektorba 180 foknal kisebb szdggel forgatjuk, és jobb keziink behajlitott ujjait a forgds iranyaba
allitjuk, akkor axb a hiivelykujjunk iranyaba mutat.

133



Fay Arpad: Bevezetés a newtoni kontinuummechanikaba

Tenzorok értelmezése

A 3-dimenzi6s euklideszi tér minden x vektorara értelmezett y = y(x) vektor-vektor fliggvényt
homogeén linearisnak mondjak, ha tetszéleges x, és x, vektorokra, és tetszleges c, és ¢, valos sza-

mokra teljesiil, hogy:

yie X, +¢,x,)=c, y(X,)+c, y(x,) . (17.10 a)
A homogén linearis vektor-vektor fliggvényeket tenzoroknak hivjuk, jelolésiik allo vastag nagybetii:
y=AX , (17.10 b)

amit 1gy mondunk, hogy az A tenzort alkalmazva az x vektorra az y vektort nyerjiikk. Az A tenzor az
x vektorok terét leképezi az y vektorok terére,'®* a tenzor a tér specialis (homogén linearis) x — y
torzitasa.

A 3-dimenzids térbe derékszogli Descartes koordinatarendszert bevezetve, a (17.10 b) egyenlet
koordinatas atirasa:

N ay 4 4 || X% a4y dg
V. |=|ay a, ayl||x,| , ahol A= |a, a, a, | atenzormatrixa. (17.11)
Vs a3 Az 433 )\ X3 as; 4z dgy

A matrix sorokba és oszlopokba rendezett szamokbdl all (aix az i-edik sor k-adik eleme). A (17.11)
egyenlet az A matrix €s az x oszlopvektor szorzasat igényli. Ehhez a matrixok kiterjedt elméletébdl a
matrix szorzas "sor-oszlop" szabalyat idézziik: Az elsé matrix soraiban levd elemeket rendre a méasodik
matrix oszlopaban levo elemekkel szorozzuk ¢és ezeket 6sszeadjuk. Ennek megfeleléen az y = Ax szor-
zas a koordinatakban a kdvetkezé harom (skalar) egyenletet jelenti:

Vi = QX+ X, +aXs (17.12)
Vo = UpXq + AppXy + Ay Xy (17.13)
V3 = Agq Xy + AgpXy + Agz Xy . (17.14)

A tenzor €s a matrixa kozotti kapcsolat ugyanolyan, mint a vektor és a koordinatai kozotti
kapcsolat. Az A tenzor a tér egy leképezését jelenti (fiiggetleniil attdl, hogy a térben egyaltalan van-e
koordinatarendszer). Ha egy meglévé derékszogli Descartes-féle koordinatarendszerrdl egy masikra
tériink at, akkor az A tenzor matrixanak aix elemei megvaltoznak, de az A tenzor maga (a leképezés)
nem. Az A tenzor matrixa tehat a kiilonbdz6 koordinatarendszerekben mas és mas, ezek azonban
ugyanazt a tér-torzitast képviselik.

Alapmiiveletek tenzorokkal

Els6 pillanatra meglepd, hogy a tér torzitasaira algebrai miiveleteket vezetiink be. Ennek jobb
megértése céljabol a 17.1. példaban két tenzor szorzatat szemléltetjiik.

17.1. példa. Tenzorok szorzata

Az elébbiekben 3-dimenzids tenzorok fogalmat vezettiik be. Ugyanigy értelmezhet6k 2-dimenzids (sik-
beli) tenzorok. Legyenek A és B sikbeli tenzorok, amelyek a kovetkezd torzitasokat jelentik (17.2. abra):
e A :avizszintes tengely iranyaban kétszeres nyujtas (a 17.2. abran az y vektorok tere eltolt origoval
van abréazolva).
e B : afliggbleges tengely iranyaban felére zsugoritas.

A két tenzor (tér-torzitas) AB szorzatat a kovetkezo egyenlet definidlja:

194Bz a leképezés geometriailag affinitds, a kovetkezd tulajdonsagokkal: Pontnak pont, egyenesnek egyenes, siknak sik a
képe. Aranytartd, azaz egyenesen fekvo pontok tdvolsag-aranya nem valtozik. A leképezés masodfoka gorbéket vagy fe-
lileteket masodfokt gorbékbe vagy feliiletekbe visz. Példaul az x vektorok terében levd egységnyi sugarti gomb képe —
nem elfajuld esetben — az y vektorok terében egy ellipszoid.
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(AB) x = A(Bx) , (17.15)

ahol x a tér tetszleges vektora. Az egyenlet azaltal definialja AB szorzatot, hogy a tér barmelyik x vektorara
megadja az AB tenzorral nyerhetd y vektort. Az egyenlet jobb oldala szerint el6szor a B tenzort kell alkal-
mazni az x vektorra, és az igy nyert vektorra kell alkalmazni az A tenzort. Tehat a 17.2. dbrén az AB tenzort
ugy kapjuk, hogy el6szor lefelé felére zsugoritunk, majd vizszintesen kétszeresre nyujtunk.

A

TB \4B_

y

17.2. abra. 2-dimenzios tenzorok szorzatanak szemléltetése

Miért igy értelmezziik a szorzat-tenzort? Amikor egy régi fogalomnak (a szorzasnak) 0 értelmet kiva-
nunk adni, akkor ezt tigy célszeri megtenni, hogy a régi miiveleti szabalyok a lehetdség szerint érvényben ma-
radjanak. Valos szamok szorzasara ismert az asszociativitas (atzardjelezés) szabalya, a (17.1) egyenlet. Ebbol
a szempontbol a (17.15) egyenlet semmi mas, mint az atzardjelezés szabalyanak érvényben tartasa.

A tenzorok szorzasanak ilyen értelmezése mit jelent a koordinatakban?
Vizszintes és fiiggdleges tengelyli koordinatarendszerben a (17.11) egyenlettel:

20 1 0
A= , B= ,
0 1 0 05
1 0\ x X, 2 0Y) x 2x,
Bx= = ,  eésigy: A(Bx)= = .
0 0,5)\x, 0,5x, 0 1)00,5x, 0,5x,

Ugyanezt kapjuk, ha a két tenzor szorzatat a matrixok "sor-oszlop" szorzasaval szamitjuk. Altalanos esetben:
ABZ(a“ alZJ{bll blZJz(allbll_'_aleﬂ a11b12+a12b22J
a21 a'22 b21 b22 a21b11 +3'22b21 a21b12 +a22b22
2 01 O 2 0 2 0\ x 2x,
esetiinkben: AB= = , (AB)x = = , ugyanaz mint elébb.
0 1 0,5 0 05 0 05)x, 0,5x,

A tenzorok szorzata tehat a masodrendl matrixok sor-oszlop szorzdsdval kdnnyen szamithato.

[e)

Haromdimenzios tenzorok esetén a C = AB szorzat matrix i-edik sora k-adik oszlopaban levé elem:
Cyp = auby +a,by, +asby,, (=123k=1273), (17.16)

amelyben az A-bdl az i-edik sor, és a B-bdl a k-adik oszlop elemei szerepelnek (ezért nevezik sor-
oszlop szorzasnak).

A tenzorok osszegét a szorzashoz hasonlé modon egyenlettel értelmezziik:
(A+B)x=Ax+Bx , (17.17)
ami a disztributivitas érvényben tartasa. Ez a koordinatakban:
c, =a, +b, . (17.18)

Erdemes megjegyezni, hogy dsszeaddst csak egyforma mennyiségekre értelmeztiink: skalar + skaldr,
vektor + vektor, tenzor + tenzor, és fizikai mennyiségek esetén az alapegységekbdl (m, kg, s) képezett
dimenzidjuknak is egyezni kell. Szorzdsokat azonban akarmilyen mennyiségekre értelmezhetiink.

A tenzorszamitas kitlind bevezetését nyujtjak [59],[95],[49].
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Fiiggvények és differencialhanyadosaik

A fiiggvény fogalmat tanulmanyaink soran egyval- y
tozos valos fliggvényekre ismertiik meg derékszogi
Descartes (DD) koordinatarendszerben (17.3. abra). Le-
gyen x ¢és y valos szam (azaz skalarok). Az y = fix) fiigg-
vény a Tx értelmezési tartomdnya minden x eleméhez ren-

del egy y értéket, ami a Ty értékkészlet eleme.'® .

x X 3173 a bl X
fx) linearis, ha a képe egyenes.

17.3. dbra. Egyvaltozos fiiggvény

f(x) folytonos, ha a képe folytonos vonal.'?¢

Hatdrérték. Legyen x egy valos vdltozé és xi egy valos szam (konstans).'®” Azt mondjuk, hogy x tart
az x1-hez, jeldlésben x — x1, ha a valtozasi tartomanyan beliil egyre kozelebb keriil x1-hez. Elképzelve
a szamegyenesen: az x koordinatdji pont halad az x; koordinataj(i pont felé, és a tavolsaguk akarmilyen
kicsiny hibahatarnal is kisebb lesz.

fx) folytonossdaga értelmezhetd a hatdarértékkel is: f(x) fiiggvény folytonos az x1 pontban, ha x — xi
esetén az f(x) — flx1). Mas szavakkal: a fiiggvény hatarértéke egyenld a helyettesitési értekével.

S )= f(x)

fx) kiilonbségi hanyadosa az x> x1 helyeknél (17.3. ébra) a szel6 iranytangense: ~—————————.
X, =X
4
X
érintd iranytangense. Ha x1 — x3 és xo—x3 akkor a kiilonbségi hanyados tart a derivalthoz.

Ax) differencialhanyadosa vagy derivaltja: vagy masként jeldlve: /' (x), az x3-nal (17.3. dbra) az

Ha f(x) = C (konstans), akkor ' (x) = 0. Konstans derivaltja zérus.
Ha flx) = C g(x), akkor /' (x) = C g'(x). Derivalasnal a konstans kiemelhetd vagy beszorozhato.
Ha f(x) = g(x) + h(x) akkor f' (x) = g'(x) + h'(x). Osszeg tagonként differencialhato.

Ha f{x) = C x", akkor /' (x) = C n x"~ . Hatvanyfliggvény igy derivalhato.
Ha f{x) = sin(x), akkor /' (x) = cos(x), és ha f{x) = cos(x), akkor ' (x) = - sin(x).

o

fx,y,2) parcialis derivilja x szerint@— : az f-et x szerint derivaljuk Ggy, hogy y és z konstans.
X
0 0 0
fxy,2) differencialja: df = g dx + 24 dy + A dz. (17.19)
ox oy oz

A differencial egy linearis fliggvény, amelyben df fiiggd valtozo, dx, dy, dz koordinata iranyu
megvaltozasok a fiiggetlen valtozok, és adott x,y,z esetén a parcialis derivaltak konstansok. Az
x,y,z valtozok kis dx,dy,dz megvaltozasai esetén a df differencial az f{x,y,z) fliggvény megval-
tozasat jol kozeliti (17.2. példa).

17.2. példa. A differencial hasznalata

A fiiggvény legyen: s(t,v,a) = vt + at’/2, amitt =1, v=1, a = 1 értékeknél vizsgalunk. Ekkor: s(1,1,1) = 1,5.

2
A parcidlis derivaltak: @=v+at =2, @ =t=1, @ =L =0,5.
ot oa 2
A kis valtozas legyen: dr=0,1,dv= 0,1,da=0,1.
A differencial: ds =2 dt + 1 dv+ 0,5 da, ami az adott kis valtozasnal: ds = 0,2 + 0,1 + 0,05 = 0,35.
A fiiggvény valodi valtozasa: s(1,1, 1,1, 1,1)—s(1,1,1) = 0,3755.

A differenciallal nyert linedris becslés szazalékos hibdja: 0,0255/1,5 = 1,7 % csupan.

195Bz a definici6 véltoztatas nélkiil érvényes skalarokbol, vektorokbol, vagy tenzorokbol alkotott x,y parokra is.
196Matematikailag pontosabb: y = f{x) folytonos az xo helyen, ha akarmilyen kicsiny & > 0 szamot adunk is meg (mint
pontossagi kivanalmat), mindig van olyan d > 0 szam, hogy |f(x) - f{ixo)|< & , minden olyan x-re, amelyre |x - xo| < J.
197Szamitogép programok irasanal érzékelhetd a skalar valtozok és a skalar konstansok kiilonbozdsége.
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fx) integrdlja az [a,b] intervallumban az f{x) gorbe ¢s az x tengely kozotti teriilet (17.3. abra).

Az integralt altalaban a kézelité dsszegével szamitjuk. Legyen a = xo <x1<x2 ... <xn = b egy

pontsorozat az [a,b]-ben. Ezzel a kozelitd dsszeg: Z S (&) (x;,—x,_,),ahol &, tetsz8leges hely az
i=1

[xi-1,xi]-ben. A kozelitd dsszeg kis téglalapok teriileteinek dsszege. A felosztas finomitasaval'®®

b
a kozelitd 0sszeg az integral értékéhez tart. Az integral jelolése: j f(x)dx

b
Konstans integralja: I Cdx=C(b—-a) .

b

b b
Osszeg integrélja: I[f(x) +g(x)]dx = jf(x)dx+ Ig(x)dx .

a

Derivalt integralja: I f'(x)dx=f(b)— f(a) .

b b
Konstans kiemelése (vagy beszorzas): j Cfx)dx=C I f(x)dx .

Vektor-skalar fiiggveny: Legyen r = (x, y, z) egy vektor, és ¢ egy skalar. Az r = r(¢) vektor-skalar
fiiggvény a koordinatakban: x = x(¢), y = y(¢), z = z(t). Ez mechanikailag Ggy értelmezhetd, mint
egy anyagi pont palyajanak az egyenletei. Az anyagi pont sebessége (kiilonbozo jeldlésekkel):

dr (dx dy dz L.
f)=—= T e S e sV = x>V ys Yz H 1720
Vo) dt (dt dt dtj (672 =(ervy-v2) ( :
. s dr . dx
¢t =t iddpillanatban: =— , v () =x(t)= , St 17.21
ami a 1 1d6pillanatban: v (¢)) =1, azaz: v, (t;) = x(t,) dilt=t, s ( )

A v(t1) vektor érinti a palyat az r1 = r(t1) = (x(#1), y(t1), z(t1)) pontnal.

17.3. példa. Spiralis gorbe érintdje
Az R sugaru H menetemelkedésu spiralis vonalon halad egy anyagi pont, ¢ az id6. A palya egyenletei:

x =R cos(?), y = R sin(¢), z= Ht/2x. A pont sebessége differencialassal: vi(¢) = - R sin(t), v,(¢) = R cos(?), v-(?)
= H/2x. A t = ©/2 idOpontban a sebesség: v.(t1) =- R, w(#1) = 0, v.(t;) = H/2x, azaz: v(#;) = (- R, 0, H/2n).

Skalar-vektor fiiggvény: Legyen w = f(r) egy skalar-vektor figgvény, v = fix,y,z). Ez fizikailag ugy
tekinthetd, mint egy eloszlas (példaul siiriiségé, vagy homérsékleté) az r = (x,y,z) helyvektor fliggvé-
nyében. Ennek a gradiense egy vektor:

d Oy Oy O
gradl//z_wz _l//,_l//,_l// , (17.22)
dr ox Oy Oz
ami az r1 = (x1,y1,z1) pontnal: grad y = dy = % ,6_1// ’6_1// . (17.23)
drir=r, |(Ox(r=r, Oy|r=r, Oz|r=r,

A gradiens vektor koordinatéi éppen a fiiggvény differencialjanak egyiitthatoi, ezért a (17.19)
egyenlet igy is irhato:

dy =grady dr vagy dy= Z—W dr '°°,  aholdr = (dx, dy, dz) . (17.24)
r

98A7 fix) fiiggvényt integralhatonak nevezik, ha a pontsor tetszbleges finomitdsdval: t6bb ponttal, max [xi - xi1]— 0
esetén a kozelitd Osszeg mindig ugyanahhoz a szdmhoz tart. Az [a,b]-ben folytonos fiiggvények mindig integralhatok (a
szabaly altalanositasa: véges zart tartomanyon folytonos fiiggvények mindig integralhatdk).

199Emlékeztetiink arra, hogy vektorral valé osztas nincs értelmezve, a jelolés formélis!
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Ha a térben megkeressiik azokat a pontokat, amelyekre a fiiggvény ugyanazt az értéket veszi
fel, azaz w(r) = w(r1) vagy f(x,»,z)=f(x,),2), akkor az ennek eleget tevo r helyvektorti pontokat a
w(r1) értékhez tartozo szintfeliiletnek nevezik. Egyszerlien belathatd, hogy grad w vektor merdleges a
szintfeliiletre. Ugyanis, ha dr a szintfeliilet egyik pontjatol a szintfeliilet masik pontjahoz mutat, akkor:
dy =0, és (17.24) szerint: grad y dr = 0, ami a skalarszorzat definicioja alapjan (lasd (17.7) egyenlet-
nél) azt jelenti, hogy: cos y=0, azaz: y=n/2.

17.4. példa. Skalar-vektor fiiggvény gradiense
Legyen y = x + yz . A gradiens vektor: grad y = (a‘/’ a‘/’a‘/’] =(2x,2,9) .
ox oy 0Oz
dy
dr

Azx;=1,y1=1,z =1 pontnal: =2, és a gradiens vektor: =2, 1,1).

r=r,

Lancszabaly. Ez a tobbvaltozos valos fliggvények egyik alapvetd differencialasi szabalya. Legyenek
W(X1, X2,..., Xn), €s X1 = X1(?), X2 = X2(?), ... , X» = xu(f) valos fliggvények. Az utobbiakat az elébbibe
helyettesitve: y = f(x,(¢),x,(¢),...,x,(¢)). Ha azt nézziik, hogy y hogyan viéltozik ¢ fliggvényében, akkor

ezt a fliggvényt differencialjuk ¢ szerint. Erre ismert a lancszabaly:
dy_of d o dv O v,

= (17.25)
dt Ox, dt Ox, dt Ox, dt

17.5. példa. Lancszabaly
Legyen: w= flx,y,2) =x* +yz, x(¢)=cos(t), y(t) =sin(t), z(t) = £, w=f(x(t),(t),z(t)) = cos*(¢) + sin(¢) £,

(/A | E_ n(), Y- a _
ax—sz o z 8Z—y» gradf—(ax,ay,az =(2x,z,y)» i sin(¢)» dt—cos(t), dt—2t,
dr (dx dy dz _
V=——2= — ., [T (- t, t,2t .
dt (dt dt dtj (-5in(0) cos(0, 20

dy _of dx of dy  of dz

i oxd oy d e d =grad f v = 2cos(t)[—sin(¢)] + t*cos(t) + sin(£) 2t -

A y elébb szamitott (cos(f) + sin(f) £*) kifejezését fiiggvényként differencialva az eredmény ugyanez.

Vektor-vektor fiiggvény: Legyen v = v(r) egy vektor-vektor fliggvény, példaul az dramlasi sebesség a
helyvektor fliggvényében. Az r = (x,y,z) €s v = (vx,Vy,vz) vektorokkal v = v(r) fliggvény a kovetkezd 3
egyenletet jelenti:

v =v(xz2), v,=v(»z), v.=v.(x,)z2). (17.26)

Béarmely fliggvény differencidlhanyadosa olyan linedris fliggvény, ami "kicsiben" jol kozeliti az adott
fiiggvényt. Képezve (17.26) differencialjait, a j6l kozelitd linearis alakok:

v, = e gy Vo gy Ve (17.27)
Ox oy oz
ov, ov, ov,
dv, =—2dc+——dy+—>dz (17.28)
Yo ox oy 0z
ov
dv, =—=dx+—=dy+—=dz (17.29)
ox z

138



Fay Arpad: Bevezetés a newtoni kontinuummechanikaba

ov, Ov. Ov,
dv o Q02 dx
* ov, Ov, O0v,
ami matrixokkal: v, |=|— — — |||, (17.30)
ox oy Oz
dv, ov, Ov, Ov, dz
ox oy Oz
ov, Ov. Ov,
ox oy Oz
ov, Ov, Ov d
és a D=|— —r 2=V siessel 20 dv=Ddr , (17.31)
ox oy Oz dr
ov, Ov, Ov,
ox oy Oz
ahol dv = (dvy, dvy, dv:) , és dr = (dx,dy,dz) .

A D tenzort (amit itt a matrixaval adtunk meg) a v = v(r) fiiggvény derivalttenzordnak nevezik. Ez
természetesen tobbet jelent, mint egy matrix: A koordinatarendszert6l fiiggetlen (lasd (17.15) egyen-
letnél), és kis dr megvaltozas esetén (a (17.31) egyenlet) jo kozelitéssel adja a dv valtozast.

17.6. példa. Derivalttenzor

Legyen v = v(r) a kdvetkezd egyenletekkel adva: vy =x%yz, w=x+2z2, v.=)?+2%

ov, Ov, Ov,
ox Oy 0oz 2xyz x’z X'y
v(r) derivalttenzora: p-4v_ ov, ov, Ov,|_ 1 0 2z >
dr ox oy Oz
ov, Ov, Ov, 0 2y 2z
ox oy Oz

v(r) divergencidja (a derivélttenzor els6 skalarinvariansa, a f6atlobeli elemek dsszege, (20.42) egyenlet):

ov
vy Dy OV 2xyz +2z
x dy Oz

divv =

v(r) rotdcioja (a derivélttenzor vektorinvariansa, (20.43) egyenl8ség):

rotv=[z—" ==, "—]=(2y—22, Xy, 1-xz) -
x

200A vektorral vald osztas nincs értelmezve, D = dv/dr derivélttenzor jellésnek csak dv = D dr formaban van értelme!
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Mozgo feliilet sebessége

A kontinuummechanikai szamitasok egyik Osszetett feladata a mozg6 feliiletek sebességének
szamitasa.?’! Abbol indulunk ki, hogy ismert a mozgo feliilet egyenlete:

foep.zf)=0 202 azaz  fir,)=0 . (17.32)

A mozgo feliilet sebességét értelmez-
ziik. Legyen r(¢) egy olyan gorbe (a 17.4 ab-
ran szaggatott vonal), hogy az r(¢) pont min-
dig a ¢ idoponthoz tartozé pillanatnyi feliile-
ten van, azaz:

S (x(@), y(®),2(t),1) =0, (17.33) r(1)-—
és t1 idOpontban a sebessége (17.4. bra):

_dr|  (dx dy dz
Tal T Vaar ) (17.34) 17.4 abra. Mozgo feliilet sebessége

f(r,t+A1)=0

f(r’fl)= 0

u

Differencialjuk (17.33) mindkét oldalat ¢ szerint a (17.25) lancszaballyal:
4 _ofdx ofdy ofdz dfdt_

- - (17.35)
dt oxdt oydt ozdt oOtdt
of of o
De %:1 , grade(é,é,a—ij, igy (17.35) egyenletiink: gradfu+%:0 . (17.36)

A gradiens vektorrol tudjuk, hogy merdleges a feliiletre. Igaz tovabba, hogy barmely vektor osztva a
hosszaval az iranyaba mutat6 egységvektort adja tehat a feliileti normal egységvektor:

n=E27 Esel (1736) gy ithato:  |grad flnu+ L0 . (17.37)
lgrad /] ot
_d
amibdl a sebesség normalis iranyd komponense (17.4. abra): u,=un= | itf| (17.38)
gra

Itt az egyenlet jobb oldala csak a feliilet egyenletétdl fiigg, az r(f) gorbétdl fiiggetlen. Ez azt jelenti,
hogy barmelyik r(f) gorbére szamitjuk is, a sebességének n iranyu komponense mindig ugyanez! Ezért
ezt az u, sebességet nevezziik a feliilet normalis iranyu sebességének, vagy egyszeriien a feliilet sebes-
ségének 2°3. Ha az r(f) gorbét specilisan ugy vessziik fel, hogy a pont a feliileti normalison halad,
akkor a sebessége u,. A (17.38) egyenlettel nem csak értelmeztiik a feliilet sebességét, hanem a szami-
tasara modszert is adtunk.

17.7. példa. Mozgo6 gombfeliilet sebessége 1.
Az flx,y,z,t) = x>+ y*> + 22 — (Vi) = 0 olyan gémb egyenlete, melynek sugara R = Vz, és igy a feliilete
V = konstans sebességgel mozog. Ellenérizziik (17.38) képletet:
2 2
@=2x, g=2y, @=2z, g _ 2V, 2Vt _2Vt:V

un = -
ox oy 0z ot \/(2x)2 +(2y)P2 +(22 2R
Tehat a képlet az ismert sebességet helyesen szolgaltatja.

201A tovéabbiakban Trousdell és Toupin [3] 498. oldalat kdvetjiik.

2027 17.5. példahoz képest itt ¢ is szerepel a fiiggetlen véltozok kozott, tehdt iddben valtozé feliiletrdl van szo.

203A mozgo feliilet sebességének az értelmezése azért kdriilményes, mert a feliiletnek sokszor nincsenek azonosithatd
pontjai. Az itt adott definicié biztositja, hogy akarhogyan azonositjuk is a feliilet pontjait (r(¢) gorbékkel), a feliilet sebes-
sége barmelyik azonositas esetén ugyanaz. A mozgo6 feliiletnek csak normalis irdanyu sebességet tulajdonitunk.
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A feliiletek masik megadéasi modszere az, hogy parametrizaljuk p és g paraméterekkel. Ekkor
az 1dofliggo feliilet pontjait a kovetkezo fliggvény szolgaltatja:

r=r(p,q,t) azaz: x=x(p,q,t),y=y(p,q,t),z=1z(p,q,t) 2* (17.39)

r :@:(@ ¥ %J p =
"oop \@pwawp) ! oq

Az 1, és 1, vektorok érintik a feliiletet ezért rpxr, vektor meréleges a feliiletre. gy a feliileti normal

Ty 205 (17.41)

A paramétervonalak érint6 vektorai: (17.40)

egységvektor: n=—+"—% .
‘l‘p X l‘q‘

Mivel minden feliilet kezelhet6 (17.32) alaku fliggvényként is: f(r(p,q,t),t) =0, és ezt a lancsza-

ballyal derivalva ¢ szerint: grad f o + g =0, (17.42)
ot P,q konstans ot
of or
_9Y  gradf o 5
a feliilet (17.38) szerinti sebessége: u, = ot __ ra__n ot (17.43)
|gradf | |gradf | at p,q konstans

Ebben n-et (17.41) szerint szamithatjuk, tehat a feliilet sebességének meghatarozasahoz paraméteres
megadas esetén sem kell az ffiiggvényt eldallitani, mert a (17.41) és (17.43) képletekkel a feliilet se-
bessége szamithato.

17.8. példa. Mozgd gombfeliilet sebessége I1.

A 17.7. példaban szereplé gomb feliiletét a Fold szélességi és hossziisagi
koreinek mintajara parametrizaljuk (17.5. dbra):
Reosip)
R
r

p - aszélességi korokhoz tartozo szog (folsé abra),

q : a hosszusagi korokhoz tartozo szog (also abra).

A gomb egyik r = (x,y,z) pontjanak koordinatai (az dbra alapjan):
x =R cos(p) cos(q), y=Rcos(p)sin(g), z=Rsin(p).
A gomb sugara V sebességgel né: R = Vt. Ezért az r = r(p,qg,t) fiiggvény:

x(p,q,t) = Vt cos(p) cos(q), ¥(p,q,t) =Vt cos(p) sin(q), z(p.,q,t) = Vtsin(p).

r = or _ (-Vt sin(p) cos(qg), -Vtsin(p) sin(q), Vtcos(p)) ,
P ap

r, = g—r =(-Vt cos(p) sin(g), Vtcos(p)cos(g), 0) .
q

r, x r, vektor, (19.36) szerint, atalakitasok utn: |r, x r, | = R* cos(p).
Szémitva n és O értékét, atalakitésok utén: u, = ¥, ahogy vartuk.

ot
Az eredmény egyszeriibben is nyerhetd, mert a derivalasnal lathato, hogy
17.5. 4bra. Gomb feliiletének ~ or LOr_rr_ R*

parametrizalasa Ot o Rt Rt

(TN

ro, . r ,
=—,¢és gombre: [r|=R, n = R tehat: o =
t

A mozgo6 feliilet altal idoegység alatt athatolt térfogat (azon pontok halmazanak térfogata,
amelyeken a feliilet idéegység alatt athalad) legyen V. Erre:

ar = [u,ds. (17.44)
dr| 4

204L4sd 17.8. példat.
205Ha az igy szamitott vektor egy zdrt feliileten befelé mutat, akkor a (-1)-szeresét vessziik!
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Integralas

Térfogati integral: Legyen w(r) egy skalar, vagy vektor, vagy tenzor értéki fliggvény, ami értelmezve
van a 3-dimenzids euklideszi tér V térfogataban. A V térfogatot felosztjuk n szamu kis résztérfogatra.
(A felosztasnal iigyelni kell arra, hogy a kis résztérfogatok ésszerti alaktak legyenek, példaul ne le-
gyenek tul laposok.) A kis AV; (i =1, ..., n) térfogatok mindegyikében egy r; helyvektorral kijeloliink
egy pontot, és tekintjikk a w(r;) fliggvényértéket, majd képezzik a w(r;) 4V; szorzatokat, és Gsszegez-
ziik:

S, = y(r)4v, . (17.46)
i=1

Az S, Osszeget a y(r) fliggvény V térfogaton szamitott integralja kdzelité osszegének nevezik. (A sza-
mitogépes eljarasok is ilyenekkel szamitjak az integralokat.) Ha a felosztast finomitjuk (n — oo,
max AV; — 0) és a kozelitd 0sszegek (akarmilyen ésszerli felosztast alkalmazunk is) ugyanahhoz a
szdmhoz tartanak, akkor a fiiggvény integralhato, és az igy kapott érték a w(r) fiiggvény V térfogaton
szamitott integralja, amit igy jeloliink:
lim s, = [y(r)dv . (17.47)
n—®© 174
A jelolésben az integral elnyujtott S betlije emlékeztet a kozelité 0sszeg summajara, és dV a
kis AV; térfogatokra 2%,

Megjegyzések:

(1) A kontinuumok itteni targyaldsanal csak egyszerii térfogatokkal talalkozunk. Ezekre feltehetjiik,
hogy V korlatos (nem nytlik a végtelenbe) és zart (a hatarfeliiletének pontjai is hozza szamitanak). A
korlatos €s zart tartomanyokat kompakt tartomanyoknak nevezik. Ismert matematikai tétel, hogy a
kompakt tartomanyokon folytonos fiiggvények integralhaték. Tehat nagyon egyszerti feltételekkel
biztosithato, hogy w(r) integralhaté legyen V-n. Legyen: V kompakt és w(r) folytonos.?"’

(2) Specialis esetben, ha y/(r) = 1, akkor az integralja V térfogatat szolgaltatja:
jdV:V . (17.48)
Vv

(3) Ha V' = V1 + V2 két csatlakozd, kdzds belsd pont nélkiili tartomany: J.‘/’dV = J' wdV + J' wdV

VitV " V2

Feliileti integral: Legyen y(r) egy skalar, vektor, vagy tenzor értékii fliggvény, ami értelmezve van
az S feliileten. Az

j w(r)ds , (17.49)

feliileti integral szamitasahoz két kérdést kell megoldani. Egyrészt értelmezni kell y/(r)dS szorzatot az
algebrai szabalyok (19. fejezet) alapjan. Masrészt el6 kell allitani az integral kozelitd 6sszegét. Ehhez
az S feliiletet felosztjuk kis A4S; (i =1, ..., n) feliiletdarabokra. Ezek mindegyikében egy tetszélegesen
megvalasztott r; helyvektorral kijeldliink egy pontot, és képezziik az

S, = > y(r,)4S, (17.50)
i=1

kozelité 6sszeget, ahol AS; a kis feliiletdarab teriilete. Egyszerti S feliilet (gomb, henger, stb.) esetén
A4S konnyen szamithato. Az altalanos esetben, példaul a feliilet paraméteres r = r(p,q) alakjat hasz-
nalva:

206 A7 integralas itt leirt eljarasa értelemszertien alkalmazhaté mas tartomanyokon (szdmegyenesen, gérbén, sikbeli tarto-
manyon, feliileten) értelmezett fliggvényekre is.
207 A fiiggvény koordinatas eléallitasaban minden koordinata legyen folytonos fiiggvénye a helynek.
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ASi = |rpxrg| Ap Aq (17.51)

ahol 4p, Aq a paraméterek kis ndvekménye, és a feliiletet érintd r,4p és rydq vektorok (lasd 17.8.
példa) olyan parallelogrammat feszitenek ki (192. 1abjegyzet), melynek teriilete jol kozeliti A4S; -t. A
felosztast finomitjuk (n — oo, 4S; — 0, iigyelve arra, hogy a (17.50) szerinti kis parallelogrammak
simuljanak a feliilethez). Ha akarhogyan alkalmazva ilyen felosztasokat a kozelitd Osszeg mindig
ugyanahhoz tart, akkor a fliggvényt integralhatonak nevezzik, és y(r) integrdlja a (17.49) szerinti.

(4) A gyakorlati feladatok tobbségében az S feliilet egyszeri alaku, és 2-dimenzids tartomanyként ér-
vényes ra a matematikai tétel: kompakt tartomdanyokon folytonos fiiggvények integralhatok. Ezzel a
feliileti integralok 1étezése biztosithat6. A konkrét szamitdsok azonban nehézségekbe iitkdzhetnek.
Egy zart S feliilet (példaul kocka) véges sok sima feliiletdarabbdl all, amelyek ¢lek mentén csatlakoz-
nak egymashoz, és az élek csomopontokba futhatnak. Célszerii tigy eljarni, hogy az elemeket (feliilet-
darabokat, ¢leket) leiro fiiggvények (példaul paraméteres alakban) valamennyien kétszer folytonosan
differencialhatok legyenek. (Ez azt jelenti, hogy ezek a fiiggvények, valamint az 6sszes els6 és ma-
sodik parcialis differencialhanyadosaik léteznek €s kiterjeszthetok az értelmezési tartomanyuk hatarara
ugy, hogy a kiterjesztett fliggvény is folytonos, ¢€s az éleknél a csatlakoz6 elemek szdgei is szamitha-
tok.)

(5) Esetenként hasznalunk J w(r)dS , (17.52)
N

alaku integralokat is, ahol dS olyan vektor, amelynek nagysaga a dS feliiletelem teriilete, dS merd6leges
a felliletelemre, €s iranyitott feliilet esetén (példaul szakadasi felilletnél) a negativ oldal feldl a pozitiv
oldal felé mutat. Mivel dS = n dS, ahol n a feliileti normal egységvektor: w(r) dS = w(r)n dS, igy az
integral vissza van vezetve egy (17.49) alaku integralra.

(6) [ dS = S afeliilet teriilete, és zart feliilet esetén [dS =0 (lisd 1.24. példa). (17.53)
N N

Vonalintegral: Legyen w(r) egy skalar, vektor, vagy tenzor értékl fliggvény, ami értelmezve van az
L vonalon. Az

jy/(r)dr , (17.54)

vonalmenti integral szamitasdhoz két kérdést kell megoldani. Egyrészt értelmezni kell y(r) dr szorza-
tot az algebrai szabalyok (19. fejezet) alapjan. Masrészt el6 kell allitani az integral kozelit6 0sszegét.
Ehhez az L vonalat felosztjuk kis Ar; (i =1, ..., n) vonaldarabokra. Ezek mindegyikében vélasztunk
egy r: helyvektort, és képezziik az

S, =D ylr)4r, (17.55)
i=1
kozelito osszeget. A felosztas finomitasaval (4r; — 0) az S, kozelitd dsszeg a (17.54) integralhoz tart.

(7) Ha G egy 6nmagaba zarodo gorbe (mint egy kdrvonal), akkor nyilvan: I dr =0.
G

Tartomanyfiiggvény szerinti integral: A 3-dimenzids euklideszi tér K részében legyen m(V) egy
tartomanyfiiggvény, ami a K-nak minden olyan V résztérfogatdhoz rendel egy m skalar szamot, amely-
nek a térfogata szamithato. A tartomanyfiiggvény szerinti integralas csak abban kiilonbdzik a térfogati
integraltol, hogy a kozelitd 0sszegében AV helyett m(AV:) = Am; (a AV; térfogathoz rendelt fiiggvény-
érték) szerepel:

S, = wlr,)dm, | (17.56)
i=1
¢és ennek a hatarértéke: I w dm . (17.57)
m(V)
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18. rész. Kontinuummechanikai bizonyitasok vazlata

Az (a) axiomak matematikai feltételei

Az (Ia), (ITla), (ITa) axidomak ~ (2.3) — (2.5) egyenletek és kovetkezményeik alkalmazhatok
minden olyan esetben, amikor a benniik szerepld matematikai mennyiségek (integralok, differencial-
hanyadosok) valamilyen médon szamithatok. Az igényes alkalmazd azonban igyekszik mar az elmélet
mechanikai modelljének Osszeallitasanal biztositani a matematikai mennyiségek szamithatosagat. Erre
a célra gyakran alkalmazott matematikai elegendo feltétel a kovetkezo:

Minden fiiggvény értelmezési tartomanya legyen kompakt,*® és minden fiiggvény legyen
kétszer folytonosan differencialhato.>"

A newtoni kontinuummechanika targyalasanal ez a kovetkezoket jelenti: 1dofiiggo fiiggvények
esetén a "kétszer folytonosan differencialhaté" mind r, mind ¢ szerint értendé. Vonatkozik ez a kdve-
telmény a fiiggvények értelmezési tartomanyainak hatarait (feliileteit, vonalait) leir6 fiiggvényekre is.
Vektor és tenzor értékil fliggvények esetén pedig az dsszes komponensiikre.

Az axiomak megfogalmazasat olyan K(¢) = Ki(¢) + Ka(¢) .
tartomanyokra alapoztuk, amelyeket az Sp(¢) szakadasi feliilet K0
szétvalaszt (18.1. abra). A szakadasi feliilet negativ oldalat a S,(1)
Ki(?) tartomanyhoz, a pozitiv oldalt a K>(¢)-hez szamitottuk. A h
Ki(?) és Kx() tartomanyok igy kiilon-kiilon kompaktok, €s a bel- K1)
sejiikben értelmezett fliggvények és differencialhanyadosaik
folytonos kiterjesztése az Sp(f) megfeleld oldaldra is értendd. Ez
egyuttal biztositja, hogy Sp(¢) szakadasi feliilet mentén a fligg-
vények ugrasa is folytonos. 18.1. 4bra. Az axiémakban

szereplo tartomanyok

Ezekkel a feltételekkel az (a) axidmakban megjelend dsszes integrdl szamithatd. Az (a) axio-
mak bal oldalan szerepld integralok differencidalhatosdaga pedig abbdl kovetkezik, hogy (18.8) jobb
oldalan az 6sszes integral szamithato.

Osszefoglalva: Ki(f) és Ka(f) kompakt (egyszeresen Osszefiiggd, korlatos és zart) tartomany,
Sp(?) iranyithato (van két oldala), sima feliiletdarab. A (2.2) fiiggvények kétszer folytonosan differen-
cialhatok Ki(7) és Ka() belsejében. A fiiggvények és differencidlhanyadosaik hatarértékei folytonosan
kiterjeszthetok Ki(¢) és K»(¢) hatarara, beleértve az Sp(f) két oldalan megjelend hatarértékeiket is.

Az (a) axiomakbdl a (c) axiomak levezetése

Az (Ia), (Ila), (ITa) axiomak ~ (2.3) — (2.5) egyenletek bal oldalan az integralt idében valtozo
tartomanyon kell szamitani. Sok gyakorlati alkalmazasnal ez nehézséget okoz. Ezért az axiomak bal
oldalat célszerti atalakitani ugy, hogy idében valtozatlan tartomanyok szerepeljenek benne.?!”

Legyen w(r,t)skalar vagy vektor értékii fiiggvény. (Az axidomakban: y(r,t)= p, pv, rxpv.) Az
atalakitando integral:

d
- Iw(r,t)dV . (18.1)
fr 1=t

Az atalakitas egyik nehézsége az, hogy a ¢ fliggetlen valtozo két helyen szerepel a kifejezésben: V—nél
is, és w—nél is. Az atalakitas érdekében emlékezetbe idéziink egy differencialasi szabalyt: Legyen

208 Lasd az integralok (1) megjegyzésénél.
209 L4sd az integraloknal az (1) és a (3) megjegyzést.
219 Matematikai szempontbol ez az atalakitds a kontinuummechanika leglényegesebb 1épése.
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x(x,y) egy tetszdleges kétvaltozos fliggvény, €s keressiik a % értékét. A lancszabaly (17.25)
t

M - % 1+

dt ox
fiiggetlen valtozo, akkor ugy is differencialhatjuk, hogy az egyik helyen futtatva differenciadlunk, mig
a masik helyen konstans értéken tartjuk, majd a masik helyen futtatva differencidlunk, mig az egyik
helyen konstans értéken tartjuk, és a kett6t 0sszeadjuk. Ezt alkalmazzuk az eldbbi integralra. Egyszer
az egyik ¢ helyébe tessziik a konstans #1-ct, majd a masik ¢ helyébe, és dsszeadjuk:

0
alapjan: 5)( -1. A szabaly tehat az, hogy ha egy kifejezésben két helyen szerepel a

d
= [w(e,0yar

+—d j w(r,t,)dV . (18.2)
— V(ty) dt
t=t,

di [we,ryav
0 0 (=1
1

A masodik integral atalakitdsa most mar egyszeri, mert idében valtozatlan fiiggvényt integralunk (mint
a 2.3. példa staciondrius aramlasa esetén):

= Il/j(l‘,tl)vn ds . (18.3)

S(1)

d
— Jvenyar

V(t)

t=t
ahol S(#1) a V(t1)-nek a feliilete, és v, az S(¢) feliiletnek a ¢ = 71 id6pillanatban érvényes sebessége. A
kicsit hosszadalmas matematikai bizonyitas azon alapul, hogy elképzeljiik az integral téglanyosszegét,
azaz V(t1)-et kis AV térfogatokra bontjuk, és AV-t a y-nek egy AV-be tartozo értékével szorozzuk. Ezt
kovetden azt nézziik, hogy az idében valtozo V(¢) térfogatban a AV. y szorzatok hogyan valtoznak. A
V() térfogat belso részében (a hataratol tavolabb) levé AV térfogatok és az idoben valtozatlan y szor-
zata az 1d6 mulasaval nem valtozik. Ezért az integral idobeli valtozasa csak a V(t) hataranak idobeli
valtozasatol fiigg, ami az S(#1) pontjainal idéegység alatt v,dS integralasaval szamitott athatolt térfo-
gattal valtozik (lasd (17.44) egyenletet, a feliilet v sebességgel mozog: u, = v,). Ezzel (18.3)-at igazol-
tuk, és betéve (18.2)-be:

it + [wlr,t)v,ds . (18.4)

IR ()

d
r,t)dV =— r,t)dV
yn) t=t, dt Vif)//( ) t

V() -

Ez az egyenldség az (a) axiomak atalakitisaiban alapvetd. Erdemes megjegyezni, hogy (18.4) akkor
is érvényes, ha szakadasi feliilet is van V(#1)-ben (lasd alabb).

A (18.4) jobb oldali els6 integralja tovabb alakithato, és az atalakitas soran vilagos lesz a sza-
kadasi feliilet szerepe is. Az atalakitas egyszer( akkor, ha nincs szakaddsi feliilet V(t1)-ben. Ekkor a
rogzitett tartomanyon szamitott integralban a differencialas és integralas sorrendje felcserélhetd, és
egyszeriien bedifferencialunk:

av . (18.5)

1=t

Nincs szakadasi feliilet /(¢1)-ben: i J W(r,t)dV‘ = j a_'//
i E=t g, O

Ha van szakadasi feliilet V(t1)-ben, amit Sp(¢1) jelol (18.1. abra), akkor a szakadasi feliiletnél
Ow/or differencialhanyados nem szamithato (tehat V(#1)-bol ki kell hagyni, 1asd alabb az integralasi
tartomanyt). Tovabba, figyelembe kell venni, hogy V(f)-ben a szakadasi feliilet is mozoghat. A szaka-

dasi feliilet altal athatolt térfogaton ¥ ugorhat az egyik oldalon felvett ¥* értékrél a masik oldalon
felvett ¥ értékre. Ezért:

Oy

t=t, ot

V(tl )_SD (51)

Van szakadasi feliilet /(¢1)-ben: % Iw(r,t) dv
Vit

ahol yl=v" -y , (18.7)

a  ugrasa a szakadasi feliileten, és u,p a szakadasi feliilet normalis irany( sebessége (17.4. abra).
Helyettesitsiik (18.6)-ot (18.4)-be:

dv - j[w]uw ds ,(18.6)

=h Sp (1)
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Oy

dv — j[w]uw ds + Iw(r,tl)vndS . (18.8)

1=t Sp(ty) S(ty)

1 V(t)=Sp (1)

? jy/(r Hav|

V(t)

Ez az egyenléség tartalmazza az Osszes el6z6 egyenletet, azzal a megallapodassal, hogy ha
nincs szakadasi feliilet V(¢1)-ben, akkor a jobboldali k6zépso integralt el kell hagyni.

Az (f) axiomakbol a (g) axidmak levezetése

A 4. fejezetben levezettiik az (f) axidomakat. Ezek:

(If) % +div(pv)=0 , (a folytonossag egyik egyenlete) (18.9)

(1) 9PV | divi(pv)ov)— pg—divF =0 . (18.10)
orx(pv) . .

(I11f) T+dlv(rx(p V)ov)—rxpg—div(rxF) =0 . (18.11)

Ezeket egyszerlibb alakra hozzuk. (If)-ben a szorzat divergencidjat szamitjuk (20.12)-vel, majd
felismerjiik p totalis derivaltjat (2.44) egyenlet szerint:

op . op . op . dp .

——+div(pv)=—"—+ pdivv+vgradp=| —+vgrad p |+ pdivv=—"-+ pdivv , (18.12

o (pv)=—"+p g p(ﬁt g pjp u P (18.12)
igy kapjuk az alabbi (Ig)-t.

A (IIf)-ben az els6 két tagot s-el jeldljiik, és alabb erre a kovetkez6 atalakitasokat alkalmazzuk.
Eldszor a pv szorzatot ¢ szerint parcialisan differencialjuk, valamint a (pv)ov diadikus szorzatot diffe-
rencialjuk (20.21) alapjan:

ﬁ(gtv)+d1V((pv)ov)—E;—'fv+pg—+(pv)dlvv+((pv) Vv , (18.13)
ebben a (pv)oV derivalttenzort szamitjuk (20.11)-el:
s=Z—/;v+pg—+pvdlvv+(p(voV)+VoV,o)v , (18.14)

itt a diadikus szorzat definicidja (19.8) alapjan: (voVp)v =v(vVp), ezt helyettesitve, majd a tagokat
csoportositva, p és v-t kiemelve:

ov op . dv
s=pl —+(voV +v|—+ pd +vV — . 18.15
A2 o) Lo vy 95)- o2 19

Ebben p szorzojaban felismerjik v palyamenti derivaltjat a (2.43) egyenlet szerint, és v szorzoja zérus
(20.12) és (18.9) alapjan. Igy nyerjiik az alabbi (I1Ig)-t.

A (IIIf) esetén hasonldan jarunk el, csak kozben még (IIg)-t is helyettesitjiik. Végeredményként a
kovetkezo egyenleteket (axiomakat) kapjuk:

(g) ili—p + pdivv=0 . (a folytonossag masik egyenlete) , 4.7)
t
(I1g) P fl—v = pg+divF .  (Cauchy L térvénye, [3], 545-547.0.), (4.8)
t
(Il1g) w(F) =021 (F szimmetrikus, Cauchy II. torvénye) . (4.9)

21 w(F) az F vektorinvariansa. F akkor és csak akkor szimmetrikus, ha w(F) = 0.
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19. Vektor és tenzor algebra

Az Osszeadas és szorzas miiveletét a 17. fejezet mar értelmezte. Alabb a szerzonek a direkt
tenzorszamitas korébe tartozo képlet gylijteményét kozoljiik. A definiciok (def.) a jelolést is rogzitik.
A tobbi egyenlOség bizonyitas (lasd 123. labjegyzet) alapjan keriilt a listaba. A bizonyitasok tekintet-

¢ben a béséges irodalomra utalunk [19,31,49,59,63,66,147,149,150].

Tobbszoros vektorszorzatok:

(axb)c=a(bxc)=abc az abc vegyes szorzat definicioja, az eredmény skalar (19.1)
az a, b, ¢ vektorokkal kifeszitett paralellepipedon kdbtartalma
ax(bxc)=(ac)b—(ab)c kifejtési tétel (az eredmény vektor), ac és ab skalarszorzat (19.2)

Tenzoralgebra, A, B tetszdleges tenzorok, a, b, u tetszéleges vektorok:

(A+B)u=Au+Bu tenzor 6sszeadas definicidja, (17.17) egyenlet (19.3)
(AA)u = A(Au) tenzor szammal szorzasa, def. (19.39) egyenlet (19.4)
(AB)u = A(Bu) két tenzor szorzata, def., (17.15) egyenlet, 17.1. példa (19.5)
(ax A)u=a x (Au) vektor és tenzor vektorialis szorzata, def. (19.6)
u(Axa)=(uA)xa tenzor és vektor vektorialis szorzata, def.?!? (19.7)
(aob)u=a(bu) vektorok diadikus szorzata def., (19.37) egyenlet (tenzor) (19.8)
Ou=o0 a nulltenzor definicioja, o a nullvektor (19.9)
Tu=u az idemtenzor (azonossag tenzora) def. (19.10)

Valamennyi szorzas (19.4) - (19.8) asszociativ, valamint a skalar, vektor és tenzor dsszeadasra
disztributiv, példaul: (a; + a2)x A =a;x A +axxA,¢é ax(A;+A)=axA;+taxA;.

Invariansok, transzponaltak, A tetszoéleges tenzor, a, b, ¢ tetszéleges vektorok:

i(A) abc = (Aa)bc + a(Ab)c + ab(Ac) i(A) skalarinvaridns def., (19.40) egyenlet (19.11)

aw(A)b=aAb-b Aa w(A) vektorinvarians def,, (19.41) egyenlet’!® (19.12)
a (Ab) =b (A*a) A* a transzponalt tenzor def.>'* (19.13)
aA=A%a tenzor balrdl szorozva vektorral def. (19.14)
S*=S§ szimmetrikus tenzor definicidja (19.15)
T*=-T antiszimmetrikus tenzor definicioja (19.16)

A=S+T=AsiositArs208 +A383083+ % w x I, minden tenzorra a felbontasi tétel (19.17)
A1, A2, A3 a sajatértékek, si, 82, 83 a sajatvektorok, w az A vektorinvariansa.?!?

2S=A+A* S az A szimmetrikus része (19.18)
2T=wx I=A—A* T az A antiszimmetrikus része (19.19)
axI=Ixa (19.20)
(aob)*=boa ebbdl lathato, hogy (aocb) #boa (19.21)
i(aob)=ab vektorok diadikus szorzatanak skalarinvariansa (19.22)
w(aob)=b x a vektorok diadikus szorzatanak vektorinvariansa (19.23)
(ax A)*=-A*x a (19.24)
i(ax A)=-aw(A) (19.25)
WEAXA)=ZI(A)A—AQ . . v i v i et e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e (19.26)
(AB)* = B*A* két tenzor szorzatanak transzponaltja (19.27)
(A®)*=A transzponalt transzponaltja az eredeti (19.28)
wW(A*) =-w(A) transzponalt vektorinvariansa (19.29)
wW(A*B) = - w(B*A) (19.30)
(A x a)*=-ax A* (19.31)
3
AeeB=i(A*B)= D> ab, tenzorok (kétszeres) skalarszorzata def.?! (19.32)
i=l k=1

212Ahol uA a (19.14) definicid szerint értendd.

213Mivel tetszéleges a és b-re igaz, a koordinatarendszer e, e, 3 egységvektoraira is, igy kovetkezik (19.41).

214Az A tenzor A* transzponaltjanak matrixat a matrix elemeinek fé4tlora valo tiikrozésével kapjuk. (Mas jeldlése A'.)
2I5Egyik mechanikai alkalmazasuk a (2.40) egyenlet utan lathatd.

218Erre egyes szerz6k A : B jeldlést hasznaljak [147].
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19.1. példa. Az algebrai miiveletek koordinatasan
Amikor egy haromdimenzios euklideszi térbe derékszogii Descartes koordinatarendszert vezetiink be,
akkor minden v vektorhoz harom koordinatat csatolunk. Ezek kétféle elrendezése
vl
v=(v,,V,,Vv;) sorvektor, v =|v, | oszlopvektor,

V3

kényelmesen kapcsolhatd a métrixszorzas (sor-oszlop) szabalyahoz (1asd alabb ab és aob ). Azonban akar
sorvektorként, akar oszlopvektorként kezeljiik, ugyanazt a v vektort képviselik!

Direkt Koordinatas
a+b (ay+by,ay+by, a3 +b3) (19.33)
Aa (Aay,Aay,lag) (19.34)
bl
ab=ab (a,,a,,a;) b, |=a,b, +a,b, +a;b,, vektorok skalar szorzata  (19.35)
(19.2. példa) b,
i j Kk
axb a; ay az|=1i(arby —azby)+ j(azby —ayb3) + Kk (a1by —arby) (19.36)
by by by
i, j,kakoordinatarendszer bazisvektorai, vektorok vektorialis szorzata
a, a;b, ab, a,b,
aob a, |(b, ,b, ,b,)=| ab, a,b, a,b, |, vektorok diadikus szorzata (19.37)
as asb, ab, asb,

ajg+byy app+byy a3 +by3
A+B a) + b21 any +b22 any +b23 (1938)
azy+by1 aszp +byy azz+b33
/1a11 /ﬁtalz /16113

AA day, dayy A (19.39)
Aazy  Aazy  Aasz
skalérli(rif)ariéns ajy +ar +azy (magyarul nyom, angolul trace, németiil spur)  (19.40)
w(A) [ﬁ} «—az S séma szerint: (aszy —as3 , a3 —az ,ar; —app) (19.41)
vektorinvarians °
all alZ a13 bl allbl + aleZ + a13b3
Ab a,, a,, ay || b, |=|a,b, +a,b,+a,b, | (sor oszlop szorzas)  (19.42)
a31 a32 a33 b3 a31b1 + a32b2 + a33b3
bll blZ b13 albll + a2b21 + a3b31
aB (a, a, a)|b, b, b, |=|aby,+ab,+ab, | — sorvektor! (19.43)
b31 b32 b33 a1b13 + a2b23 + a3b33
azby) —azbyy  apbyy —azhy;  apbzz —azbys
ax B

azbyy —ab3y  azbyy —ajbyy  azbyz —aybss (19.44)
ajby1 —axby  atbyy —axby  ajhyz —asrbyz
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19.2. példa. Masféle algebrai szabalyok

A tenzoralgebra jelolésrendszere sajnos nem egységes. Példaul vektorok diadikus szorzatat (amit el6bb
aob -vel jeloltiink) egyesek a ® b -nek irjak. Mas jeloléseket hasznald olvasok szdaméra két gyakran hasznalt
jelolési konvenciot emlitiink.

Pont-szorzas
Két vektor skalarszorzatat (az itt hasznalt ab helyett) gyakran a - b-vel jelolik (lasd 191. 1abjegyzet):
ab=a b=a1b + abr+azb; . (19.45)

A pont-szorzas (angolul: dot product) szabalya: a két egyforma hosszisagu sorozat elemeit paronként 6sszeszo-
rozzuk és Osszegezziik. A pont-szorzas hasznalhat6é n-dimenzios vektorokra, matrixok szorzasara [147,150] és
kiilonféle elemekbdl alld rendezett halmazokra is (1asd (20.51) egyenletet).

A skalarszorzas felismerése ebben a kdnyvben egyszerii: Két egymas mellé irt vektor a skalarszorzatu-
kat jelenti (ahogy ezt valos szamok szorzasanal is hasznaljuk). Azonban, ha a pont hasznalata valamilyen okbol
értelmesebb, akkor kitessziik a pontot is.

Index konvencio

Tekintsiink egy valosegyiitthatds linearis egyenletrendszert:
3
Yaux,=b, (i=1,2,3) (19.46)
k=1

Ricci és Einstein alapjan ez roviden igy irhato:
aik xx = bi . (19.47)

ahol az index ismétlédése azt jelenti, hogy az indexet végig kell futtatni a tartomanyan, és az igy nyert mennyi-
ségeket Osszegezziik. A (19.47) egyenlet tehat a (19.46) rovid jelolése.

A (19.45) egyenldségre is alkalmazhat6 az index konvencio:
arb1 + axby + azbs = aib; . (19.48)
Tenzorok elsd skalarja is a (19.40) egyenldség alapjan roviden igy irhato:
i(A)=ay +ay +azz3=ai . (19.49)
Olyan elméletekben, melyek sok indexekkel ellatott algebrai paramétert hasznalnak (plazmak fizikaja,
relativitaselmélet) az index konvencié nagy segitség. Azonban vannak olyan fizikai egyenletek, melyekben

szerepelnek azonos indexi mennyiségek, de ezek szerepe mas, és az elobbi dsszegzésnek nincs értelme. Ezért
az index konvenci6 hasznalata el6tt mindig meg kell emliteni, hogy alkalmazando.

A koordinatas tenzorszamitas részletei megismerhetdk a szakirodalombol [95,147,149,150].
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20. Vektor és tenzor analizis

Alabbi egyenletekben A: (gorog delta) kiilonbséget jelol (mint valds fiiggvények differencialasanal),
V: (nabla) a differencialas operatora (20.2. példa), u skalar, u vektor, A tenzor.

du

Au = ;I—qu +edx.ahole > ohaAx—>o0. <%= Vi=uV - grad u. gradiens, def. (20.1)
X X
Au = j—qu + EAx, ahol E — o0 ha Ax — o. ((il_u =u oV, derivalttenzor def. 17.6. példa  (20.2)
X X
[ du . d d . . e yea s ,
i|—|=divu=Vu=uV=—u=u— divergencia def. és jelolései, 17.6. példa (20.3)
dx dx dx

w du)_ rotu=Vxu=—uxV = i><u :—u><i rotacio def. és jelolései, 17.6. példa  (20.4)
dx dx dx

Legyen a tetszdleges, térben alland6 vektor, ezzel:

a(AV)=(aA)V, (V jobbrol) AV=div A , tenzordivergencia def. ¢s jelolés (20.5)

VA = A*V (V balrol) a transzponalt tenzor divergencidja, def. (20.6)

(VxA)a=Vx(Aa), VxA=rotA tenzorrotacio def. és jelolése (tenzor) (20.7)

a(AxV)=(aA) xV  AxV=-(VxA*)* Kkereszt jobbrol, definicié és azonossag (20.8)

w)V=wVv+u (V) (20.9) (uv)V =u (voV) + v (usV) (20.10)

(uv) oV =u (voV) + v o (Vu) (20.11) wv)V=u (vV)+v (Vu) (20.12)

Vx(uv)=u(Vxv)+ Vuxv (20.13) (u x v)oV=u x (voV) -v x (uoV) (20.14)

(uxv)V=(Vxu)v —u(Vxv) (20.15) Vx (uxv)=u(Vv)-v(Vu)+(uoV)v-(voV)u  (20.16)

V(Au) = (VA)u + i[A(ucV)] (20.17) Vx (Au)=(VxA)u +w[A(u-V)] (20.18)

(uA)V = u(AV) +i[(uoV)*A] (20.19) Vx (uA)=u (Ax V) - w[(uoV)*A] (20.20)

(u o V)V=u(Vv) + (uoV)v (20.21) Vx(uov) = (Vxu)ov—ux(veV) (20.22)

V(uxA)=(VxuA -u(VxA) (20.23) (ux A)V=ux(AV) - w[(uoV)A*] (20.24)

Vu =div grad u, (20.25) Viu= (EJV , Laplace op. vektorra (20.26)
Laplace operator, (20.46) dx

rot grad u=o0 (20.27) divrotu=0 (20.28)

V2(uv) = uV?v +vVZu (20.29) V?u = grad div u — rot rot u (20.30)

div Viv=V2divv (20.31) rot VZv= V2 rotv (20.32)

Vz(uv)qu2v+2d—vgradu+vV2u (20.33) Vx{(d—uj :le (20.34)

dx dx

du(v(x)) _ du dv 2035) ~ duO) _du v (20.36)
dx dv dx dx dv dx

dulv(x) _ du dv 2037) ~ du0() _dudv (20.38)
dx dv dx dx dv dx

d*u

— = (gradu)o v (20.39)

dx

Megjegyzés: Vektorral vald osztas nincs értelmezve. Ha egy tort nevezdjében vektor szerepel (dx),
ez csak.a jelolés részeként, a (20.1) — (20.4) egyenléség szerint értendd!
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20.1. példa. A vektoranalizis alapfogalmai koordinatasan

Direkt Koordinatas
gradu =Vu=uV = du , gradiens, (20.1) képlet ou Ou Ou (20.40)
dx ox’ oy oz '
Ou, Ouy, Ouy
du ox Oy 0z
u oV = —, derivalttenzor, (20.2) képlet, 17.6. példa ou y ou ¥ ou J
dx (20.41)
ox 0Oy 0z
Ou, Ou, Ou,
ox 0oy 0z
. . , Ou ou ou
divu=Vu=uV=i(uoV), (20.3)képlet x Y 7z (20.42)
ox oy oz

a divergencia a derivalttenzor skalarinvariansa

a rotacio a derivalttenzor vektorinva-
ridnsa, (20.4) képlet

b

rotu=Vxu=—uxV=w(uoV) o «— a derivalttenzorban "S visszafelé" séma szerint:
¢

{auz_auy u,  ou, 6uy_auxj (2043

dy 06z 6z ox  ax Oy

6&21 + 86122 + 86123 86131 + 86132 + 86133
&x o &z & &z oz
6a31 _ 66121 66132 _ 8a22 8&33 _ 86123

oy oz oy Oz oy oz

Gall _ 66131 86112 _ 8a32 66113 _ 86133

b

. *
divA = AV = VA day| Oajy Oapz
tenzordivergencia, ax y e

(20.44)
(20.5) képlet j

rotA = VXA, tenzorrotécio, (20.45)
20.7) képlet oz ox oz Ox oz Ox
( ) *ple 86121 _ 8011 6a22 _ Galz 6a23 _ 86113
ox oy ox oy ox oy
- ; o°u 0*u 0°
VZu = div grad,u , Laplace operdtora, V2y = ’;‘ + ’;‘ + ’;‘ (20.46)
(20.25) képlet ox° oy° 0Oz
d
Viu= (d—ujV , Laplace operétora vektorra Viu= (VZMX ) Vzuy , Vzuz ) (20.47)
X
20.2. példa. A nabla-vektor hasznalata
A V (nabla) Hamilton operdtora®'’, a koordinatas vektoranalizis fogalma, formalisan vektor:
V — vektor :ii+ji+ki (20.50)
Ox oy 0z

ahol i, j, k a koordinatatengelyek iranyaba mutatd egységvektorok. Ennek a kifejezésnek sem vektoralgebrai
sem filiggvénytani értelme nincs. Azonban, ha egy fliggvényt utana irunk, és ugy értelmezziik, hogy a differen-
cidlasok a fliggvényre vonatkoznak, akkor elvégezheté miiveleteket kapunk. Példaul skalarisan szorozva egy
v(x) fliggvénnyel:
0 ov,
(V — vektor) v = [iai‘f' ji+ kai] -(vxi +v j+ vzk): Ve p 20y o,
X z ’

Oy Ox oy Ov

z

Mivel ij =0, ik=0, jk=0,1ii =1, jj = 1, kk =1 a jolismert divergenciat kaptuk (amit a 17.6. példaban és a
(20.3), (20.42) egyenletekben Vv-vel jeloltiink). A formalis eredmény annyiban hasonlit két vektor skalar

27Qperatornak nevezik valamely miivelet (itt a differencialds) végrehajtasat eliré jeldlést.
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szorzatara, hogy skalar szdmot kaptunk. Azonban az igy elvégzett skalaris szorzas nem koveti a vektoralgebra
Osszes szabalyat, mert a forditott szorzat: v ‘V-vektor egy operatort jelent, aminek csak akkor van értelme, ha
utana fiiggvény talalhato. Tehat a V-vektor és egy igazi vektor skalarszorzata nem kommutativ [150] !

A nabla-vektort skalar ¢(x) és vektor u(x) fiiggvényekre alkalmazva:

(V —vektor) ¢ = i@_(p+j8_¢+k8_(p =grad p=Vop , (20.52)
ox oy 0z
i j k
(V — vektor) xu = 9 90 0 —rotu=Vxu ,a(19.36)egyenloséget kovetve (20.53)
Oox 0Oy Oz
u, u, u,
0 Ou, Ou, Ou,
ox ox  ox  ox
ou : X
(V —vektor) ou = i (ux u uz): Ou, “y  Ou, = [d_u] = (u o V) . (20.54)
oy 7 oy oy Oy dx
i aux au}’ auz
oz 0z 0z 0z

@(x) gradiensét (a (20.40) egyenletet), illetve u(x) rotaciéjat (a (20.43) egyenletet) és u(x) derivalttenzoranak
transzponaltjat (lasd (20.41) matrixat) kaptuk. Az egyenletek végén a nablas rovid jelolést is feltiintettiik.

A nabla-vektor alkalmazasanak sikere abban rejlik, hogy a koordinatait a matrix miveletekben (matri-
xok szorzasanal, invariansok szamitasanal) ugyanugy kell elhelyezni, mint a k6zonséges vektorok koordinatait.
A hasznalatanak azonban vannak kiilonleges szabalyai is, amiket be kell tartani [150,95,147].

A direkt vektoranalizis keretében a nabla csak jeldlés. Megtartjuk a koordinatas szamitassal nyert rovid
jeloléseket, és tovabbi jeldléseket vezetiink be. Egyrészt A(X) tenzor-vektor fliggvényre is kiterjesztjiik a nabla-
zast, masrészt a skalarszorzas kommutativitasat is biztositjuk a v -V =V - v egyenldséggel [95,149]. (A koordi-

natdk szintjén ez azt jelenti, hogy az eddig értelmetlen u ai szimbolum az u ai = p 2 értelmet nyeri.)
"~ Ox © Ox X
Tovabba a koordinatasan mar értelmezett Vu, Vu, Vxu, Vou, VA, VxA mennyiségekkel a forditott sorrendii

szorzasokat igy értelmezziik:

uV = Vu, uV = Vu (skalarszorzas),u x V=-Vxu,uo V=(Vou)*, AV=VA* AxV=-(Vx A¥)* (20.55)

Ez lehetdvé teszi, hogy a direkt vektorszamitas sok egyenletében a V vektort ugyanugy kezeljiik, mint
a valodi vetorokat (azaz a 19. fejezet egyes algebrai egyenletei érvényesek ra is). A koordindtas V-vektor és a
direkt V vektor nem teljesen ugyanaz, de a veliik nyert egyenleteket ugyis mindig ellendrizni kell.

Osszefoglalasként, a direkt vektoranalizis f6 fogalmainak nablas jelolései és egyenletei:

Skalar u(x) fliggvény gradiens (vektor): gradu=Vu=uV (20.1), (20.40) egyenlet.
Vektor u(x) fiiggvény  divergencia (skalar): divu=Vu=uV (20.3), (20.42) egyenlet,
rotacio (vektor): rotu=Vxu (20.4), (20.43) egyenlet,
derivalttenzor (tenzor): 3—“ =uoV (20.2), (20.41) egyenlet.

X
Tenzor A(x) fiiggvény tenzordivergencia (vektor): div A= AV =VA* (20.5), (20.44) egyenlet,
tenzorrotacio (tenzor): rot A=VxA (20.7), (20.45) egyenlet.

Ezek a fogalmak, a (20.9) — (20.39) egyenletekkel egyiitt, a kdnyvben kovetett gondolatmenetekkel
elegenddek voltak a newtoni kontinuummechanika bevezetd megalapozasdhoz, valamint aramlastani és vizgé-
pes gyakorlati kérdések targyalasahoz.

Az ellendrzott egyenletek megtalalhatok a direkt tenzorszamitas tankdnyveiben [59,147,149,150], és a
koordinatas szamitasra Kozak Imre és Szeidl Gyorgy tanulmanyaiban [94,95,109,117].
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21. Integraltételek

STOKES tétele (folytonosan differencialhato y-ra): ds
IrotdezIydr . (21.1)
S L
Az n normalis iranyabol nézve L-en a haladasi irany pozitiv g dr
(elére haladva S balra fekszik), 21.1. 4bra. 21.1. 4bra. Stokes tételéhez
Ebbél bizonyithatok: I grad u xdS = — j udr I (AxV)dS = - j Adr . (21.2)
L S L
Specialis esetek: Ha V2u = 0, akkor: I—dS I[(Vu)o V]dS = —J Vuxdr . (21.3)
s L
Ha div y = 0, akkor I(Voy)dS:—Iyxdr . (21.4)
s L

GAUSS tétele (szakadasos y esetén!)

y folytonosan differencialhat6 V1, V2 belsejében (21.2. abra),
y hatarértékei darabonként folytonosak S1+S2 = S-en,
Sp két oldalan a hatarértékei y* és y~ darabonként folytonosak,

akkor: [divyav+ [[y]las=yds , (21.5)
M+ Sp S
ahol az [y] =y -y vektort feliileti divergencianak nevezik. 21.2. abra. Gauss tételéhez
GAUSS tételkor folyt. fiiggvényekre: Irot ydvV =- j yxdsS , _[ (yoV)dV = _[ yodS , (21.6)
Vv N V S
[gradu dv = [udS , [(AV)ar = [AdS , .[Ade=J.(yoV)dS . (21.7)
V S V S v S

GREEN tételei (3D-s folytonosan differencialhaté u és v-re): Mindkét képletben u helyett u,
S du dv ¢és v helyett v irhato, de csak
I(uv +——jdV I Yas . (21.8) egyszerre!
dS a V-bdl kifelé mutat!
dv

ov
—dS helyett — normalis ira-
I(quv—vvzu)dej( ﬂ—vj—“jds . (21.9) dx Y o

% dx nyu derivalt is irhatd (u-ra is).

Specialisan, havy = l, ahol 7 =| x - xo | és Xo rogzitett pont, erre: v2 (—J =0, és:
r r

du d 1 d 1
x)=[———av -[u—-dsS , 21.10
ulxo)= J‘dxdxr -S[udxr ( )
) 1 du
0)_j Viudy - j ds+j —X;dS . (21.11)

Itt o a V térfogat latészége az x, pontbol:
Ha x, a V' bels6 pontja, akkor o = 4.
Ha x, a V' hataran van, olyan pontban, ahol van érintdsik, akkor o = 2.
Ha x, a V hataran van, ahol nincs érint0sik, akkor « a tényleges latészog, szteradianban.
Ha x, kiviil van a V térfogaton, akkor = 0.
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Sikbeli Green tétel

Legyen u = u(x,y) kétvaltozos valos fiiggvény, amely a T egyszeresen Osszefiiggd nyilt tarto-
manyban (21.3. abra) kétszer folytonosan differencialhato, €s a tartomany G hatarara folytonosan ki-
terjeszthetd. Erre érvényes

0 ov
Sikbeli (2D-s) Green tétel: au(r,) :I(Vzu)vdT+ j(—uv—u—jdg , (21.12)
. ~\on on

ahol rz, a sik tetszdleges rogzitett pontja (a 21.3. abran példaként ri, vagy 1z, vagy rs, vagy ra), €s dg
az ivelem a G gorbén. A képletben v(x,y) a ponttdl szamitott » = |r - rs| tavolsaggal és a természetes
. 1 TP ? ?
logaritmussal képezett: v(x,y)=In [—J fliggvény, ami teljesitia Vv = % + 2—‘2} =0 egyenletet.
r X Y

A G gorbe koriiljarasi iranya az 6ramutatoval ellentétes, a
normal egységvektor kifelé mutat (a (21.12) képletben u és
v normalis iranyu derivaltjai is ebbe az irdnyba értendok).
a a T tartomany latészdége az 17 pontbol radianban, ponto-
sabban:

Ha rsi =11, a T bels6 pontja (21.3. 4bra), akkor o = 2.

Ha rsx = r2, a T hataran, olyan pontban, ahol van érintd, o = m.
Ha s = r3,a J hataran sarokpontban van, akkor « a tényleges

21.3. 4bra. 2D-s Green tételhez latoszog radianban (21.3. abra).

Ha rix = 14, kiviil van a T tartomanyon, akkor = 0.

A 2D-s (21.12) egyenlet szerepe hasonlé a 3D-s (21.11) egyenlethez, azonban a magfiiggvény
1 1
a 3D-s egyenletben: v(x, y,z) =—, mig a 2D-s esetben: v(x, y)=In [—J )
r r
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22. Potencialelmélet

, az 'y vektortér rotaciémentes.

Stokes tétele alapjan barmely 6sszehtizhat6 zart L gorbén a korintegral: Jy dr=0.
L

Létezik skalarpotencial: &(x)= Iy dr alakban, melyre: |y = grad®|. (22.1)

Egyszeresen 0sszefiiggd tartomanyban @ egyértekii.
Kétszeresen 0sszefliggd tartomanyban @ ciklikus.

Ha is teljesiil, akkor V2@ = 0 : Laplace mez&t kapunk.

Ha ‘divy =47 p(x)|, p(x) forras siiriség, V2@ = 4 7 p(x) : Poisson mezdt kapunk.
Ismert p(x) esetén @ meghatarozhat6 (21.11)-el.

, az'y vektortér forrasmentes.

Ekkor értelmezhetdk y aramvonalai (vagy erdvonalai), amelyek valamilyen fluxust

képviselnek és nem tliinnek el: Vagy 6nmagukba zarédnak, vagy szakadasi fe-

lilleten vagy hatarfeliileten végzddnek, vagy a végtelenbe tavoznak.

Letezik vektorpotencial: |y =rotv | . (22.2)

A v, vektorpotencial nem egyértelmii, de azza tehetd, ha kikotjiik példaul, hogy
div v, = 0 legyen.

Stokes potencialok (szakaddsos y esetén!)

Tetszéleges y(x) vektormezo eldallithato ds

y =—grad ¥ +rot w,| alakban

/’_\‘
([19], 828. oldal), (figyeljiink grad ¥s eldjelére!)

Véges V térfogatban, melynek hatarol¢ feliilete S, v
¢s melyben Sp-én az y-nak szakadasa van: [y] =y*-y-,
a ¥s és ws Stokes féle potencialok a kovetkezok:

S
S

22.1. abra. Stokes potencialokhoz

a svs(xo)=jdi¥d1/+ j@dS—j%ds (22.3)
v Sp S

@wstn) = [ gy - [WhaS fyxas (224)
v Sp s

ahol x, a tér tetszoleges rogzitett pontja, o a V térfogat latdoszoge az x, pontbdl, lasd (21.11),
ésr=|x-x,| az integracié x futdopontja és az x, pont tavolsaga.

A (22.3) és (22.4) képleteken alapulnak egyes peremelem modszerek (12.6 és 15.3 példa).
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23. Segédvaltozods integralok differencidlasa

Segédvaltozos integralokrol akkor beszéliink, ha az integralandé fiiggvény a helyvektoron ki-
viil fiigg egy tovabbi valtozotol. A kontinuummechanikaban a segédvaltozd szinte kizardlag az ido,
ezért t-vel jeloljiik.

Vonalmenti integral, f(r,7) vektor értékii folytonos fiiggvény, L(f) anyagi vonal, tehat a pontjai az
1.3. abra szerint a kontinuum sebességével mozognak, azaz u = v:

4 fdr = I ((:Z—f+f(VoV)]

dr . 23.1
" (23.1)
= L)

t=t,

L(?)

Feliileti integral, f(r,t) vektor értéki folytonos fiiggvény, S(¢) anyagi feliilet, tehat u =v:

%J.f(r,t)ds = J. (;—f+fdivv—(voV)f]‘ as . (23.2)
S(t) =1, S t=t,

Térfogati integral, y(r,r) skalar vagy vektor értékii szakadasos fiiggvény.

Tovabbi feltételek és jelolések:

V() = Vi(£)+V2(2) belsejében Sp(f) egy szakadasi feliilet,
Sp(f) normalis iranyt sebessége unn(r,?),

I(¢) feliilete S(¢) = S1(£)+S2(¢), sebessége un(r,z),

u(r.t) a V(1)—Sp(?) belsejében folytonosan differencialhato,

aa—!// folytonosan kiterjeszthetd Vi(¢) és V2(¢) hatarara.
t

23.1. abra. Térfogati
segédvaltozos integral
differencialasahoz

Ekkor barmely #i-re érvényes a (18.4) egyenlet:

% J.l//(r,l) av =% Jl//(r,t) dVv + J.t//(r,ll) u, ds. (23.3)
V(l) V(Zl) [:[1 S(tl)

ahol a jobboldali els6 integral (18.8) egyenlet szerint értend?.

t=t,

A (23.3) egyenlet az alapja a newtoni kontinuum egyik legfontosabb atalakitasanak: Az
anyagi térfogataira felirt (a) axiomakat ezzel alakitjuk rogzitett térfogatokra érvényes (c) axiomakka.
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Utoszo
Kedves Olvaso!

Gyari mérnokként sokszor szembesiiltem az idoproblémaval. El6fordult, hogy gyorsabb volt a
feladatot megoldani sajat kis célprogrammal, mint megkeresni a szakmai irodalomban, vagy megta-
nulni egy univerzalis nagy szoftvert. Nem csokkentve az utobbiak fontossagat, ajanlom, hogy sajat
célprogramokkal is erdsitse szamitogépes arzenaljat.

Mar az 1964-es Alkalmazott Mechanikai Kongresszuson talalkoztam a nagy kutatointézetek
publikacidival. Ugy tiint, hogy a mi kis kutatasi osztilyunk sohasem versenyezhet veliik. Azonban az
elmult 50 év soran tobb példat is lattam arra, hogy egy ember (vagy egy kis csoport) nagy intézetekkel
is 0sszemérhetd eredményeket ért el. Ilyen kiugro teljesitmények voltak a GANZ gépgyarban:

(i) A fogasker¢k szamito program létrehozasa.

(i) A mozdonyok ¢és vasuti kocsik alvazanak végeselemes szamitasa sajat célprogramukkal.
(i) A nyomatékvaltok aramlastani tervezése (még a szamitogépes korszak elott!).

(iv) A vizgépek szamitasi és mérési modszereinek kifejlesztése.

A szerényebb szamitogépes lehetdségek ellenére ugyanolyan (esetenként jobb) gyartmanyok
sziilettek, mint a nagy kutatdintézetekben. Ugy tlinik, hogy az eredmények szempontjabol fontosabb a
fizikai alapok biztos ismerete, mint a pénziigyi (szamitogépes) hattér. Ezért irtam ezt a konyvet.

Egyéni teljesitmények eléréséhez biztatasként Karman Todor egyik mondasat idézem: "Senkit
se batortalanitson el az, hogy mas mar foglalkozott a t¢émajaval, mert nem a téma, hanem az 6tlet hozza
meg a sikert."

El6fordul, hogy egy nagy munka, elére nem lathaté okok miatt nem hoz eredményt. Tapaszta-
latom azonban az, hogy minden becsiiletes munka meghozza gyiimolcsét. Lehet, hogy nem ott, nem
ugy ¢és nem akkor, ahogy képzeltiik, hanem mashol, masként és maskor. Ezért a munkat mindig érde-
mes befejezni. Azaz amikor Iényegileg készen van, ne sajnaljuk azt a néhany szazalékot befektetni
(tisztazas, adminisztralas) ami valoban befejezetté teszi.

2018. szeptember 1. dr. Fay Arpad
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XI. tablazat. Axiémak

Jele Az 1. II. és II1. axiomak Egyenletek szama Oldal
(a) anyagi térfogatokra felirva (2.3)-(2.5) 27
(b) az (a) axiomak kiterjesztése mas eloszlasokra (2.35)-(2.37) 34
(c) rogzitett térfogatokra felirva (3.1)-(3.3) 38
(d) a (c) axiomak sziikitése stacionarius mozgasra (3.4)-(3.6) 39
(e), (O a (¢) axiomakbol a (g) axiomak levezetése (4.1)-(4.6) 45
(2) differencialegyenletek formajaban 4.7)-(4.9) 46
(h) szakadasi feliileteken (5.3)-(5.10) 48
(IVa) . N e r . (s
(IVh) A hétan elso fotétele és a szakadasi feltétele (11.45), (11.46) 87
Tablazatok Oldal
L. Tablazat Javaslat g értékére 20
L. Tablazat Szakadasi feliiletek 50
III.  Tablazat Néhany anyag stiriisége 63
IV.  Tablazat Viz siirtisége 63
V. Tablazat Rugalmassagi anyagallandok 65
VI.  Tablazat Viz kinematikai viszkozitasa 66
VII. Tablazat Olajok kinematikai viszkozitisa 66
VIII. Tablazat Kiilonféle folyadékok kinematikai viszkozitasa 66
IX. Tablazat Levego kinematikai viszkozitasa 66
X. Tablazat A C jelii szivattyd szamitasa 123
XI.  Tablazat Axiomak 158
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Egydimenzids mozgastorvény
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1.21. példa. Légkdri nyomas
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Anyagi térfogat kobtartalmanak idéegység alatti valtozasa .
Merev lapra esé rugalmas hasab

Altalanos tomeg ¢és er6 eloszlasok
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Sikaramlas torlopontnal

2.10. példa. Térfogat-részecske mozgésa
2.11. példa. Palyamenti differencialhanyados

3.1. példa.
3.2. példa.
3.3. példa.
3.4. példa.

4.1. példa.
4.2. példa.

S.1. példa.
S5.2. példa.
S5.3. példa.
5.4. példa.
S.5. példa.
S.6. példa.
S.7. példa.

7.1. példa

Tomegaram csovezetékben

A nyomasintegral szamitasa tilnyomassal
vesére hato eré

Elemi szilardsagtan

Magnesekben a fesziiltségtenzor nem szimmetrikus
Magneses folyadékok

Aramlés falnal (folyadék—szilard egyszerii szakadas)
Acél megfolyasa (rugalmas—képlékeny egyszerli szakadas)
Pelton sugar (viz-levegd egyszerli szakadas)

Rud esése alatamasztasokra (drvényfelilet hullam acélban)
Usz6 fadarab (t6bb egyszeri szakadas)
Oszlop (szilard test levegdben, egyszerti szakadas)
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nyilt rendszer (lasd mechanikai rendszer)
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paradoxon 53
palya 15,16,28,33,35-38,59,137,146
peremelem (mddszer) 70,96,98-100,102-104,120,123-125,155
peremérték feladat 44,92,95,96,98,99-103,123
polaros targyalas 34,46,48,57
pontossag 15,18-20,35,41,51,72,116,117,136
pont-szorzas 149
potencial 5,17,28,78,92,93,96-101,103,104,123,155
RANS 73,74,89
relaxacié 121
részecske 37,59
rotacié (tenzorrotacio) 37,90-93,103,124,139,150-152,155
rugalmas (lasd test, folyadék)
sebesség 5,10-12,16,26,28,30-32,35,38,60,66,67,70,73,77,82,83,87,92,107,120,123,132,145
derivaltja 37,38,66,90,138,139,150,151
eloszlas, mez6 6,8,10,29,35,36,38,41,51,53,62,69,72,74,77,91-94,101,103,105-107,109,114,120
pillanatnyi 8,16,67-69,73,107,110,112-114,
atlagos (turbulens) 39,67-70,72,73,80,105-108,113,116-118,138
abszolit 5,26,28-32,48,54,59,69,77,79,81,82,86,88,97-99,100-104,156
relativ 5,17,28,59,62,69,122
hullam- 31,33,54,55,88,126-128
felilet- 5,30,31,35,47,88,140,141
szog- 28,37,60,77,84,91
potencialos 92,96,97,155
szakadasnal 35,47-50
fal mellett (hatarréteg) 50,51,69,114,115
zérus 24,31-33,36,43,51,55,56,58,83,91,115
segédvaltozos integral 156
sikdramlas 36,93,96,98,100,111,113
skalar értelmezése 132
skalaris szorzas 133,148
skalarinvarians 147,148,151
Stokes potencialok 123,155
surlédasmentes 36,40,41,46,49,50,51,53,66,70,71,74,79,81,89-108,111,112,114,115,120,122
surlodas 11,22,40,46,72,78,79,117,119
csosurlodas 83,107-109,122
kis strlodas 40,42,70,73,90,93,98,106,108,116,125
szivattyuban 123
stiriség 5-8,13,26-29,37-39,46,61,63,69,93,94,110,126,132,137,155
alland6 10,12,66,69-71,81,82,89,90,93,96
szakadasnal 47-49,52,54,58
viz 24,25,41,42,63,86,116,126
szakadasi feltételek 47,56-58,74,87,88,116
szakadasi feliilet 5,6,8,26,28,31,33,35,41,42,45-50,58,73,74,76,82,90,123-127,143-146,156
egyszerl (nem lép at tdmeg) 42,49-51,53,56,58
orvényfeliilet 49,50,55,58
16késhullam 31-33,49,50,58,88
szakadasi réteg 31,33,51,54,589,72,74,89,91,93,107,108,111,115,122,123
szarny (-szelvény, -profil, -lapat) 6-8,14,36,69,86,91,94,95,98,107,113-119
szélcsatorna 6,8,14,110
szilard (test) 6,9,10,19,20,21-24,29,35,43,46,49-52,54,56-58,64,70,72,74,76,79,80,86,87,103,107,126
szilardsagtan 21,43,44,46,51,55,70
szingularitasok modszere 36,122
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szivattyu 18,19,22,23,39,59,61,62,67,69,74,77,78,84-86,89,91,103,116-123,126,130,131
szivattyutelep 67,83,116,125,126,129
teljesitmény 5,18,84-89,113
test 6,7,9-18,20,21,26-2835,52,53,60,63,77,87,93,94,110,132,133
valosagos 6-9,15,17,26,28,33,49
elméleti 6-9,15,26,49
égi 15,17,18,20
szilard 6,9,10,19,20-24,29,35,43,46,49-52,54,56-58,60,63,64,70,72,74,76,77, 79,107,113,115
merev 10,12,22,28,31-33,43,54,55,59,107,126
rugalmas 31,43,44,46,51-55,58,64,65,70,80,87,116,126-128
folyadék 5,9,10,23,24,29,39-43,46-53,58,62,66,67,70-74,76,79-84,87-91,94,99-112,117,121-127
0sszenyomhatatlan 7,10,36,66,70,72,76,79-81,83,87,92,93,99,120,121
0sszenyomhat6 7,10,50,63,76,80,88
légnemti (gaz, g6z) 6,9,10,35,39,48,50,56,58,63,76,78,80,88,116
termodinamika (lasd hétan)
térfogat (térfogati) 5-8,14,25,43,51,62,65,75,78,82,87,88,99,100,120,124,141
-aram 39,83,86,96,107,108
anyagi 8-10,12,26-31,34,46,47,51,57,74,75,86,87
rogzitett 9,12,38,39,41,43,45,47,56,57,62,67,80,87,116,126,128,145
erok 14,17,18,20,24,34,60,61,81
integral 25,47,75,104,124,125,142,143,155,156
tomeg 5-9,14-20,24-30,33,34,37,39,40,43,48,51,53,57,58,61,62,65,67,77-84,86-89,106,107,112-
114,117,125,126,128,132
-aram 39,41,48,86
stirliség 26,28,74,75,80,87,88
megmaradas 9,27,29,58,61,75,89,98
vonzas 14,15,17,18-20
turbulens (lasd aramlas)
transzport 73,74-76,87
tranziens125,126,130
tenzor 5,21-24,26,29,37,38,40,44,46,56,57,59,64-66,68,70,72,75,132,134,139,142,143,146
deformacio sebesség- 37,66,72
értelmezése 132,134,135,139,146
fesziiltség- 5,21-24,26,28,40,41,44,46,47,56,57,61,65,68-70,73,80,106,107,116
kis alakvaltozas- 64,65,80
miveletek 132-143,147-149,150-152
Reynolds féle- 68,69
iités, 10kés 31,33,35,48-50,54,55,58,88,113,115,126-131
vektor 5,11-13,17-23,25,27,30,32,38,39,41,44,46,48,49,56,57,68,74,75,91, 105,106,116,121,123,
124,125,128,132-135,137-141
hely- 5,7,13,14,26,28,35,44,59,62,64,70,116,137
sebesség-, gyorsulas- 5,8,10,12,17,19,26,28,29,30,35,36,62,68,71,73,91,93,100,105,121
er6-, nyomaték-, impulzus- 5,10-13,15,17,18,20,22,32,41,48,49,62,116
veszteség 5,41,53,66,74,78,80,83-86,89,90,103,108,110,114,118,119,122,123,
végeselem és véges térfogatok modszere 70,120
viszkozitas 5,40,49-51,66,70,72,83,89,94,96,98,107,108,110,111,113
viziigy 116
vizgép 19,23,24,34,39,40,43,44,74,76,89,94,98,112,114,116,120,152,157
vizturbina 69,74,85,86
vizeromu 83,85,86
viziités 55,58,125-131
vonatkoztatasi rendszer 15,17-20,24,50,59,113,132,133
zart rendszer (lasd mechanikai rendszer)
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Newtoni kontinuummechanika
1. Alapfogalmak 6

Test és tomeg. Newton torvényei és az erék. Euler térvényei. Altalanos témegvonzas. Fizikai vonatkoztatasi
rendszer €s a kontinuum koordinatarendszere. Naprendszer. Tehetetlenségi er6k. Foldi rendszer. Nehézségi
) erd. Pontossagi igény. Inerciarendszer. Feliileti erdk, fesziiltségek.
2. Altalanos axiomak 26
A newtoni kontinuum definicidja: (a) axiomak. Cauchy térvényei. Stacionarius, instacionarius, kvazistacio-
nérius mozgas. Altaldnos tomeg és er6 eloszlasokra: (b) axiémak. Kinematikai részletek.

3. Az axiomak rogzitett térfogatokra 38
Rogzitett térfogatokra: (c) axiomak. Stacionarius és kvazistacionarius esetekre: (d) axiomak. Impulzuserdk.

4. Altalanos differencialegyenletek , 45
Az egyenletek levezetése: (e) és (f) axiomak. Altalanos differencidlegyenletek: (g) axiomak.

5. Szakadasi feliiletek 47
Szakadasi feltételek: (h) axiomak. Tételek szakadasi feliiletekre. Els6faju szakadasi feliiletek. Példak.

6. Osszefoglalas 57
Az axiomak rendszere. Szakadasi réteg és feliilet. Alkalmazasi hatarok.

Kiegészitések

7. Mozgo6 koordinatarendszer 59
Koordinata transzformacio. A sebesség és a gyorsulas képlete. A mozgo koordinatarendszerek tétele.

8. Anyagi egyenletek 63

Stirliségek. Linearisan rugalmas szilard test Hooke torvénye. Strlddasmentes folyadék. Linearisan viszkozus
folyadék Stokes torvénye. A turbulens aramlas Reynolds fesziiltségei.

9. Specialis differencialegyenletek 70
Hooke torvényén alapuld egyenletek. Osszenyomhatatlan folyadék. Euler egyenlete stirlodasmentes folya-
dékra. Navier-Stokes egyenlet viszkozus folyadékra. Reynolds atlagolt egyenlete turbulens aramlasra.

10. Transzport elmélet 74
Transzport szakadas nélkiil. Transzport szakadassal.
11. Energia 76

Az energia fogalma és fajtai. Energiamegmaradas. Idealisan rugalmas szilard test. A mechanikai energiatétel
folyadékokra. A termodinamika elsé fététele: (IVa) és (IVh) axioma. Lokéshullam levegdben.

Aramlastan és vizgépek

12. A sturlodasmentes folyadék aramlastana 89
Fo tételek levezetése. Sikaramlas. Szarnyszelvények. Knapp ciklus. Sikbeli és térbeli peremelem feladatok.

13. A valosagos folyadék aramlastana 106
Laminaris, turbulens. Hosszl c¢s6. Korhenger. Karman-féle 6rvények. Coanda effektus. Szarnyszelvények.

14. Vizgépek er6hatas szamitasai 116
Szarnylapatos szivattyu jarokerék alapegyenlete. Euler-Segner egyenlet. Szivattyu talpcsapagyara haté erd.

15. Vizgépek sebességeloszlas szamitasai 120
Forgasszimmetrikus aramlés. Jelleggorbe szamitas. A peremelem modszer modositasa.

16. Viziités szamitas 125

Fiiggelék: Vektor- és tenzorszamitas

17. Alapmiiveletek 132
Vektorok és tenzorok értelmezése. Alapmiiveletek. Fiiggvények. Differencialhanyadosok. Integralas.

18. Kontinuummechanikai bizonyitasok vazlata 144
Az (a) axiomak matematikai feltételei. A (c) axiomak levezetése. A (g) axiomak levezetése.

19. Vektor és tenzor algebra 147

20. Vektor és tenzor analizis 150

21. Integraltételek 153

22. Potencialelmélet 155

23. Segédvaltozos integralok differencialasa 156
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